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第 1 章 数学 预备 知识 


1.0 概述 


本 章 从 回顾 微 积分 的 一 些 重要 的 主题 开始 ， 这 些 主题 在 后 继 的 章节 中 将 会 用 到 ， 我 们 鼓励 
读者 大 胆 地 略 过 已 熟悉 的 内 容 ， 事 实 上 ， 有 些 人 也 许 希 望 从 第 2 章 开始 . 


1.1 基本 概念 和 泰勒 定理 


首先 回顾 微 积分 的 一 些 基本 概念 ， 有 人 可 能 要 问 : 我 们 只 是 对 科学 计算 和 数值 算法 感 兴 
趣 ， 为 什么 还 要 讨论 这 样 的 主题 ? 熟知 基本 数学 概念 是 理解 大 多 数 数值 算法 由 来 的 基础 ， 但 
是 ,高 深 的 数学 概念 并 非 必 要 ， 各 种 形式 的 泰勒 定理 既是 许多 数值 计算 过 程 的 基础 ， 又 是 研究 
科学 计算 的 极 佳 切入 点 . 

1.1.1 极限 、 连 续 性 和 导数 
车 /是 一 元 实 变 函 数 ， 则 函数 f 在 c 处 的 极限 (如 果 存 在 ) 定 义 如 下 : 等 式 
limf) = L 
表示 对 于 每 个 正 数 e， 存 在 对 应 的 一 个 正 数 $， 使 得 当 z 与 ce 的 距离 小 于 6 时 ，/(z) 与 上 的 中 
离 就 小 于 e， 即 


当 0<|zxz 一 cI<6 时 ,有 | fL |< e 
若 具 有 这 样 的 性 质 的 工 不 存在 ， 则 f 在 c 处 的 极限 就 不 存在 . 
例如 ， 考 虑 函数 
f(x) = 2? 
HE 1-1 中 fC =2* 的 图 形 显示 ， 当 xz 接近 2 时 ，/(x) 接 近 4， 因 而 等 式 


lima? = 4 
ze? 


y 


图 1-1 y= f= 
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成 立 。 现 在 我 们 通过 证 明 : 对 e>0， 存 在 一 个 3>0， 使 得 当 0< | z 一 2 | <omt, 有 | x 一 4 | 到 
e， 来 领会 为 什么 是 这 样 的 、 设 >>0，6 一 一 2+V4Te>0， 于 是 8(8 十 4)=e. 若 0< | z 一 2 | < 
9,， 则 | z 十 2 1 = |z—2+4 |< |z—2| +4<8+4. 从 而 , RMA 12-4] = | z 一 2 1 
lrt2|<@+4d—c. 注意 ， 在 某 种 意义 上 ， 为 了 发 现 怎样 的 $ 值 恰好 表示 se， 我 们 逆向 操 
作 ， 显 然 ， 对 于 其 他 的 $ 值 ， 如 3=e/(5 十 e)， 也 可 以 如 此 . (见习 题 1. 1.1.) 
又 例如 ， 我 们 考虑 

tal 1 #Hxr>0 

一 1 #r<0 
图 1-2 是 函数 g(z) 一 | x | /z 的 图 形 ， 从 图 中 不 难 发 现 为 什么 g(z) 在 0 处 没有 定义 ， 我 们 注 
意 到 等 式 


glaz) = 


imil =L 
ine 


不 是 对 任意 数 ABRIL. KRE, 设 e=1, 假设 当 0< |x| <en, Wl x| /z-L| <1. 车 
x= 8/2, 则 0< | z| <3 #H | z 1/z=1. 但 是 车 z= 一 6/2, MO< |x| <sHAl z | /z= 
~ 1. 在 这 两 种 情况 下 ， 均 应 该 有 | | x | /xz 一 L | <1. 然而 没有 既 满 足 | 1 一 L | <1 又 满足 
| 一 1 一 L | <1 的 这 种 数 L， 内 为 这 需要 工 同时 满足 O<L<2 和 一 2<L<0， 显 然 ， 这 种 情况 
是 不 可 能 的 ! 所 以 我 们 说 这 个 极限 不 存在 . 


图 1-2 y=g(z)= | z] /z 


车 仅 定义 在 实 轴 的 一 个 给 定子 集 XX 上 ， 则 极限 定义 被 修正 为 当 zEX 并 且 0< | x 一 c | <8 
Wt, 有 | SDL | <e. 
车 
limf (7) = fle) 
则 称 函数 /在 点 c 处 连续 、 于 是 ， 函 数 f(z) 二 zx? 在 点 2 处 连续 ， 然 而 函数 | z | /z 在 点 0 处 
不 管 是 否 有 定义 ， 它 在 点 0 处 不 连续 ， 由 前 面 所 做 的 说 明 可 得 到 这 些 论断 . 
下 面 给 出 一 个 直观 上 显而易见 的 定理 . 


数学 预备 知识 3 


定理 1( 连 续 函数 的 介 值 定理 ) 定义 在 区 间 [a， 的 上 的 连续 函数 /(z) 能 取 到 f(a) 和 fO) 
之 间 的 所 有 值 . 

函数 f 在 c 处 的 导数 (如 果 存在 ) 由 下 式 定义 : 

FO = lim LD=LO 
lin ee 
因为 对 于 某 个 函数 和 特定 的 <c， 这 个 极限 可 能 不 存在 ， 所 以 对 于 这 样 的 函数 ， 可 能 导数 不 存在 . 
车 函数 的 1“(c) 存 在 ， 则 我 们 说 f 在 c 处 可 微 . 若 了 在 < 处 可 微 ， 则 f 必 在 c 处 连续 .现在 
来 看 看 这 是 为 什么 ， 考 虚 
liml f(x) = fe] = limf PAO 0 


= f+ lima = = f'e) +0 = 0 
显然 ,车 SOTE ATM, MNS CEE, FHF Hlimf (x)= fo). 


但 是 逆 命 题 不 成 立 ! 例如 ， 若 
f(z) =|z| 
则 /'(0) 不 存在 ， 见 图 1-3 中 F(z)= | x | 的 图 形 ， 在 点 zx 处 的 导数 是 曲线 在 /(z) 处 的 切线 . 
但 是 在 “V "型 曲线 的 底部 (zx=0 处 )， 不 存在 唯一 的 切线 ， 因 而 在 x=0 处 没有 导数 . 


图 1-3 y=f(z)=|1zl 


在 整个 实 轴 及 上 所 有 连续 函数 的 集合 记 作 CCR).， 所 有 导数 处 处 连续 的 函数 的 集合 记 作 
CCR)， 若 fEe CCR)， 则 广 在 R 中 所 有 点 上 连续 而 且 f 处 处 可 微 ， 因 为 函数 在 一 个 点 处 的 可 微 [5 
性 获 涵 其 在 该 点 处 的 连续 性 ， 所 以 CCR)CC(CR)， 由 于 存在 许多 连续 但 不 可 导 的 函数 ， 比 如 
像 F(z)= | x | 这样 的 函数 ， 所 以 集合 C'(R) 是 C(R) 的 一 个 真子 集 . 

我 们 用 C*(R) 表 示 所 有 二 阶 导数 处 处 连续 的 函数 集合 ， 同 理 ， 

CRCR CCOR 
还 有 ， 因 为 存在 一 阶 可 微 而 二 阶 不 可 微 的 函数 ， 例 如 f(z) 二 xz?sin(1/z)( 见 习题 1. 1.3)， 所 以 
这 些 包 含 是 真 包含 . 

类 似 地 ， 我 们 定义 COR) Cn 是 任意 自然 数 ) 是 所 有 阶 导 数 连续 的 函数 集合 ， 最 后 ，C” (R) 

表示 所 有 各 阶 导数 都 连续 的 函数 集合 .我 们 有 
CRC e C ECR) CER C CCR) 


4 Ri 


一 个 众所周知 的 函数 (2) = e* 属于 集合 C™(R). 

同样 ， 我 们 定义 C"[a，6] 是 在 闭 区 间 [a,，6] 上 所 有 n 阶 导数 存在 并 且 连 续 的 函数 集合 . 
1.1.2 泰勒 定理 

在 C"[a， 妃 中 ， 有 关 函 数 的 一 个 重要 定理 是 泰勒 定理 ， 它 在 数值 分 析 的 研究 或 科学 计算 
中 数值 算法 的 研究 中 到 处 出 现 . 

定理 2( 带 拉 格 天 日 余 项 的 泰勒 定理 ) 若 /EC"[a, 56]， 且 f"' 在 开 区 间 (a,b) 上 存在 ， 
则 对 于 闭 区 间 [a，, 5b] 中 任意 点 c 和 工 ， 


ene 
fi) = 2 Fl? OF-O HE) (1) 


其 中 误差 项 是 


1 


PR FDI 


SI OGL 


其 中 点 位 于 c for 之 间 . 
这 里 “位 于 < 和 xz 之 间 " 意 味 着 依赖 于 所 涉及 的 < 和 xz 的 特定 值 ， 不 是 c<<6<<z ME ae<. 
当 c=0 时 ， 出 现 一 个 重要 的 特殊 情况 ，(1) 式 变 成 f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 : 
AD = 六 Ales +E, (x) (2) 


其 中 
Es ee 
E,(a2) CESA Par 


对 于 一 些 重要 函数 ， 我 们 能 得 到 它们 的 泰勒 级 数 ， 如 


2 


SOPE Sy) ee = 

sinz 2 1) FDI (— œ < r< 00) 
cosr= Doir (cra) 

pay > QDI sas 


batos D E&A Cicizi<e) 


r= DOD Ci<acp 
这 些 例 子 中 出 现 的 级 数 是 震级 数 .，( 见 6.7 节 .) 
例 1 利用 泰勒 定理 ， 确 定 函数 F(z) 一 Inr 的 泰勒 级 数 ， 取 a=1, 5=2，c==1. 
解 公式 需要 S= nr WENER, CNE ODST, faar, fa) 
Qa, fO (e)=—6r + ， 等 等 ， 接 下 来 ,我们 得 到 通 项 e 
fF? (2) =(- DO R-Dirt (UD 
显然 ， 在 x=1 处 ， 我 们 有 


O 全书 中 ， 当 涉及 整数 值 的 不 等 式 1<i<m 时 ， 意 思 是 i 一 1，2，…，mm， 类 仆 地 ，n>> N 意思 是 n= 二 N，N 十 1，.… 
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Joe(1) 一 (一 1) 和 (一 1)1 (k>1) 
MR, OMM. 把 所 有 导数 值 代 人 泰勒 公式 (1)， 得 到 


Inc = DODY Lap +E) AKIL) 
a 


其 中 


Ez) = yt gene yt a<é< r) fa) 
n+l 


在 Inz 的 等 式 中 ， 等 号 右边 的 和 式 5 产生 如 下 所 示 的 一 个 关于 工 的 多 项 式 函数 ， 它 被 认 


a 
为 是 一 个 通 近 较 复杂 函数 Inz 的 简单 函数 .右边 最 后 一 项 E.(z) 被 认为 是 一 个 误差 项 ， 它 告诉 
我 们 多 项 式 近似 与 Inz 的 差别 ， 注 意 这 项 不 是 一 个 多 项 式 ， 因 为 是 以 非 多 项 式 形式 而 依赖 于 
的 . 
可 用 泰勒 公式 计算 函数 在 特定 点 的 近似 值 ， 例 如 ， 写 出 Inz 展开 式 ， 我 们 有 
Ine = (z 一 D 一 去 (z 一 01 十 圭一 D1 一 …… 十 (一 Dr 工人 z 一 D)" 十 已 (z) 
3 n 

其 中 


Dr) |= nr) 1 = 
| Ex) | mis (一 1) <p 1) 


HEA MATT AY, RREME 以 及 6 一 1. 
例 2 计算 In2 使 其 具有 1/10 的 精度 ， 需 要 用 级 数 的 前 多 少 项 ? 
解 设 z=2， 则 我 们 有 


+4-1yw yen LHE 
3 4 n 


Es 1 
= D-DD 工 十 已 (2) 
BOs 


其 中 | 已 (2) | 过 1/(n+1)，E,(2) 项 是 数值 误差 .因此 为 了 计算 ln2 使 其 具有 期 望 的 精度 ， 需 
要 选择 使 得 E,(2)<<10“， 这 意味 着 1/(n +1) <10 或 n 十 1 之 10:. 因此 在 该 多 项 式 中 至 少 
需要 1 亿 项 来 计算 In2 才能 达到 期 望 的 精度 ! 我 们 断定 用 泰勒 级 数 计算 In2 不 是 一 个 实用 的 方 
法 ， 需 要 采用 另外 的 措施 ， 事 实 上 ， 一 个 类 似 的 计算 表明 仅 用 22 项 计算 Inl. 5 就 能 达到 同样 
的 精度 . 〈 见 习题 1. 1. 5. ) a 

n= 0 时 的 泰勒 定理 常常 用 于 数学 中 的 证 明 ， 称 之 为 中 值 定理 . 

定理 3( 中 值 定理 ) 车/ 属于 Cla, 5] 并 且 f/' 在 开 区 间 (a，b) 上 存在 ， 则 对 于 闭 区 间 [a， 
BJP x foc, 

f(a) = AO +f Oa) 

HRP EF c 和 工 之 间 . 

取 x=b 和 c 二 a 并且 重新 整理 上 式 ， 可 得 到 重要 的 等 式 

f(b) — fla) = f'Oba), 其 中 ea 一 上 一 

由 中 值 定理 可 以 得 到 /“(z) 的 一 个 近似 式 : 


C3) 


ery a Lath- fah) 
FD ~ 未 


这 将 在 7. 1 节 中 讨论 . 

中 值 定理 的 一 个 特殊 情况 是 罗 尔 定理 

定理 4( 罗 尔 定理 ) 车 /在 [a, 6b] 上 连续 ，f' 在 (a, DEFE, 并且 f(a) 二 f(b)， 则 对 于 
开 区 间 (a， DPHE Af O=. 

这 是 上 面 等 式 的 直接 结果 . (实际 上 按 常 规 的 讨论 ， 首 先 证 明 罗 尔 定理 ， 然 后 从 它 导出 泰 
勒 定理 . ) 在 罗 尔 定理 和 中 值 定 理 中 ， 区 间 [a， 妇 中 可 能 存在 不 止 一 点 上 满足 给 定 的 等 式 

在 7.6 节 ， 我 们 将 需要 下 面 给 出 的 另 一 种 形式 的 泰勒 定理 ， 它 有 几 个 良好 的 特性 一 一 证 明 
简单 明了 并 且 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 定理 可 直接 从 带 积 分 余 项 的 泰勒 定理 得 到 . 

定理 $( 带 积分 余 项 的 泰勒 定理 ) 若 JE CI[a， 的 ， 则 对 于 闭 区 间 [a， 的 中 的 任意 点 工 


fee, 
f(a) = DE +R) (3) 
其 中 ad 
Ro) = LSO ade 
证 明 回忆 分 部 积分 公式 
Jude = w — fodu 
并 且 取 


u= FO" dy = oer rae 
应 用 到 积分 R, 上 ， 得 
R= Ff "| +n “fap at] 
= OOH Re 
如 果 重 复 这 个 分 部 积分 过 程 ， 我 们 最 终 得 到 
R=-> HS? O@-o +R, 
ak 
因为 
R, =[rwa = f(z) — fle) 
所 以 我 们 有 
ID= fOtD Lp OO +R, 
AE 
iE. n 
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1.1.3 泰勒 公式 的 其 他 形式 

在 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 定理 中 ， 如 果 用 z 十 和 < 分别 替换 zx 和 <， 还 能 得 到 泰勒 公式 
中 级 数 与 误差 项 的 另 一 种 形式 .这 个 结论 如 下 . 

定理 6( 泰 勒 定理 的 另 一 种 形式 ) 若 FEC (a, b], WAFAA, b] P HEER 工 
forth, 


pt 
fath) = 之 Ew + E,(h) (4) 


其 中 


E,(h) 一 一 一 (6) 


Cn ea 
RP REBT 2 forth Zia. 
详细 地 ，(4) 式 是 
Seth) = fea) Hh pote ae) +e Efrat .十 Bp (a) +E, 


对 于 许多 应 用 来 说 ， 这 是 一 iain 
例 3 确定 A"** 的 泰勒 公式 并 且 近 似 计算 10, 
解 设 /(xz)= 二 A*， H f”) A" AOR, RT 


Ant = At(1+ >i Hana» JHE, 
下 面 取 A=10, r=1, h=10". ATAA 
10+% = 10(1 + 107 (Into) + 10" *(In10)? + +++) 


=~ 10(1 + 2. 302 59 X 10* + 2. 650 95 X 10) 
= 10. 002 300 026 509 5 a 
对 向 量 值 函数 ， 也 存在 泰勒 级 数 和 泰勒 公式 ， 若 f 是 一 个 R" BIR" 的 映射 ， 则 用 f(x), 
f(x)，/"(z) 等 表示 f(z 十 h) 的 公式 是 有 效 的 ， 当 然 ， 主 要 困难 在 于 定义 适当 的 导数 ， 这 些 
内 容 已 收录 在 许多 教科 书 中 ， 例 如 Bartle[1976], K. T. Smith[1971] 和 Dieudonné[1960]. 
下 面 我 们 将 提 及 一 些 在 后 面 章节 中 需要 的 某 些 特殊 情况 . 
对 于 函数 f/:，R* 一 R， 泰 勒 公式 最 简单 的 表达 式 是 一 个 符号 表达 式 : 
定理 7( 二 元 泰勒 定理 ) w fECH Ca, 6]X[c，d]). Fx, y)H(ath, yt ROH 
[a, 6)X[e, dJCR’ 内 的 点 ， 则 


flrthy+h) = Dart gett Fy) few + BG, A 6) 
ino tf z 
其 中 
2. Pi ppd 
E,D = Tay (A Fath 55) (zt 6hyy + Ok) 


其 中 9 位 于 0 和 1 之 间 . 


中 


本 定理 中 难以 理解 的 项 是 指 : 
hZ Jk 2y Jy) = f(x,y) 


(gt 5) Fay) = (PHH Law 


(at LY fay) = (r ZEL + one Ete N Sham 
SU. Rf, = af/ dx, f= aff ays fa = 9? f/ Ax, fay = 3? f/ax dy, fy =? f/ day, Wi 
我 们 可 把 (5) 式 的 前 几 项 写成 


f(r+hyy +k) = f+hf, FEI + LO fa Ffy th fy) +o 
其 中 等 式 右边 的 函数 /和 其 后 的 每 个 偏 导数 都 取 (z，>y) 处 的 值 . 
例 4 AB f(z+，y) 二 cos(zy) 的 泰勒 公式 中 前 几 项 是 什么 ? 
解 ” 对 于 给 定 的 函数 ， 我 们 求 出 
2f =~ ysin(zy) of =~ zsin(zy) 


ax 
: : : 
Jf =— yreos(ay) ahs =— xycos(zy) 一 sin(zy) sf =~ zicos(xy) 
dx 


于 是 ， 在 泰勒 公式 (5) 中 ， 若 取 n==1， 则 结果 是 

cos[(z+h)(y+h)] = cos(zy) — hysin(zy) — hzsin(zy) + E, (h,k) 
RHE, 是 3 项 之 和 ， 即 

Fhe Cy + 0k):cosL (r+ Oh) Cy + OR)] 


— hk {Cx + Oh) Cy + Ok)cos[ (x + Oh) Cy + Ok) ] + sin[ (x + 6h) Cy + 08) ]} 

— ER Cr+ Ohy*cosl (x + Oh) y+ 0k] B 
习题 1. 1 
L 证 明 当 0< | a52 | <e(5 二 时 有 | 2—4 1 <<e 并 且 用 这 些 不 等 式 证 明 limzx 一 人 


2. 函数 /(7) 一 rsin(1/z)， 其 中 f(0)= 0， 证 明 f(x) 在 0 处 连续 但 不 可 微 . 

3./(z) 三 zsin(1/7)， 其 中 /(0) 二 0， 证 明 f(x) 在 0 处 一 阶 可 微 但 二 阶 不 可 微 . 

4. B fa (z 一 sinr)，z 天 0， 为 了 使 了 连续 ，1(0) 应 该 怎样 定义 ? 要 使 还 是 可 微 的 ，f(0) 又 该 怎样 
定义 ? 

5a 导出 函数 /(z) 一 In(z+1) 在 0 处 的 泰勒 级 数 ， 用 求 和 记号 写 出 这 个 级 数 ， 当 这 个 级 数 被 截断 时 ， 给 出 余 

项 的 两 个 表达 式 . 

b 确定 级 数 最 少 需要 多 少 项 才能 使 计算 Inl. 5 的 误差 小 于 107%. 
确定 级 数 需要 多 少 项 才能 使 计算 Inl. 6 的 误差 至 多 为 10-m. 

6. 判断 下 列 函 数 是 否 连续 ? 一 阶 可 微 或 二 阶 可 微 ? 

rt+r-l 车 zx 和 0 


f(x) 一 
下 一 一 #r>0 
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7. 对 下 列 函 数 重复 讨论 上 述 问 题 : 
wfe 着 zs1 
IDNs gesi 


8. 判断 下 列 推理 是 否 正确 : 


函数 
DS ae #r<0 
TOS lo: iSo 
具有 性 质 
lim f"(z) = lim6x = 0 
zeot ao 
lim f"(z) = lim6x = 0 
no per 
所 以 ，/" 是 连续 的 . 


9. HERA: 车 /在 x 处 可 微 ， 则 
lim LE t 2 [GW pr) 


me 
举例 说 明 ， 存 在 某 些 在 = 处 不 可 微 的 函数 ， 但 是 上 面 的 极限 存在 . CR Eggermont[1988] 或 下 一 题 . ) 

10. 证 明 或 否定 论断 : 车 /在 zx 处 可 微 ， 则 对 于 天 1， 有 

ta = lim LEH = flat oh) 
rms hoh 

11. 用 eð 证 法 证 明 lim(4z 十 2) 一 6 

12 JA ed EREM im / 2) =. 

13. Ot FRM fr) =3— 21+ 和 区 间 [a， 5] 二 [1，3]， 求 中 值 定理 中 出 现 的 & 

14，( 续 ) 对 于 函数 f(z) 一式 十 z!' 一 1 和 区 和 间 fa， 外 = [0，1]， 重 复 讨论 上 述 同 题 . 

15, R f(x) = coshz 在 点 c=0 处 的 泰勒 级 数 . 

16. 如果 nr HAREE -D ”的 项 后 被 截 断 ， 然 后 用 它 来 计算 ln2， 那 么 能 给 出 怎样 的 误差 界 ? 

17. Rf) =e 在 点 c=3 处 的 泰勒 级 数 ， 然 后 化 简 这 个 级 数 ， 并 且说 明 如 何 从 / 在 点 c=0 处 的 级 数 直接 得 
到 此 级 数 ， 

18. 设 上 是 一 个 正 整数 并 且 0 一 ao<<1. 函数 RFE CR)? 

19. ER: 若 /EC'(R), 则 f'EC RH firouect@. 

20. 真 接 证 明 罗 和 尔 定理 (不 作为 中 值 定 理 的 特殊 情况 ) . 

21. ER: # fE CCR) 并 且 flay) = flay) == fl )=0y oLa <<a, AFR GE Caos r), fO 
一 0， 提 示 : 使 用 ”次 罗 尔 定理 . 

22. EBA PAE Cr) = r’ 处 处 连续 . 

23. 对 于 小 值 r+， 常 常 使 用 近似 sinar. 借助 于 泰勒 定理 估计 使 用 该 公式 产生 的 误差 . 求 = 值 的 范围 ， 使 得 
该 近似 给 出 精确 到 6 位 小 数 的 结果 . 


24， 对 于 小 值 x， 近 似 cost] =a? 的 有 效 性 怎样 ? R 工 值 的 范围 ， 使 得 该 近似 给 出 精确 到 3 位 小 数 的 


HR. 
25. H n=? 的 泰坦 定理 证 明 对 所 有 非 零 实数 z， 有 不 等 式 1 十 z<er. 
26. 对 In(1+ .在 1 处 导出 带 余 项 的 泰勒 级 数 。 导出 一 个 关于 泰勒 级 数 项 数 的 不 等 式 ， 为 使 得 计算 ln4 时 误差 
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小 于 2"， 给 出 所 需 的 项 数 . 
27, ata? 在 点 3 处 的 泰勒 展开 式 中 的 第 3 项 是 什么 ? 
28. 用 er 的 级 数 计算 需要 多 少 项 才能 精确 到 4 位 小 数 ( 合 人 )? 
29. 在 e 处 把 7(z)= in 展开 成 泰勒 级 数 ， 写 出 用 和 式 记号 的 结果 并 给 出 余 项 假设 | ze | <1 并 且 精度 为 
让 X10-1， 试 问 为 了 达到 这 个 精度 ， 最 少 需 要 该 级 数 多 少 项 ? 


30. R a E 1 处 泰勒 级 数 的 前 2 项 及 余 项 E. 
31, R f(z)=e** 在 点 "处 展开 的 2 次 秦 勒 多 项 式 . 
32. 首先 把 函数 /5 以 (x 一 1) 的 震级 数 形式 展开 ,然后 用 此 级 数 把 V0. 999 993 999 5 近似 到 10 位 小 数 . 
33, 假定 | x | <4, 利用 泰勒 定理 求 下 式 的 最 佳 上 界 . 
a. | cosr~(1~ 2/2) | 
b. | sinr—2x(1— 27/6) | 
34. 求 一 个 被 称 为 已 一 2z 在 2 处 线性 化 的 函数 . 
35. 需要 级 数 


=) a 

的 多 少 项 才能 使 得 。 在 第 20 个 小 数位 上 具有 至 多 6/10 个 单位 的 误差 ? 

36. 求 “在 点 二 32 处 的 泰勒 展开 的 前 2 项 ， 用 此 级 数 的 这 2 项 近似 31. 999 999 的 5 次 方 根 ， 试 问 你 的 答案 
有 怎样 的 精度 ? 

37. 求 函 数 f(r) =e" sinz 在 点 x/2 处 展开 的 2 KMS MA, 

38， 当 泰勒 定理 被 应 用 到 函数 f(z)=cosz，n=2 且 c=x/2 时 ， 求 拉 格 朗 日 形式 的 余 项 ， 若 余 项 的 绝对 值 不 超 
过 让 X10 ，| x 一 x/2 | 必须 取 多 小 ? 

39. 在 说 明 泰 勒 公式 的 例子 中 给 出 了 (一 1"(n 十 1) 18" (x 一 1)"+'! 形 式 的 误差 项 ， 将 这 个 误差 项 与 由 积分 形 
式 的 余 项 引起 的 误差 项 进行 比较 . 

40. 用 带 积分 余 项 的 泰勒 定理 和 积分 中 值 定理 推导 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 定理 . 


12 收敛 阶 及 相关 基本 概念 


在 数值 计算 中 ， 尤 其 是 在 高 性 能 计算 机 上 ， 一 个 问题 的 解答 常常 不 会 立即 产生 .更 确切 地 
说 ,通常 产生 一 列 旦 现 精度 逐渐 提高 的 近似 解 。 序 列 收 敛 性 是 在 后 面 ， 例 如 在 第 3 章 中 继续 讨 
论 的 一 个 重要 课题 ， 这 里 我 们 仅仅 给 一 些 介绍 性 的 概念 . 

1.2.1 收敛 序列 

考虑 一 种 理想 的 情况 : 一 个 问题 只 有 唯一 的 实数 解 。 例 如 ， 它 可 能 是 复杂 方程 的 零点 或 是 
难以 处 理 的 定 积分 的 数值 ， 在 这 种 情况 下 ,计算机 程序 会 产生 一 列 通 近 正 确 解 的 实数 序列 ; 
Ziv Zis Bys 

对 每 个 正 数 e 若 存在 一 个 实数 ~， 使 得 当 nr 时 (这 里 是 一 个 整数 )， 有 | z, 一 L | <e, 
记 作 


limz, = L 
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例如 ， 


这 是 因为 当 n>e 时 ， 有 


n 


又 例如 ， 回 忆 用 来 定义 重要 无 理 数 e 的 等 式 
e=lim(1+4) 

若 我 们 计算 序列 z, 二 (1 十 1/n)"， 则 这 些 元 素 是 
z= 2. 000 000 
Zo = 2.593 742 
zw = 2. 674 319 
zw = 2. 691 588 
Zio = 2.716 924 


因为 这 个 序列 的 极限 是 e 一 2. 718 281 8…， 并 且 其 第 1 000 项 的 误差 还 是 0. 001 358， 因 此 它 是 
一 个 收敛 速度 相当 慢 的 序列 的 实例 ， 用 双 精度 计算 ， 我 们 发 现 数值 征兆 


tes 1 
这 个 性 质 比 线性 收敛 ( 稍 后 精确 定义 ) 差 些 . 
一 个 以 略微 较 快 的 速度 收敛 于 V2 的 序列 的 实例 是 
Tn = x, — (at — 2) 3 一 
选择 两 个 初始 值 ， 我 们 有 
i=2 
z=1.5 
zy = 1.428 571 
xy = 1.414 634 
xy = 1. 414 216 
xe = 1. 414 214 


HER MNLF /2— 1. 414 213 562…。 利 用 双 精度 计算 我 们 发 现 对 应 于 超 线性 收 伍 的 数值 征 光 
lza VZ | 
la- SO 
作为 快速 收敛 序列 的 实例 ， 考 虑 由 下 列 递归 关系 定义 的 序列 : 


m=2 
人 = 二 + 二 a>) 


Te 


7) 
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这 个 序列 的 元 素 是 


x, = 2. 000 000 
Zz = 1.500 000 
x, = 1.416 667 
a, = 1.414 216 
极限 是 V2 一 1. 414 213 562…， 并 且 该 序列 以 极 快 的 速度 收敛 到 其 极限 ， 用 双 精 度 计算 ， 我 们 发 现 
征兆 
lzm -Z| 
ae 
BOE RAE MT FR AR AOR BY = BR 
1.2.2 ese Br 
用 一 些 特殊 的 术语 来 描述 序列 收敛 的 速度 ， 设 [z,] 是 一 个 趋 于 极限 x* 的 实数 序列 ， 若 存在 
一 个 常数 <1 和 一 个 整数 N 使 得 


lamna [eel -x | n>N) 
则 我 们 说 序列 的 收敛 速度 至 少 是 线性 的 。 若 存在 一 个 趋向 于 0 的 序列 6。 和 一 个 整数 N 使 得 
| zw 一 z" | 和 ez 一 rz | (n>N) 


则 我 们 说 序列 的 收敛 速度 至 少 是 超 线性 的 ， 若 存在 一 个 常数 C( 不 必 小 于 1) 和 一 个 整数 N 使 得 
| zw 一 xz |<Cla,—z* |? (n>N) 
则 我 们 说 序列 的 收敛 速度 至 少 是 二 阶 的 .一 般 地 ， 如 存在 正常 数 C 和 a 以 及 一 个 整数 N 使 得 
lama | 和 Clz 一 z | (n>N) 
则 我 们 说 序列 的 收敛 速度 至 少 是 a 阶 的 . 
1.2.3 大 OO 和 小 o 记 号 
现在 考虑 几 种 比较 两 个 序列 或 两 个 函数 的 标准 方法 ， 我 们 从 序列 开始 . 
设 [z,] 和 [eu,] 是 两 个 不 同 序列 ， 若 存在 常数 C 和 ro, BBY n>n Bt, A |ar| <C] a | ， 
则 记 
T, = OCa,) 
这 里 我 们 说 zx, Hea. 的 “大 O”. 
等 式 
In = Olan) 
AW Hb RA lime, /a)=0 的 意思 ， 这 里 我 们 说 r, 是 a, 的 “小 o”、 为 避免 被 零 除 ， 严 说 的 定义 
应 当 是 对 于 某 个 e20, RIA e0 并 且 | zx, | Sen lan | . 
这 两 个 概念 给 出 了 一 种 比较 两 个 序列 的 粗糙 方法 ， 当 两 个 序列 都 收敛 于 0 时 ， 我 们 经 常用 
到 它们 ， 若 r>0, a0, HH z, 一 O(a,), 则 2, KAF 0 的 速度 至 少 与 w 一样 快 ， 若 z, 一 
Olan) W x, 收敛 于 0 的 速度 比 w R. 
下 面 给 出 一 些 实例 : 
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DHE — PAE AE HO R Y E A. 


这 是 一 个 非常 快 收敛 的 实例 . 


刚才 介绍 的 符号 除了 用 于 序列 外 ， 也 可 用 于 函数 .例如 ， 我 们 能 写 
sinr = 一 雪 +O(z’) (+0) 


这 个 式 子 意 指 存在 一 个 0 的 邻 域 和 一 个 常数 C， 使 得 在 该 邻 域 上 ， 有 


这 个 论断 的 正确 性 可 以 用 w=4 和 fC) = sinz 的 泰勒 定理 来 验证 . 


等 式 


用 
Q 


ai= 
1 
Q © 


ajo 
+ 
S 
i 
© 


另 一 方面 ， 
ll 


= 
K 


A 


xj- Fj- ale xl- 


ije 


at -o(3) dzis) 


E. 
sint~xr+>/<C/| 2° i 


6 


f(x) = O(g(2)) 


(z — œ) 


qd) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


意味 着 存在 常数 > 和 C er tt. A | f(z) | <C| g(x) | 例如 ， 因 为 当 zx 之 1 时， 有 


Vr tices, FEA 


VE FT = Oz) 


(x + 00) 


TEBOW FES £0) = OCR (2) K Kz)=OC8(z)) 时 ， 重 要 的 是 要 说 明 有 关 收 敛 的 点 是 什么 ， 例 


如 ， 当 xz~eo 时 ，z *=Olr'), 但 是 在 0 处 关系 相反 : 4 1—0 it, 1 =o), 


- 般 地 ， 当 存在 一 个 常数 C 和 一 个 z' 的 邻 域 ， 使 得 在 该 邻 域 内 有 | f(x) | <C | ga) | 


时 ， 我 们 记 
类 似 地 ， 


意 指 lim[ f(2)/g(x)]=0. 


f(z) = Ol(g(7)) 


f(x) = O(g(x)) 


(a+x") 


(r7> x") 
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1.2.4 积分 中 值 定 理 


下 面 是 在 数值 分 析 中 常常 使 用 的 另 一 个 中 值 定 理 . 
定理 1( 积 分 中 值 定 理 ) 设 & 和 是 在 区 间 [a， 的 上 连续 的 实 函数 ， 并 且 假 设 v>. HA 


[ae， 人 内 存在 一 点 $， 使 得 
[uova = u | va rde 
证 明 Ra Mp 分别 表示 x(z) 在 [ae， 的 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 因此 有 
a<u(r) <p (a<x<b) 


因为 v(x) 之 0， 所 以 我 们 有 
au(z) Cur vr) < polr) 


现在 对 整个 不 等 式 积分 ,并 且 令 1 = [vde 则 结果 是 


al < fuCeucerde <A 
如 果 1 二 0， 则 v(z) 拓 0， 而 且 我 们 希望 证 明 的 结论 是 平凡 的 ， WRIRBO, WA 
a< 六 [evadz <p 
根据 连续 函数 的 介 值 定 理 得 ， 在 [ae， 妃 内 存在 一 点 6， 使 得 
ul) = mf)vn dr 
1.2.5 aR 
多 项 式 的 腾 套 乘法 是 本 书 中 许多 地 方 都 需要 的 一 个 基本 概念 . SHAKUR REE fe 
得 当 计算 它 的 数值 时 ， 只 需要 略 多 于 最 低 限 度 的 乘法 次 数 即 可 ， 多 项 式 


P(x) = a,x" Hanit 十 … 十 aazz 十 az 十 ao 
能 用 包括 和 之 与 积 世 的 标准 数学 符号 写成 ， 


回忆 若 wsm， 则 
Dis = s, H smi tet Ses Ty: = svat 
因此 


>= (m—n+ Dr, Hz C akain 


为 了 方便 , Hm<n, W 


r= 
BARGER SHCA. RAITAR RA ETH: 
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p(x) = ae + zla, 十 工 (az $+ + alari + .2(a,))+**)) 
上 式 对 应 于 下 面 仅 需要 n 次 乘法 和 n 次 加 法 的 简单 算法 : 
pray 
for k=n—1 to 0 step 一 1 do 
prpta 
end do 


这 个 程序 也 称 为 替 纳 方法 或 综合 除法 . 
1.2.6 上 界 和 下 界 

在 数值 分 析 中 频繁 出 现 的 两 个 重要 概念 是 上 确 界 ( 最 小 上 界 ) 和 下 确 界 (最 大 下 界 )， 设 S 是 
一 个 非 空 的 有 界 实数 集 ， 有 界 性 是 指 : 对 于 适当 的 实数 a Mb, A 

arch HKA CES 

在 这 种 情况 下 ,我 们 称 b 是 S 的 一 个 上 界 ，a 是 S 的 一 个 下 界 . 当然 ，S 有 许多 上 界 , 如 
R c>>b6， 那 么 < 也 是 S 的 一 个 上 界 . 显然 ， 集 合 S 没有 最 大 的 上 界 ， 但 有 最 小 的 上 界 ， 

公理 1( 最 小 上 界 公理 ) 任何 有 上 界 的 非 空 实 数 全 都 有 一 个 最 小 上 界 . 

公理 中 所 描绘 的 性 质 是 实数 系 较 深刻 的 特征 之 一 (例如 ， 有 理 数 系 没有 这 个 性 质 )， 一 个 集 
A S 的 最 小 上 界 ( 如 果 存 在 一 个 ) 记 作 lubS， 名 词 上 确 界 与 它 同 义 ， 而 且 它 被 简写 为 sups. F 
是 ,我 们 可 以 给 出 以 下 定义 : 

定义 1( 上 确 界 的 定义 ) SH LAR v(v=supS=lubS) ¥ HH 

1.v 是 S 的 一 个 上 界 . 

2. S 的 上 界 中 没有 比 v 小 的 实数 

例 1 若 S=(z : 2°<2), 试问 sups 是 多 少 ? 

解 因为 S={x : 一 2<z<V3}， 所 以 S 的 最 小 上 界 是 V2. 

车 下 是 一 个 函数 ， 则 符号 sup/(z) 意 指 sup{ f(x): ZE A}。 例 如， 我 们 可 以 证 明 

Sup sinz =4 

相应 的 最 大 下 界 或 下 确 界 概念 ， 记 为 u 二 glbS 或 4 二 infS， 其 定义 如 下 ; 

定义 2( 下 确 界 的 定义 ) S 的 下 确 界 是 u(u 一 infS 一 glbS) 当 且 仅 当 

1.x 是 S 的 一 个 下 界 . 

2.S 的 下 界 中 没有 比 u 大 的 实数 . 

当 我 们 把 公理 应 用 到 集合 一 S 二 {一 +: TE S} 上 时 ， 就 得 到 一 个 基本 结论 : 若 一 个 非 空 实 
数 集 有 一 个 下 界 ， 则 它 有 一 个 最 大 的 下 界 . 
1.2.7 BRR SMA 

函数 通常 凭借 显 式 公式 来 定义 ， 对 每 个 自 变量 ， 可 由 这 个 显 式 公式 计算 出 该 函数 值 ， 例 
如 ， 我 们 可 用 公式 


x 


f(x) = fT 2x 
定义 函数 f/。 在 扩大 常用 函数 范围 后 ， 可 定义 像 


[20] 


[22] 
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f(z) = In(arctanz) + cos(e*) 
这 种 更 复杂 的 函数 ， 另 外 还 有 许多 定义 函数 的 方法 ， 比 如 ， 通 过 微分 方程 、 积 分 、 无 穷 级 数 等 
来 定义 函数 ， 因 而 可 用 下 面 带 初始 条 件 的 微分 方程 
” = 1+ siny 
y(0) =0 
适当 地 定义 一 个 函数 > 一 jz) 另外 一 个 例子 称 为 误差 函数 ， 记 为 erf(z)， 它 是 由 下 列 积分 定 
义 的 : 


erf(z) - Zhe Pat 
在 本 节 中 ， 我 们 考虑 隐 式 定义 的 函数 .这 意味 着 给 定 一 个 有 两 个 变量 的 函数 G， 而 且 希 望 
从 方程 G(r，y) 二 0 中 重新 获得 z 的 函数 y， 有 了 时， 我 们 能 解 方程 G(r+，y) ==0 得 到 y= fa). 
例如 ， 从 方程 
y+3ry—7=0 
中 ， 可 求 得 >， 因 此 重新 获得 两 个 显 函 数 
v= 4C 3r tV F 8) 


同样 ， 从 方程 
sin(y+7) 一 了 一 2 
中 求 >， 可 重新 获得 一 个 显 函 数 : 
y= sin" (2—2) —7 
因为 可 选择 反正 弦 函 数 的 许多 分 支 ， 所 以 在 这 里 也 存在 多 个 函数 . 

一 般 而 言 ， 若 G 是 给 定 的 函数 ， 并 且 在 特定 点 (x。，y。) 处 G(z。，y。) 二 0， 则 我 们 要 求 在 
附近 的 其 他 点 也 满足 方程 G(x，y) 二 0， 这 样 ， 当 zx 改变 时 ， 为 使 方程 G(rz，y) =0 成 立 ， 必 
RER y 作 适 当 的 变化 ， 所 以 ，y 应 该 是 = 在 zx。 的 某 个 邻 域内 的 一 个 函数 .图 1-4 显示 了 这 
种 典型 的 情况 


z 


z=1- 2- y? = Gay) 


<< 


Gx y)=0 


图 1-4 曲面 G 与 xy 面 交 于 曲线 CC(z，y) 一 0 
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定理 UBLKLB) 设 G 是 一 个 有 两 个 实 变量 的 函 教 ， 它 在 (zeo， 加 ) 的 一 个 邻 域内 有 定 
义 并 且 连 续 可 微 ， 若 G(ze ，y%) 一 0， 并 且 在 (ze，y) 处 G/ ay 天 0， 则 存在 一 个 正 数 和 一 个 
定义 在 | + 一 xo | <S EMER TMEM SF, 使 得 f(ro) 一 yo G(x, f(x))=0. 
例 2 试问 方程 
rt+2y—y=0 
是 否 可 以 在 rz= 一 1 的 某 个 邻 域内 定义 一 个 x 的 连续 可 微 函 数 y? 
解 设 (r。， wm)=( 一 1，1)， 并 取 
G(T) = 27 +298 — y 
WGs y= 0, 并且 
2G 
dy 
Wik, I9GCr, yo)/dy=13. REBRE, y 是 z 在 zx 二 一 1 附近 连续 可 微 的 函数 ，。 国 
若 卫 是 一 个 由 G(Cz，y) 一 0 隐 式 定义 的 函数 ， 则 对 某 个 区 间 中 的 +，G(r，f(x)) 一 0. 车 
想 计算 A'(.r)， 则 可 以 使 用 微 积分 中 常见 的 技巧 。 对 方程 G(r+，y) 二 0 关于 工 求 导 ， 注 意 要 把 
> 理解 为 x 的 函数 ， 结 果 是 


= 16y — 3y 


dat dy de 
由 此 得 到 
dy __ 2G/26 
dr ~~ dal ay 
或 
f(x) =- 2E 3 


如 此 得 到 的 导数 很 可 能 就 是 x M y 的 函数 . 
例 3 若 y(z) 是 由 方程 Oy’ 十 4z* 十 y' 一 24 一 0 隐 式 定义 的 ,试问 dy/dz 在 点 (2，1) 的 
值 是 多 少 ? 
解 由 关于 z 的 全 微分 得 到 
3 一 9 和 +8z+4y 业 =0 


dz 
把 z=2 和 y=1 代 入 上 式 , 我 们 得 到 
—7dy dy _ 
127, dz 十 16 十 4 az 0 
因此 可 得 dy/dz 一 28/3. a 
一 些 涉及 隐 范 数 的 数值 问题 在 3. 2 节 中 讨论 . 
习题 1.2 


1. 当 r-0 时 ， 确 定 方程 
arctan x = x+O(s*) 
中 上 的 最 佳 整数 值 . 


(23) 
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设 序列 x, Hoy: =F) BABEL. BY nco 时 ，z. 一 工 并 且 F'(z) 一 0， 证明 
Tt 一 Ta = OC Tah — Te) 


提示 : 用 中 值 定理 并 且 假定 下 是 连续 可 微 函 数 . 


.证 明 每 个 充分 光滑 的 函数 在 长 度 为 的 区 间 上 能 被 n 次 多 项 式 近 似 ， 并且 当 h->0 MRR OC). 


a. 考虑 级 数 
ew sitet hte pin (l< 
保 贸 级 数 中 的 3 项 ， 当 z->0 时 ， 用 带 有 最 佳 整数 值 的 o 记号 估计 剩余 的 级 数 . 
b， 对 于 级 数 
In tan z = In rt eye p Se 4. (<I x|<x/2) 
FAO id 3 AE 


的 


11， 


， 判断 下 式 是 否 正 


， 对 于 整数 值 y 和 3， 当 zr~0 时 ， 用 O(z7) 或 用 o(z) 代 蔡 级 数 


= F 
In +2) = DODA Fp 


m 


中 的 十 …、 确 定 y 和 1 的 范围 . 


对 于 数 对 (x,，a,)， 当 n->co 时 ，z, 一 O(a) 是 否 成 立 ? 


十 gm +1, a= nt 
Sn +9n' +1, a1 
C te VnT3, a = 1 
deity 5n? +9n +1, a =n" 
ete VTS ay = 1/n 

这 里 neo), 
a. Ci 十 TD 一 O(l/m) 

b Get DAn= OC) 

e b/Inn=O0/n) 

d. 1/(n Inn) =0(1/n) 

e e'/n' =O0/n) 


， 当 h-*0 BY, RAR e. CLAN), costh), 1+ sinh? i #18 OR PR. AFARA AE Bo 和 有 的 形 


式 分 别 表示 这 些 表达 式 . 
f(D = c+ OU) = c+ OCH) 


e GRDH hO Bf, H ih Be aS ROY BR A RR BE PB ft A? 


Hato- e] 


用 上 是 中 所 给 的 形式 表示 极限 . 
说明 下 列 论断 不 正确 . 
a Haro it, =002") 
b. 4 r0 Bf, x 一 O(cot x) 
c 4x0 Bt, cot r=O(r') 


e 


- 设 [a,] 0,a> 1. EB. not, Nout = 00"). 


Led 
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12. 


13. 


17. 


19. 


20. 


2 


22. 
23. 


24, 
25. 
26. 


27. 
28. 
29. 
30. 


,解释 为 什么 最 小 上 界 公理 不 适用 于 空 集 . 
方程 
(rz — 1)y+ ety? +cosr—-1=0 
隐 式 地 定义 了 两 个 函数 ， 求 这 两 个 显 丁 数 . 
， 解 微分 方程 时 ， 常 常 得 到 隐 式 解 .证 明 方 程 
ary tryte|e =e 
定义 了 微分 方程 
2 =— (6af + Bay e/a y +22) 


的 一 个 解 . 

.天 文学 中 的 开 普 勒 方程 是 z* 一 y+esiny=0， 这 里 上 是 范围 0<e<1 中 的 一 个 参数 .证 明 对 于 每 个 实数 x， 
存在 一 个 实数 y 使 得 上 述 等 式 成 立 ， 证 明 若 0<e 一 1， 则 dy/dr 处 处 连续 ， 提 示 : 记 r= yesin y 并 且 分 
别 考虑 > 一 esin y 在 ?一 一 "和 y~ 十 co 时 的 性 态 ， 第 二 个 问题 可 用 聊 范 数 定理 . 

RL 使 得 在 该 点 处 方程 

y—In(r+») =0 

隐 式 地 定义 了 一 个 的 函数 y， 计算 dy/dz. 

举例 说 明 为 什么 最 小 上 界 公理 不 适用 于 有 理 数 集 . 

最 小 上 界 公 理 是 否 适用 于 整数 集 ? 

求 下 列 式 子 的 值 ， 

a. sup arctan x 

b. supe’ 

e infers 

d sup +D 

用 积分 中 值 定理 证 明 ; 对 某 个 yE (0，r/2)， 使 得 

[ecosrar e 


+ 举例 说 明 为 什么 x 的 连续 性 不 能 从 定理 1 的 条 件 中 去 掉 . 

证 明 ， 若 0<b<1， 则 (1 十 ag )/(1 十 ag RE RF 1. 

下 列 两 式 是 否 等 价 ? 

a 当 | zl 一 co 时 ， 对 某 个 e>0，、|1 Fr) 1 =OCl 2) 7) 

b | fy | sor] 

证 明 R 中 集合 S 的 所 有 上 界 组 成 的 集合 或 者 是 R， 或 者 是 空 集合 ， 或 者 是 形 如 [a，oo) 的 区 间 . 

用 归纳 法 证 明 堆 纳 算法 是 正确 的 . 

当 计 算 序 列 z = (1 十 1/m)" 时 ,发 现 它 似乎 是 单调 递增 的 . 证 明 它 的 确 如 此 . 提示 :首先 , 著 Inf(z) 递增 , 则 
/Ca ALS SOK BC) > 0, 则 了 递增 .最 后 ,定义 nr = fre, 

( 续 ) 证 明 上 题 中 序列 的 元 素 全 小 于 3. 

WEA: 二 一 z 二 (1) 当 且 仅 当 limz 


证 明 课本 中 (1)~(5) 式 每 个 表达 式 的 正确 性 . 
对 于 固定 的 n, 证 明 当 xz->0 时， 有 


图 


[到 
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Dr =a- +o) 
bd 
求 8 的 最 佳 整数 值 使 得 对 固定 的 x» 当 z=0 时 ， 有 
1 


fs ltet tetr tO O<xr<l) 


31. 


对 O(z)， 重 复 求 一 次 ， 在 这 种 情况 下 是 否 存在 一 个 最 佳 整数 值 ? 为 什么 ? 
, WEH: #2, =OCa.)+ M cx, 一 O(a.). 
33, WEA: an= Oa). Al x,/In n=OCa,). 
34， 求 上 的 最 佳 整数 值 使 得 当 z 一 0 BY, cosr—1 +2" /2=O(2"). 
, 证明: Ca), W z 一 O(ao)、 说 明 反之 不 成 立 . 
36. 证 明 ， (an) + Yn= Olan)» W z Hy =O) . 
37. 证 明 ， Olas), n= Olas) 则 工 ,十 y, =Ola,) . 
38. WEH: 对 于 任意 r>0, 4 2-ooff, 2° =Ole). 
39. WER: 对 于 任意 ">>0， 当 r-*co 时 ，ln z=O(2"). 
40, WER: F a0, x, 一 O(a,), 并 且 y =O), M ry. =Ola,) . 
41 证 明 : 着 x, 一 O(a,)， 则 a,' 一 O(z,*)， 并 证 明 对 于 关系 ,同样 成 立 . 


计算 机 习题 1.2 
1. 考虑 递归 关系 


他 =] n=c 
Im 一 如 十 zol (NSD 
a TEA; 当 c=(1+V5)/2 时 ， 
== (18) 
给 出 一 个 闭 型 公式 . 
b. 类 似 证 明 ， 当 c= (1 一 y 引 /2 时， 


给 出 一 个 出 型 公式 . 
c 车 c=1， 则 


1 IH) _ a yey" 
C3") - 754) 
对 于 范围 <n<30 中 的 所 有 n FARIA BRA AAO A RA zx.。 并 解释 计算 结果 ， 这 个 
WAKE UT HA RRB. 


2. 用 符号 操作 程序 ， 求 函数 (tan z)* 在 0 处 的 泰勒 级 数 ， 其 中 级 数 达 到 并 且 包 含 z" 项 ， 用 © 记号 表示 略 去 的 
项 


3. #L~Os, 
1.3 差分 方程 


数值 计算 的 算法 常常 被 设计 成 产生 数 的 序列 ， 因 而 讨论 一 些 线性 序列 空间 的 理论 是 有 益 
的 ， 在 第 8 章 中 将 需要 这 个 理论 来 分 析 线性 多 步 法 (在 这 里 提出 它 是 因为 理解 它 需 要 少量 的 
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数学 背景 ， 从 而 适合 独立 成 节 给 予 介绍 . ) 
1.3.1 基本 概念 
在 下 面 讨论 中 ，V 表示 所 有 诸如 
a= [zi sts] 
y= [yyy] 
那样 的 无 穷 复数 序列 组 成 的 集合 .形式 上 ， 序 列 是 一 个 定义 在 正 整数 N 一 {1，2，3，…} 上 的 
复 值 函数 ， 我 们 用 zx, 代替 函数 z EA Bin 处 的 值 z(n) 仅 仅 是 为 了 方便 . 
在 集合 V 中 ， 我 们 定义 两 个 运算 : 
x+ y= [a + ysa: ya Ts tye] 
àr = [Ax Azz àt] 
表示 这 两 个 运算 更 紧凑 些 的 方法 是 : 
(ety). = arty. 
Qt), = Ar, 
在 V 中 ， 存 在 一 个 0 元 : O=[0, 0, 0, =]. 采用 这 些 定义 后 ，V 就 成 为 一 个 向 量 空间 ， 逐 条 
验证 向 基 空 间 是 很 麻烦 的 且 不 具有 启发 性 ， 向 量 空间 V 是 无 限 维 的 ， 确 实 ， 下 面 一 组 向 量 是 
线性 无 关 的 : 
v = [1,0,0,0,.…] 
v® = [0,1,0,0,.] 
v = [0,0,1,0, +0] 
v® = [0,0,0,1, ++] 
我 们 将 关注 线性 算 子 上 L:， VV. 在 这 类 算 子 中 最 重要 的 一 个 是 移 位 算 子 或 位 移 算 子 ， 记 
EE, CARER 
Ex = [zrs zist] HP r = Ca sza] 


定义 的 ， 因 此 

(Ex), = ten 
显然 已 能 以 连续 乘积 的 形式 多 次 应 用 ， 例 如 ， 

(EEx), = Zeit 
R 


(Ea), = tar 
下 面 ， 我 们 把 注意 力 放 在 能 用 三 的 索 的 线性 组 合 来 表示 的 线性 算 子 上 ， 这 种 算 子 称 为 ( 具 
有 常 系数 和 有 限 秩 的 ) 线 性 差分 算 子 ， 它 的 一 般 形式 是 
L= Dok a 


HR, E 定义 为 恒 等 算 子 ， 
(Ex), = (l1), = z, 


28 


[29] 


22 BLE 


从 (1) 式 ,可 看 到 它 的 线性 差分 算 子 构成 一 个 从 V A V 的 所 有 线性 算 子 所 组 成 集合 的 一 个 线性 
子 空间 .EE 的 所 有 吞 构成 这 个 子 空间 的 一 个 基 . 
注意 到 (1) 式 中 的 上 是正 的 一 个 多 项 式 ; RRR, CREHEHRERS. 这样 ， 我 们 
可 以 记 
L= pE) 
其 中 户 是 一 个 多 项 式 ， 称 为 工 的 特征 多 项 式 ， 并 且 定 义 为 


pA) = > cj 


io 


这 里 研究 的 是 确定 形 如 Le=0 的 方程 的 所 有 解 ， 其 中 了 上 是 (1) 型 的 算 子 ， 从 工 的 线性 性 ， 立 刻 
得 到 集合 {rz: Lr=0) EV 的 线性 子 空间 ; 称 之 为 工 的 零 空间 ， 如 果 可 求 出 上 零 空间 的 一 个 基 ， 
则 方程 Lx=0 可 解 . 
下 面 我 们 考虑 工 的 一 个 实例 ， 和 譬如 取 c=2，c,= 一 3，cx* 一 1， 其 他 c; 二 0， 这 样 得 到 的 方 
程 ， 称 之 为 线性 差分 方程 ， 它 能 写成 下 面 三 种 形式 ， 
(E — 3E' + 2E")x= 0 
In2 — 3re1+22,=0 (n>) (2) 
P(E)z—0 pia) =A — 3+2 
非常 容易 产生 (2) 解 的 序列 ， 实 际 上 ， 可 任意 选择 x 和 xz;， 再 用 (2) 来 确定 s n e A 
如 ， 我 们 可 用 这 种 方法 得 到 许多 解 
[1,0, 一 2, 一 6, 一 14, 一 30,…] 
[l,1,1,1…] 
[2,4,8,16,.*] 
第 一 个 解 要 比 后 两 个 解难 以 理解 ， 因 为 直观 上 看 不 出 其 通 项 是 什么 样 的 ， 而 后 两 个 解 显然 具 有 
形式 =, 4 二 1 或 2. 这 样 自然 就 要 问 是 否 存在 任何 其 他 这 类 解 . 把 x, =" 代 人 (2) 得 
一 3A 4+ 2a" = 0 
aa? = 3BA+2)=0 
WA DA—2)=0 
这 个 简单 的 分 析 表 明 具 有 所 寻 形式 的 其 他 解 只 有 一 个 ， 即 [0，0，0，…]， 我 们 称 这 个 解 为 平 
凡 解 ， 现 在 发 现 由 u, 二 1 定义 的 解 w 和 由 v, 二 2" 定义 的 解 v 形成 了 (2) 的 解 空间 的 一 个 基 ， 为 
证 明 这 个 结论 ， 设 工 是 (2) 的 任意 解 ， 寻 找 常数 a 和 有 以 使 得 z 一 cu 十 Po， 这 个 等 式 意味 着 对 所 
有 的 nw， 有 zx, 二 au, 十 Bo,， 特 别 ， 对 n 二 1，2， 我 们 有 
他 一 ae 十 28 
zat 4p 


1 2 

Ga 
的 行列 式 不 等 于 0( 这 是 一 个 在 6. 1 A EM AY TE SS EFT SL). ANEO — 
定 了 a 和 Bp. 现在 用 归纳 法 来 证 明 对 所 有 的 n，z, 二 au, 十 Bov,。 确实， 如 果 指标 小 于 时 等 式 成 


(3) 


因为 矩阵 
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立 ， 那 么 对 于 这 个 等 式 也 应 成 立 ， 因 为 
Ki Sr — 22.2 
= 3l + Aom) — 2 latie + Poea?) 
一 a(3u — 2ur-e) +B(3v — 20-2) 
= au, + fon 
这 例子 说 明了 特征 多 项 式 单 根 e 的 情况 . 
1.3.2 ÄM 
定理 1( 鹤 空间 定理 ) 若 旋 是 一 个 多 项 式 ，) 是 pp 的 一 个 根 ， 则 [A，A*，Xs…] 是 差分 方程 
P(E)zx 一 0 的 一 个 解 。 若 p 的 所 有 根 是 非 淮 单 根 ， 则 差分 方程 的 每 个 解 是 这 些 特 解 的 一 个 线性 
ine. 
证 明 首先 ,若是 任意 的 复数 ，u=[X，A*，X*，…]， 则 因为 
(Eu), = um = = AQ") = au, 
所 以 Eu = àu. 再 运用 算 子 巨 ,一 般 可 以 得 到 Eu = a'u. 因为 E 被 定义 为 恒 等 映 射 , 所 以 Eu = Au, 


因而 车 是 由 p(X) = ca, 定义 的 多 项 式 , 则 


pl(E)u = (Sok! ju = DaEw = Deru = pladu 
= 名 名 


车 p(4) 二 0， 则 如 所 断言 的 ，p(E)u=0. 
设 户 是 一 个 多 项 式 ， 其 所 有 的 根 : Ars dee Ase es An 是 非 零 单 根 ， 则 对 应 于 每 个 4， 差 
分 方程 
p(E)r=0 
存在 一 个 解 . 即 , AM = DA ie], 设 xz 是 差分 方程 的 任意 一 个 解 . 把 它 表示 成 


= Sau” RAN m 项 ,得 到 
x= Saal A<i<m >) 
具有 元 素 的 加 Xm HEP IRAE A SOON oh TESA AREER AE LB OR 
Doai =0 R Daar =0 
(最 后 的 等 式 显示 了 一 个 有 个 根 的 一 1 次 多 项 式 .) 因而 (4) RERET a ,as ee sag BEF 
来 证 明 (4) 式 对 所 有 的 i 值 均 成 立 . 令 = 二 z 一 dew. 那么 p(E)z = 0 或 等 价 地 对 所 及 ， 


Dern = o. 换 句 活 说 ,有 


O 当 考 虑 多 项 式 时 ， 我 们 用 术语 根 ， 对 于 其 他 (更 一 般 的 ) 函 数 ， 我 们 用 术语 零点 、 在 高 等 数学 中 人 们 总 是 讲 函 数 
或 多 项 式 的 替 点 ， 因 为 根 是 依照 了 较 旧 的 用 法 . 


[32] 
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Zuta =— Cu! (Cort Ci Zaa H H wetter) (nS 1) 6) 
申 于 多 项 式 p 有 m 个 不 同 的 根 ， 因 此 其 次 数 为 m， 所 以 c。 隆 0. 因 为 z=0, i=1, 2, oy m, 


反复 使 用 (5) 式 就 得 出 
(6) 


zh = Zu = 


1.3.3 重 根 

此 外 还 存在 当 p 有 重 根 时 ， 求 解 差分 方程 p(E)zx=0 的 问题 ， 定 义 xz (2) 二 [A,X 和，…] 
若 p 是 任意 多 项 式 ， 我 们 已 经 看 到 

DEA) = pQ)zQ) (7) 
对 4 求 导 得 
PEL AD = p ADIA) + PA A) 
车 4 是 p 的 重 根 ， 则 pPAI=p'A=0, (RAD ABA AM r (A) BED BM. MA 
而 序列 x “(2) 二 [1，2X4，3X* ，…] 也 是 一 个 解 。 若 4 去 0， 则 由 于 
2 
de ma] 

因此 它 与 解 CAD FE. 那么 ， 当 这 个 序列 在 第 2 项 被 截断 时 ， 得 到 R: 中 的 向 量 对 是 线性 无 
KM. 

通过 扩展 这 种 推理 ， 可 以 证 明 ， 若 4 是 p 的 一 个 k 重 根 ， 则 下 面 的 序列 是 差分 方程 p(E)z= 
0 的 解 : 


Zz(M)= [Aa A, 
x’ (A) = [1,2a,32° 
2"(A)= [0,2,6A, +] 


J 


op de? [ 
BU A= er, 


定理 2( 零 空间 的 基 定 理 ) 设 户 是 一 个 多 项 式 ， 并 且 力 (0) 天 0. 则 可 得 到 pE) HS ia) 4 
一 个 基 如 下 ; Ep hk CRA, AAAH RAR MEA, A), my PA), RE 
z= as ae, oe]. 

例 1 求 差分 方程 

4ze 十 7zoi 十 2zvs 一 zs 一 0 
的 通 解 . 

解 已 知 方程 具有 p(E)z 一 0 ER, RE pA = HR HAI. p 的 因 式 是 十 1)* 和 

(44 一 D， 因 此 ，p 有 2 重 根 一 1 和 单 根 1/4. 所 以 ， 基 解 是 
z(— D= [一 1,1, 一 1,1,- 
r'(— D= [1, 一 2,3, 一 


AD- [etd] 
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ra ar(—1D) +r") +¥x(F) 


zn =a D +p D +7(F) 2 C] 


1.3.4 稳定 的 差分 方程 

如 果 对 于 V 的 元 素 > 一 [zi ，zz，…]， 存 在 一 个 常数 c 使 得 对 所 有 的 mn， 有 | x, | <o R 
旬 话 说 ，sup, | x, |<oo, MELAR. AM p(E)z=0 的 差分 方程 的 解 有 界 ， 则 称 此 差分 
方程 是 稳定 的 ， 因 为 差分 方程 (2) 的 解 之 一 为 5, 二 2"， 所 以 它 是 不 稳定 的 . (别处 所 讨论 的 条 件 
和 稳定 性 与 此 处 稳定 的 差分 方程 这 个 概念 无 关 . ) 

那么 是 否 存 在 一 个 简单 的 方法 可 用 来 识别 稳定 的 差分 方程 呢 ? 

定理 3( 稳 定 的 差分 方程 定理 ) 对 于 一 个 满足 户 (0) 天 0 的 多 项 式 p， 下 面 这 些 条 件 是 等 
价 的 : 

1. 差分 方程 p(E)x=0 是 稳定 的 ， 

2. 思 的 所 有 根 满足 | = | 筷 1， 并 且 所 有 重 根 满足 | = | 一 1. 

证 明 假定 性 质 2 对 于 成 立 设 A 是 p 的 一 个 根 ， 则 x3) 二 [4, ae, aS, Ep 相应 
的 差分 方程 的 一 个 解 。 因 为 A | 二 1， 所 以 这 个 序列 有 界 ， 若 4 AR, Wa, 2”), 
中 至 少 有 一 个 也 是 差分 方程 的 解 。 此 时 ， 由 性 质 2, 得 1X | <1. 根据 初等 微 积分 ( 洛 必 达 法 
WW. 得 

limn'a" = 0 (k > 0) 

所 以 每 个 序列 A), A), ARLI 1. 3. 22~1. 3. 23). 

反之 , 假设 性 质 2 对 于 p 不 成 立 。 车 p 有 一 个 根 4 满足 | 4 | >, MRR OR. Hp 
有 一 个 重 根 》 满足 | | DS, WEH x'(4) 无 界 ， 因 为 它 的 通 项 满足 下 面 不 等 式 

lz, l=] a [=nlAal"™* Sn a 
例 2 判定 下 列 差分 方程 是 否 稳定 . 
4zs 十 ?zs 十 2zo 一 zi 一 0 

解 已 知 方程 具有 p(E)z=0 形式 ，p(2) 二 44: 十 7X 十 24 一 1. 根据 前 例 ，p 有 2 重 根 一 1 
和 单 根 1/4. 因此 ， 该 方程 不 稳定 . LJ 

在 贝 塞 尔 函 数理 论 中 有 一 个 非常 数 系数 的 其 分 方程 的 例子 ， 公 式 


Jax) = Lf cosCasing — mdo 
定义 了 贝 塞 尔 函数 /.， 因 此 显然 有 | J,(z) | <1 递归 公式 

Jax) = X(n D Jaa (2) — Jaa C) 
虽然 也 同样 成 立 ， 但 是 不 直观 ， 若 (对 于 某 个 z) 我 们 知道 J,(z) 和 J,(z)， 则 能 用 递归 关系 来 
计算 Tes Tse ry Ce). OP RR AY BUI AREA BRE BSR 2nz-: ， 因 此 当 n> 
| + | 时， 这 个 过 程 会 变 得 不 稳定 和 无 用 处 ,而且 该 因 式 最 终 要 变 得 非常 大 ( 见 计算 机 习题 


[33] 
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1.3.2). 
有 关 利 用 递归 关系 计算 函数 的 更 多 资料 见 Abramowitz and Stegun[1964, 第 13 H], Cash 
[1979]、Gautschi[1961，1967，1975] 以 及 Wimp[1984]. 


习题 1. 3 

1. 对 于 方程 (2) 产 生 的 序列 ， 把 其 第 1 项 表示 成 第 2 项 和 第 3 项 的 线性 组 合 . 

2 pm 次 多 项 式 ， 试 问 PCE)z= 0 的 解 空间 是 否 一 定 为 严 维 ? 

3. pm 次 多 项 式 ， 并 且 pO. 证明; HFA 工 包 含 连续 m 个 0 并 且 PE)z 一 0， 则 z 一 0. 

4. 算 子 已 是 否 单 射 (一 一 对 应 )? 它 是 否 有 左 递 或 右 递 ? CREMB(MLE)? 由 (Fz), =r, (Fr) 一 0 定义 算 


子 F， 请 对 下 回答 同样 的 问题 .研究 E 和 下 之 间 的 关系 .假设 V 重新 定义 为 所 有 在 集合 {…， 一 3， 一 2， 
一 1，0，1，2，3，*…} 上 定义 的 函数 所 组 成 的 空间 ， 并 且 只 由 (Fx), 王 x.-, 来 定义 算 子 F， 回 答 前 面 的 问题 
将 会 受到 怎样 的 影响 ? 


5. 算 子 三 的 特征 值 和 特征 向 量 是 什么 ? 
6. 5 BEIM nv”. 关于 其 收敛 性 你 能 说 明 什么 ? 在 逐 点 意义 下 ,证 明 x = 


T 当 4v ,wm soe) E V 的 一 个 基 时 ,证 明 D cE 可 用 一 个 无 穷 矩阵 表示 - 


8,( 续 ) 证 明 任 何 具有 上 题 所 述 形 式 的 两 个 算 子 可 以 互相 交换 . 
9 证 明 : HL. 和 上: 是 下 的 等 的 线性 组 合 ， 并 且 Lit 一 0, 则 LIL:z=0， 
10， 对 差分 方程 Er 二 0， 建 立 一 个 完整 的 理论 . 
11. 给 出 下 列 每 个 解 空间 中 由 实 序列 组 成 的 基 
a (4E°—3E: +E')x=0 
b. (3E°—2E+E:)r—0 
c (2E*—9E’+12E'—4E’)z=0 
d. (xE*—Y2E+log2* E°)x=0 
12. 证 明 : 车 p 是 一 个 实 系数 多 项 式 ， HA z 三 [x ，z:，…] 是 p(E)z=0 的 一 个 (复数 ) 解 ， 则 = IE, z 的 
ER, 的 虚 部 也 都 是 其 解 . 


13. 解 
a. ra 一 azss0 
bb tei En 
C taa, 

14. 由 


Ar = [zs n n — nu a] 
来 定义 算 子 A， 证 明 E=1+A RER: 若 户 是 一 个 多 项 式 ， 则 
P(E) = D+ pDA iros $ Fre ++ eoor 
15. GREH: 车 z=[4, 4, VA 是 一 个 多 项 式 ， 则 parar 叙述 如 何 求解 写成 p(A) 工 = 


0 形式 的 差分 方程 . 
16. ( 续 ) 证 明 


= D[EP -Enae = Ara- D(a— DF 十 … +e] 
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. 给 出 定理 2 的 完整 证 明 . 
. a p 是 一 个 多 项 式 ， HARE pO 
对 XEC， 定义 z=[4, a. Ww. + 


0， 描 述 p(E) 的 零 空间 . 
证明: Bay dey ry àn 是 不 同 的 非 零 复数 ， 则 {z(h )，z(iz)，…， 


TAn) } 是 V 中 的 线性 无 关 集 . 


证明: 若是 多 项 式 p HFP ERR, YHE PDAM uh, uP, e, uP, SEP uP a=W yr, 
证明: # we CO, oo) 且 141 <1, Mlima" =0. 

.详细 证 明 收敛 序列 是 有 界 的 . 

.在 不 假设 p(0) 取 0 的 情况 下 证 明定 理 3. 

， 由 等 式 zi 一 zu 十 总 ， 其 中 己 >0， 归 纳 定义 一 个 序列 ， 确 定 当 not, r, HED. 

， 确 定 差分 方程 x, Sr +2, BEBE. 

， 证 明 : 若 工 是 差分 方程 bp(E)z 一 0 的 解 ， 则 Ex 也 是 其 解 . 

.考虑 递归 关系 r, 二 2(x, ,十 z,-:)， 证 明 其 通 解 是 z, 二 a(1 十 V3)" 十 8(1 一 V3)"， 并 证 明 初始 值 为 zx 二 1， 


zy 一] 一 V3 的 解 对 应 于 a=0, p= 0V3). 
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y 


e 以 Jo 1) 


考虑 差分 方程 ri 一 2r, 一 2rv 一 0，zo 一 (1 一 V3)" EI — AE. BIE ES HD ON FE ALI BF 0. 
用 等 式 rumla Har), MÉRY zi =1，z; 一 1 一 YJ3， 计算 县 打印 出 这 个 序列 的 前 100 项 ， 解 释 所 出 现 
的 不 寻常 现象 . 

0.765 197 686 6, Jı (1) =0. 440 050 585 7 作为 初始 值 ， 用 课本 中 的 递归 公式 计算 J.C), 
(1),…，Jw(1)， 那 么 在 总 的 误差 值 中 存在 什么 现象 ? 


,考虑 差分 方程 4rviz 一 8rvfl 十 3x, 0， 判 断 它 是否 稳 定 ， 并 且 求 它 的 通 解 ， 假 定 z = 0，zi = 一 2， 用 最 有 


效 的 方法 计算 2100. 


， 用 下 面 3 种 方法 计算 习题 1. 3. 27 的 特 解 。 对 1<n<100， 计 算 且 比较 这 些 解 . 


a ,直接 由 递归 关系 计算 
b. y= A —V3)" 
Gt, =a HD" +P V3)", ik BE a 为 计算 机 的 单位 会 人 误差 


:数值 求解 差分 方程 zs 一 (x 十 #1):1 十 ,二 0，zo 二 1，x 一 x， 计算 49 项 并 且 求 出 在 zu 中 的 相对 误差 . 


PHE n 变 成 x”， 做 同样 的 工作 且 解 释 在 这 两 种 情况 中 相对 误差 的 区 别 . 
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第 2 章 计算 机 算术 运算 


2.0 概述 


在 本 章 中 ， 我 们 令 述 浮 点 数 系 并 且 阐明 可 能 损害 计算 机 计算 的 伟人 误差 的 一 些 基本 事实 - 
我 们 还 讨论 其 他 类 型 的 误差 和 有 效 位 丢失 . 当 两 个 几乎 相等 的 数 相 减 时 ， 就 会 出 现 有 效 位 丢 
失 最后， 我 们 综述 若干 稳定 /不 稳定 的 算法 和 病态 问题 . 


2.1 浮 点 数 和 会 入 误差 


与 人 类 更 喜欢 使 用 十 进 制 数 系 不 同 ， 许 多 计算 机 用 二 进 制 数 系 处 理 实数 ， 与 十 进 制 以 10 
为 基数 的 方法 一 样 ， 二 进 制 以 2 为 基数 ， 为 了 作 比 较 ， 首 先 回顾 一 下 如 何 处 理 我 们 熟悉 的 数 的 
表示 .在 十 进 制 中 把 一 个 像 427. 325 这 样 的 实数 更 详细 地 写 出 时 ， 我 们 有 

427. 325 = 4 X 10 +2 X 10 +7 X 10° +3 X 10° +2 X 10° +5X 10° 
表达 式 的 右边 包含 10 的 等 和 数字 0，1， 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 若 我 们 准许 在 小 数 点 右边 
可 以 出 现 无 穷 多 个 数字 ， 则 任何 实数 都 能 以 刚才 说 明 的 方式 并 在 其 前 面 加 上 符号 (十 或 一 ) 来 表 
示 ， 内 此， 例如， 一 x 是 
- x =— 3. 141 592 653 589 793 238 462 643 38… 

写 在 最 后 面 的 8 表示 8X10 *, 

在 二 进 制 中 ， 仅 使 用 两 个 数字 0 和 1。 用 二 进 制 我 们 也 能 详细 写 出 一 个 典型 的 数 ， 例 如 ， 

(1001. 11101), = 1X 2°+0X 2?+0X 2'+1X 2° 
二 1X2- 十 1X22 十 1X23 十 0X24 十 1X 25 

这 个 数 与 用 十 进 制 记 数 法 表示 的 实数 9. 906 25 相同 . (请 验证 . ) 

- 般 地 ， 任 一 整数 8> 1 都 可 用 作 一 个 数 系 的 基数 .这 些 以 8 为 基数 来 表示 的 数 包含 数字 
0，1，2，3，4，…，(8 一 1)， 若 从 上 下 文 不 能 区 别 数 N 用 怎样 的 基数 ， 则 可 使 用 符号 CN),. 
内 此 从 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 

(1001. 11101), = (9. 906 25); 
因为 计算 机 内 部 以 二 进 制 方式 工作 而 以 十 进 制 方式 与 其 用 户 进行 交流 ， 所 以 转换 过 程 必须 
由 计算 机 来 执行 ， 这些 过 程 是 在 输入 和 输出 时 执行 的 ， 通 常 ， 用 户 不 必 关 心 这 些 转换 ， 但 是 它 
们 牵涉 了 一 些小 的 伟人 误差 . 
计算 机 不 能 对 超过 固定 位 数 的 实数 进行 运算 .计算 机 字 长 对 可 表示 实数 的 精度 给 予 限制 . 
因此 ， 甚 至 像 1/10 这 样 简单 的 数 也 不 能 在 任何 二 进 制 计算 机 中 精确 地 存储 ， 因 为 它 需 要 一 个 
无 穷 的 二 进 制 表达 式 : 
十 = (0. 00011001100110011---), a) 


例如 ， 若 我 们 把 0. 1 读 人 一 个 32 位 的 计算 机 工作 站 ， 然 后 把 它 的 40 位 小 数 打印 出 来 ， 则 得 到 
下 面 的 结果 : 


8 


JEES] 


0. 100 000 001 490 116 119 384 765 625 000 000 000 000 0 
通常 ， 我 们 不 会 注意 到 这 种 转换 误差 ， 因 为 用 默认 格式 打印 出 的 是 0. 1. 

此 外 ,在 使 用 计算 机 时 ， 我 们 应 该 意识 到 这 里 涉及 了 两 种 转换 技术 一 一 从 十 进 制 转换 出 和 
转换 回 十 进 制 -一 一 因为 我 们 更 愿意 用 十 进 制 进行 计算 ,而 计算 机 却 愿意 用 二 进 制 ， 误 差 可 能 在 
每 次 转换 中 产生 . 

2.1.1 会 入 

为 什么 现在 要 讨论 会 人 ? 在 本 章 后 面 ， 我 们 将 对 舍 人 进行 详细 的 讨论 并 且 把 它 与 计算 机 计 
算 联系 起 来 ， 这 里 所 提 及 的 伟人 仅仅 与 用 手工 计算 或 用 袖珍 计算 器 计算 有 关 ， 其 原因 是 在 科学 
计算 中 ， 中 间 结 果 中 数字 的 个 数 可 能 变 得 越 来 越 大 ， 而 有 效 位 数 保持 不 变 或 减少 ， 例 如 ， 两 个 
小 数 点 右边 有 8 位 数字 的 数 之 积 是 一 个 小 数 点 右边 有 16 位 数字 的 数 . 

在 科学 计算 中 伟人 是 一 个 重要 的 概念 ， 考虑 一 个 具有 形式 0. 口 口 口 … 口 口 口 的 正 的 十 进 
制 小 数 >， 其 小 数 点 右边 有 m 位 ， 根 据 第 (n 十 1) 位 的 值 ， 把 z 会 入 到 位 小 数 (n<<m)， 若 第 
(Cn 十 1) 位 的 数字 是 0，1，2，3 或 4， 则 第 ”位 的 数字 不 变 ， 并 丢弃 后 面 的 所 有 数字 ， 若 它 是 
5,6,7, 889, WE ”位 的 数字 增加 一 个 单位 并 且 丢弃 后 面 剩 余 的 数字 . (第 (十 1) 位 的 数 
字 是 5 的 情况 有 多 种 处 理 方法 ， 例 如 ， 只 有 当前 面 数字 是 偶数 时 ， 选 择 上 会 入 ， 这 差不多 有 一 
半 机 会 出 现 ， 为 了 方便 ， 在 第 (十 1) 位 的 数字 是 5 的 情况 下 ,我 们 总 是 选择 上 会 人 . ) 

下 面 是 一 些 7 位 数 被 正确 地 含 人 到 4 位 数 的 例子 ; 

0. 173 5 0.173 549 9 

1. 000 <- 0. 999 950 0 

0. 432 2 + 0. 432 160 9 
E r 被 会 入 使 得 z EEK n 位 近似 ， 则 


lz=zI<4 x10" (2) 
要 知道 这 为 什么 是 正确 的 ， 讨 论 如 下 : 若 z 的 第 (n 二 1) 位 是 9，1，2，3 或 4, 则 z=Z 十 e， 其 
Heh x10 "， 因 此 不 等 式 (2) 成 立 ， 若 z 的 第 (n 十 1) 位 是 5，6，7，8 或 9， 则 = 十 10-"， 


这 里 的 前 位 数字 与 x 相同 ， 超 过 第 n 位 的 数字 都 是 0， 现在 z=z 十 8X10-"， 其 中 o> 1/2 
并 且 z 一 + 二 (1 一 8)X10“". 因为 1 一 3<1/2， 所 以 不 等 式 (2) 成 立 . 

车 zz 是 十 进 制 小 数 ， 则 z 的 切断 或 截断 位 近似 就 是 通过 直接 丢弃 所 有 超过 第 位 的 数字 
而 获得 的 数 zx， 对 这 个 数 工 ,我们 有 

læ- l< i (3) 

At SMOKES 2 —z 的 前 n 位 数字 为 0 并 且 z= 工 +SX10-"*， 其 中 0<8 <1, Ay, 
la~ar | =|| X10"<10", 由 此 可 得 不 等 式 (3). 
2.1.2 规格 化 的 科学 记 数 法 

在 十 进 制 中 ， 任 何 实数 都 能 用 规格 化 的 科学 记 数 法 表示 .这 意味 着 移动 小 数 点 和 补充 10 
的 相应 筹 次 使 所 有 数字 都 在 小 数 点 右边 并 且 第 1 位 数字 不 是 0， 例 如 
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732. 505 1 = 0. 732 505 1 X 10° 
— 0.005 612 =— 0,561 2 X 107 
一 般 而 言 ， 一 个 非 零 实数 z 可 表示 成 
z=trxX 10" 
形式 ， 其 中 1/10<r<1, n 为 整数 ( 正 数 、 负 数 或 零 )、， 当 然 , Hr=0, Wr=0; 在 其 他 所 有 
情况 ， 我 们 可 以 调节 使 处 于 给 定 范围 内 
用 完全 相同 的 方法 ， 我 们 能 在 二 进 制 中 使 用 科学 记 数 法 ， 我 们 有 
z=tqx2 (4) 
JER <a < 1. UR 270) +m 为 整数 ， 称 数 9 为 尾数 ， 称 整数 m 为 指数 ，9 入 都 是 以 2 为 


基数 的 数 . 

当 在 计算 机 中 存储 二 进 制 数 时 ， 最 好 对 (4) 式 稍 加 修改 ， 假 设 把 二 进 制 数 首位 数字 1 恰好 
移 到 二 进 制 小 数 点 的 左边 ， 在 这 种 情况 下 ， 表 达 式 是 gq=(1. H: 并 且 1<q<2， 现 在 仅 把 (. fs 
以 计算 机 字 的 形式 存储 ， 以 便利 用 实际 不 存储 二 进 制 首位 数字 1 而 仅仅 假定 它 的 存在 来 节省 一 
位 空间 ， 当 然 ， 在 规格 化 形式 中 我 们 可 以 不 存储 首位 的 1， 这 实际 上 是 一 回 事 ， 这 在 下 一 小 节 
中 会 变 得 清楚 . 
2.1.3 假想 计算 机 Marc-32 

在 典型 计算 机 内 部 ， 以 刚才 所 描述 的 方法 来 表示 数 ， 但 通过 有 效 字 长 对 9 和 m 施加 某 些 
限制 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 考虑 一 台 称 为 Marc-32 的 假想 计算 机 它 的 字 长 为 32 位 (二 进 制 
位 )， 因 此 ， 它 类 似 于 许多 个 人 电脑 和 工作 站 . 

如 图 2-1 所 示 ， 在 假想 的 32 位 计算 机 Marc-32 中 ， 单 精度 实数 的 浮 点 表示 被 分 成 3 个 
字段 . 


尾数 符号 (s) 


| 偏 移 指数 (e) 规格 化 尾数 (/) 


9 位 23 位 


隐 小 数 点 
图 2-1 Marc-32 单 精度 字段 


在 Marc-32 中 ， 在 表示 一 个 非 零 实数 c= tg X 2" 时 用 下 面 的 方式 分 配 组 成 一 个 字 的 二 进 
+ 制 位 : 
实数 工 的 符号 1 位 
偏 移 指数 (整数 e) 8 位 
尾数 部 分 (实数 f) 23 位 
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一 个 非 零 实数 x 二 土 9X2" 能 写成 左 移 规格 化 二 进 制 数 使 得 尾数 中 第 一 个 非 零 二 进 制 数字 
恰好 在 二 进 制 小 数 点 前 面 ， 即 9= (1. /),。 这 个 非 零 二 进 制 数字 可 假定 是 1 且 不 需要 存储 ， 尾 
数 的 范围 是 1<g 二 2， 在 这 个 字 中 保存 尾数 的 23 位 用 于 存储 来 自 f 的 23 个 二 进 制 数字 .所 以 
实际 上 ， 这 人 台 计 算 机 的 浮 点 数 有 24 位 尾数 . 

因此 ， 非 零 规格 化 机 器 数 是 一 个 位 审 ， 其 数值 被 解码 如 下 : 

z=(-Digx2" (5) 
其 中 
q= (1. 有 :并 且 m=e 一 127 
这 里 <q <2 并 且 9 中 最 高 有 效 数字 是 1 而 且 不 显 式 存储 . 此外， 是 表示 z 符号 的 位 ( 正 数 
用 0 表示， 负数 用 1 表示 )，m=e 一 127 是 8 位 偏 移 指数 ， 而 了 是 实数 z 的 23 位 小 数 部 分 ， 其 
与 隐 含 的 首位 1 一 起 得 到 有 效 数字 字段 (1， 口 口 口 … de. 

一 个 用 (5) 式 来 表示 的 实数 称 为 具有 规格 化 的 浮 点 形式 .因而 ， 若 它 能 用 占 8 位 的 | zm | 
Aldi 23 位 的 g 表示 ， 则 它 是 Marc-32 中 的 一 个 机 器 数 ， 即 它 能 在 这 个 特殊 的 计算 机 中 被 精确 
表示 .大 多 数 实数 在 Marc-32 内 不 能 被 精确 表示 . 要 是 像 这 样 的 数 作为 输入 数据 或 作为 计算 
结果 出 现 ， 那 么 在 用 机 器 数 尽 可 能 精确 地 表示 它 时 就 会 产生 不 可 避免 的 误差 ， 

|m | 表示 不 超过 8 位 的 限制 意味 着 
0<e< (11111111), = 2 — 1 = 255 

并 且 值 e=0 Al e=255 HRO, oM NaN( 非 数字 ) 这 样 的 特殊 情况 所 保留 的 ， 因 为 m=e— 
127, EVAR UR — 126<m<127 并 且 Marc-32 能 处 理 小 到 与 2°! 1, 2 10° FEN AKA 
B22) 28 xs 3.4X10” 一 样 大 的 数 . 对 某 些 科学 计算 而 言 这 并 非 是 足够 大 的 数量 
而 且 因 为 这 样 或 那样 的 一 些 原因 ， 我 们 有 时 候 必须 用 双 精 度 或 扩充 精度 算术 运算 编写 程序 ， 双 
精度 的 浮 点 数 用 两 个 计算 机 字 表 示 ， 并 且 尾 数 通常 至 少 是 原来 位 的 两 倍 ， 因 此 ， 双 精度 的 精确 
小 数位 数 大 约 是 单 精度 的 2 倍 ， 用 双 精 度 计 算 比 用 单 精度 慢 许 多 ， 常 常 是 2 们 或 2 倍 以 上 ， 这 
就 是 为 什么 通常 双 精度 算术 运算 用 软件 完成 而 单 精度 算术 运算 用 硬件 完成 的 原因 . 

尾数 部 分 要 求 不 超过 23 位 的 限制 意味 着 我 们 的 机 器 数 有 大 约 6 位 十 进 制 小 数 的 有 限 精度 ， 
因为 尾数 的 最 低 有 效 位 表示 2 个 单位 (或 约 1.2X10 7)， 因 此 把 超过 6 位 十 进 制 小 数 表 示 的 
数 输入 计算 机 ,它们 将 是 近似 的 。 此外， 一 些 像 1/100 这 样 的 简单 的 十 进 制 数 不 是 二 进 制 计算 
机 的 机 器 数 ! 

在 二 进 制 计算 机 中 ， 浮 点 数 分 布 相当 不 均匀 ， 大 部 分 聚集 在 0 附近 . 〈 事 实 上 ， 在 实 轴 上 
存在 许多 间隙 或 孔 ， 例如， 在 0 邻近 的 间隙 常 被 称 为 在 零点 的 孔 . ) 在 计算 机 中 仅仅 存在 有 限 
个 浮 点 数 ， 而 在 2 的 毗连 备 之 间 总 是 存在 相同 个 数 的 机 器 数 ， 因 为 2 的 守之 间 的 间隙 在 0 附近 
较 小 ， 而 在 远离 0 处 较 大 ， 这 产生 了 浮 点 数 不 均匀 的 分 布 ， 在 原点 附近 密度 较 高 . 

除了 必须 用 于 存储 符号 的 一 个 位 外 ， 整 数 能 把 所 有 的 计算 机 字 用 于 它 的 表示 ， 所 以 在 
Marc-32 中 ， 整 数 的 范围 是 从 一 (23 一 1) 到 23 —1=2 147 483 647. 在 科学 计算 中 ， 纯 粹 的 整 
数 计算 并 不 常见 . 
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2.1.4 零 ， ERA, ERF 

在 IEEE 标准 算术 运算 中 , 单 精度 的 0 存在 两 种 形式 ， 一 0 和 十 0 计算 机 中 分 别 用 字 
[00000000j 和 [80000000],。 表 示 . 大 多 数 导 致 0 值 的 算术 运算 给 的 是 值 十 9%， 极其 微小 的 并 且 
对 机 器 精度 而 言 是 0 的 负数 给 的 是 值 一 0. 

类 似 地 ， 单 精度 的 无 穷 大 存在 两 种 形式 ， 一 co 和 十 ceo， 分 别 用 计算 机 字 [7F800000] ,和 
(CFF800000}, 表示， 通常 要 无 穷 大 进行 运算 有 意义 ， 它 就 会 被 视 作 一 个 非常 大 的 数 ， 例 
如 ,假设 + 是 浮 点 数 并 且 0 二 xz<so， 于 是 计算 zx 十 cc，zx co，co/z 中 的 每 个 结果 都 是 值 十 co， 
而 r/o 是 十 0， 这 里 = 被 理解 为 是 十 cc。 对 一 "有 类 似 的 结果 . 

NaN 的 意思 是 非 数字 并 且 产 生 于 诸如 0/0, coco, x +NaN 等 不 定型 运算 ， 用 e= 255 
和 £40 的 计算 机 字 表 示 所 有 NaN, 

2.1.5 NERA 

除了 对 输入 数据 进行 伟人 外 ， 大 多 数 算术 运算 后 也 都 需要 进行 伟人 ， 算 术 运 算 结 果 驻 留 在 
长 度 为 80 位 的 计算 机 寄存 器 中 ,并且 在 放 人 到 存储 器 之 前 必须 将 它 伟人 成 单 精度 ， 在 双 精 度 
运算 中 也 出 现 类 似 的 情形 . 

通常 (默认 ) 的 合 人 模式 是 会 入 到 最 接近 数 ， 选择 实数 左右 两 边 较 近 的 那个 机 器 数 ， 在 距离 
相同 时 ， 采 用 舍 入 到 偶数 : 若 实数 正好 在 其 左右 两 个 机 器 数 的 中 间 ， 则 选择 偶 机 器 数 ， 用 默认 
会 人 模式 ( 合 人 到 最 接近 数 加 上 舍 人 到 偶数 )， 最 大 误差 是 最 低 有 效 位 上 的 半 个 单位 . 

会 入 的 其 他 模式 包括 直接 合 入 ， 例 如 向 0 售 入 (也 称 截 断 ) ， 向 十 co 售 入 ， 向 一 co 舍 入 . 
2.1.6 Fortran 90 的 内 部 过 程 
在 Fortran 90 t. 大量 的 类 属 内 部 过 程 可 以 用 来 确定 正在 使 用 的 计算 机 的 数值 环境 ， 一 般 
地 ， 它 们 返回 与 自 变 基 的 类 型 ( 实 型 ， 整 型 ， 复 型 等 ) 和 类 别 ( 单 精度 、 双 精度 等 ) 相 同 的 数 ， 例 
如 ， 一 些 与 浮 点 数 有 关 的 内 部 过 程 ，digits 是 有 效 (二 进 制 ) 位 数 ，epsilon 是 一 个 与 单位 相 比 
儿 乎 可 以 忽略 的 正 数 ( 使 得 6 十 1 去 1 的 最 小 浮 点 数 e)，huge 是 最 大 数 ，maxexponent 是 最 大 (二 
进 制 的 ) 指 数 ，minexponent 是 最 小 (最 负 二 进 制 的 ) 指 数 ，precision 是 十 进 制 精度 ，radix 是 
计算 机 浮 点 数 系 的 基数 ，range 是 十 进 制 指数 的 范围 ， 而 tiny 是 最 小 正 数 

K 2-1 是 按 在 带 IEEE 标准 算术 运算 的 32 位 字 的 工作 站 上 调用 这 些 过 程 得 到 的 结果 编制 
的 ， 对 于 整数 x，digits(x) 是 31 而 huge(x) 是 2 147 483 647~2"—1, 


表 2-1 内 部 过 程 的 结果 ( 单 精度 ) 


digits(x) 24 precision(x) 6 

epsilon(x) 1. 192 092 9E- 7 入 2 * radix(x) 2 

huge(x) 3. 402 823 4E + 38 ~2"* range(x) 37 
maxexponent(x) 128 tiny(x) 1. 175 494 4E- 38 ~2-* 


minexponent (x) 125 


= 
S| 


(43) 
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表 2-2 是 根据 在 带 IEEE 标准 算术 运算 的 32 位 工作 站 ( 双 精 度 ) 和 64 位 字 的 Cray T3E 超级 
计算 机 ( 单 精度 ) 上 调用 这 些 过 程 得 到 的 结果 编制 的 。 对 于 超级 计算 机 上 的 整数 x，digits(x) 是 
63 而 huge(x) 是 9 223 372 036 854 775 807~2" - 1. 


R22 内 部 过 程 的 结果 ( 双 精 度 ) 


digits(x) 53 precision(x) 15 
epsilon(x) 2. 220 446 049 250 313E- 16 ~2 全 radix(x) 2 
huge(x) 1. 797 693 134 862 315 7E + 308 ~2'™ range(x) 307 
maxexponent (x) 1 024 tiny(x) 2. 225 073 858 507 201 3E- 308 2 402 
minexponent(x) -1021 


2.1.7 IEEE 标准 浮 点 算术 运算 

Marc-32 的 实数 表示 仿效 32 位 计算 机 中 通常 的 浮 点 表示 ， 它 是 IEEE 标准 浮 点 表示 ， 我 们 在 
这 里 仅 给 一 个 简短 的 描述 ， 例 如 ， 根 据 日 前 正式 的 标准 执行 浮 点 算术 运算 的 计算 机 对 内 部 计算 使 
用 80 位 ， 这 里 用 到 许多 其 他 的 概念 一 一 保护 位 ， 售 入 位 ， 保 留 位 ， 不 可 规格 化 数 ， 非 规格 化 数 ， 
双重 会 入 ， 等 等 一 一 这 些 概念 涉及 对 这 个 主题 的 任何 详细 讨论 ， 限 于 篇 幅 ， 在 这 里 我 们 既 不 定义 
也 不 讨论 它们 ， 但 是 我 们 介绍 感 兴趣 的 读者 参考 下 面 文献 中 的 补充 资料 :《Standard for Binary 
Floating-Point Arithmetic》ANSIIEEE[1985] 和 《A Radix-Independent Standard for Floating- Point 
Arithmetic) ANSIIEEE[1987]， 关 于 这 个 主题 有 影响 的 论文 有 Cody[1988]、Cody et al, [1984], 
Coonen[1981]、Fosdick[1993]、Hough[1981]、Raimi[1969] 和 Scott[1985]. 
2.1.8 接近 的 机 器 数 

我 们 现在 想 要 估计 用 Marc-32 中 一 个 接近 的 机 器 数 作为 一 个 给 定 正 实数 zx 的 近似 值 所 涉及 的 
误差 ， 假 定 

r=qX2", 1<q<2, —1286<m<127 
我 们 要 问 ， 什 么 机 器 数 最 接近 于 zx? 首先 ， 记 
I = (1. ayaz "ananas ); X 2" 
其 中 每 个 a 或 者 是 0 或 者 是 1， 通 过 简单 地 丢弃 超出 位 auas AAR LR GK at 
程 通常 称 为 截断 ， 所 得 到 的 数 是 
x = (l. ayaz***az3)2 X 2” 
注意 到 r 在 实 轴 上 位 于 z 的 左边 ， 另 一 个 接近 的 机 器 数位 于 z 的 右边 ， 它 通过 上 会 入 得 到 ; 也 
就 是 说 ， 如 前 所 述 我 们 删 去 超出 位 但 是 在 最 后 保留 位 ca 上 加 一 个 单位 ， 这 个 数 是 
z= (l. ayaan) $28) X 2" 

如 图 2-2 所 示 ， 有 两 种 情况 ， 在 计算 机 中 选择 r 和 r 中 较 近 的 一 个 表示 r. 

车 + 用 xz RREH, M 


lz- |<} lasle i xz =g 
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x 
= 
x 
* 

x 

x 


图 2-2 工 的 两 种 典型 的 位 置 


在 这 种 情况 中 ， 相 对 误差 有 如 下 的 界 : 


xz” <z“ 


1 
4 
在 第 二 种 情况 中 ，z, 比 zx- 更 接近 HAA 


lazai lace lao 


再 作 同 样 的 分 析 ， 表 明 相 对 误差 不 大 于 2 “.( 另 一 种 界 适用 于 截断 过 程 ， 见 习题 2. 1. 1. ) 

在 计算 过 程 中 ， 有 了 时 产生 形式 为 十 qX2" 的 数 ， 其 中 m 超出 计算 机 所 允许 的 范围 ,车 m 大 
大 ， 则 我 们 说 发 生 上 游 ， 若 m A, RRA Ba. FE Marc-32 中 ， 这 意味 着 分 别 为 m> 127 和 
m< 一 126， 在 第 一 种 情况 (上 溢 )， 存 在 致命 的 错误 状态 .在 许多 计算 机 中 ， 当 含有 NaN 或 机 器 
无 穷 大 的 变量 用 于 无 意义 的 计算 时 ， 程 序 的 执行 自动 停止 、 在 第 二 种 情况 (下 溢 )， 许 多 计算 机 简 
单 地 把 变量 置 0 并 且 人 允许 继 续 进行 计算 . (发 布 一 个 消息 警告 用 户 发 生 了 下 滋 . ) 

我 们 总 结 一 下 刚才 谈 到 的 涉及 Marc-32 的 内 容 ， 若 是 在 这 台 机 器 范围 内 的 非 零 实数 ， 则 最 
接近 于 r 的 机 器 数 x 满足 不 等 式 

[S| 
设 3=( zr" 一 x)/z+， 我 们 能 把 不 等 式 写成 下 列 形式 : 
f(z) = z+) |él<2" (6) 

符号 f(z) 用 来 表示 最 接近 + FRAILE e. ARER 2 AY Marc-32 的 单位 会 入 
误差 .分 析 表 明 分 配给 尾数 的 位 数 直接 关系 到 计算 机 的 单位 伟人 误差 并 且 决定 了 计算 机 算术 运算 
的 精度 ，( 对 Marc- 32， 计 算 机 的 最 小 浮 点 数 e 是 单位 会 人 误差 的 两 倍 . ) 

我 们 对 Marc- 32 所 描述 的 结论 ， 经 适当 的 修改 ， 也 适合 其 他 计算 机 ， 若 一 台 计算 机 用 B 作 基 


数 并 且 其 浮 点 数 的 尾数 有 » 位 ， 则 
fz) = rA [le 


其 中 ， 在 适当 的 含 人 情况 下 te "， 而 在 截断 情况 下 =p". Bee 是 单位 会 人 误差 而 且 是 计 


算 机 及 其 操作 系统 和 计算 模式 (不 管 是 单 精度 还 是 多 精度 ) 的 一 个 特征 . 

由 于 计算 机 的 字 长 、 用 于 算术 运算 的 基数 以 及 采用 的 伟人 类 型 等 不 同 ， 现 代 计算 机 的 单位 会 
入 误差 (e) 的 值 大 相 径 庭 。 字 长 的 变化 从 大 型 科学 计算 机 的 64 和 60 位 到 中 型 机 的 32 和 36 位， 再 
到 某 些 个 人 电脑 的 16 位 ， 可 编程 的 计算 器 可 能 有 更 小 的 精确 度 ， 许 多 计算 机 用 二 进 制 的 算术 运 
算 ， 但 是 也 用 十 六 进 制 和 八进制 采用 的 伟人 类 型 有 完全 舍 入 、 伪 舍 入 和 截断 ， 有 些 编译 器 允许 
用 户 设置 一 个 开关 语句 以 便 在 计算 中 选择 会 人 类 型 . 
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假设 * 一 4X2” 是 一 个 正 的 非 零 机 器 数 ， 通 过 改变 9 中 末 位 数字 ， 我 们 获得 在 右边 的 下 一 个 
( 较 大 的 ) 机 器 数 
x, = (gt2™) x2" 
和 在 左边 的 前 一 个 ( 较 小 的 ) 机 器 数 
ay = (qr 2) X2" 
显然 ， 我 们 有 
石 一 工 一 工 一 厂 一 全 


所 以 ， 


内 为 1<gq<2， 所 以 有 


z< IZI 
y I 


= 
7 
因此 ， 在 任何 机 器 数 z SRNL n 和 z, 中 的 任意 一 个 之 间 相对 间距 近似 地 为 一 个 不 变 值 ， 
即 2”， 这 个 值 正好 是 计算 机 表示 的 精度 . . 
例 1 Ror =2/3 的 二 进 制 形式 是 什么 ? 在 Marc-32 中 ， 两 个 接近 的 机 器 数 r- 和 x BHD? 
其 中 哪个 作为 fl(x)? 用 ftz) 表 示 x 时 的 绝对 舍 人 误差 和 相对 伟人 误差 各 是 多 少 ? 
解 ”为 了 确定 二 进 制 表示 ， 我 们 记 
2 = O aaas): 
用 2 乘 得 到 
$ = Gea), 
所 以 ， 取 两 边 的 整数 部 分 ， 得 到 a 二 1， 两 边 减 1， 我 们 有 
证 = (0. aaa) 


重复 前 面 步骤 ， 最 终 获 得 


r= 


wl 


= (0. 101 0…): = (1. 010 101+); X 27 


两 个 接近 的 机 器 数 是 
x= (1. 010 1…010):。 X 27 
z+ = (1.010 1-011), X27 
这 里 > 由 截断 得 到 ， 而 z, 由 上 舍 人 得到， 二 进 制 小 数 点 的 右边 有 23 位 , 
为 了 确定 哪个 更 接近 zx， 我 们 计算 xz 一 z- 和 zx; 一 z， 从 而 决定 从 z_ 和 xz, 中 应 取 哪 个 作为 
flr): 


ro 2 = (0. 101 0), x28 = 2x2 


more mr) ase) = xand yon 
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所 以 , 取 拉 (x) 一 +, ， 而 绝对 舍 入 误差 是 


1 (2D 一 x =} xz” 


于 是 ， 相 对 会 人 误差 是 
1 


[M21 _ 3%?" ,ss 
lz] 2 
3 


确定 机 器 数 r- 和 x+ 的 内 部 表示 是 有 意义 的 。 由 于 指数 是 一 1， 我 们 求 出 e= (126). = (176), = 
《001111110)、 央 而 ， 内 部 表示 是 
x- = [00111111001010101010101010101010], = [3F2AAAAA Ji. 
x, = [00111111001010101010101010101011], = [3F2AAAAB],。 
当 打印 时 ， 输 出 的 十 进 制 数 是 
x- = 0. 666 666 626 930 236 816 406 250 000 0 
x, = 0. 666 666 686 534 881 591 796 875 000 0 
这 里 0. 000 000 059 604 644 775 390 625 000 0=2 * FEE HI [a 49 f xt [E] BE. a 
2.1.9 浮 点 误差 分 析 
在 继续 研究 因 有 限 字 长 直接 导致 的 计算 机 计算 误差 的 过 程 中 ， 我 们 将 用 Marc-32 作为 模 
型 ， 假 定 这 台 机 器 的 设计 是 这 样 的 : 每 当 两 个 机 器 数 进行 运算 时 ， 首 先 正确 地 形成 结合 ， 然 后 
对 结合 进行 规格 化 和 伟人 ， 最 后 以 计算 机 字 的 形式 把 它 存储 在 存储 器 中 ， 为 了 更 清楚 ， 用 符号 
名 表示 四 种 基本 算术 运算 十 ， 一 ，* ， 二 中 的 任意 一 种 运算 ， 设 x 和 y 是 机 器 数 ， 当 rOy 
计算 和 存储 时 ， 我 们 得 到 的 最 接近 于 rOy 的 数 实际 上 是 以 一 个 伟人 到 fl(z@Oy) 机 器 字 的 形式 
WMA xDy， 然 后 存储 那个 数 ， 
例 2 为 了 说 明 这 个 过 程 ， 我 们 用 一 台 十 进 制 计算 机 ， 其 浮 点 数 系 中 使 用 5 位 十 进 制 小 
数 ， 求 两 个 机 器 数 
x= 0.314 26X10? y= 0.92577X10s 
的 加 、 减 、 乘 和 除 的 相对 误差. 
解 ” 对 中 间 结 果 用 双 售 长 的 累加 器 ， 我 们 有 
x+ y = 0.928 912 600 0 x 10° 
工 一 y =— 0.922 627 400 0 x 10° 
x * y = 0. 290 932 480 2 X 10° 
2 z+ y= 0,339 457 964 7 X 107 
有 5 位 小 数 的 计算 机 以 伟人 形式 
fl(x+ y) = 0. 928 91 X 10° 
f(x — y) =— 0. 922 63 X 10° 
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fl(x* y) = 0. 290 93 X 10° 
fl(x + y) = 0. 339 46 X 10°? 
存储 它们 ， GX CRRA RT RE E 28X10, 2.8X10®, 8.510%, 6.0% 10° —— iF 
有 的 相对 误差 都 小 于 10°. z 
在 任何 计算 机 中 ， 最 吸引 人 的 事情 是 知道 四 则 算术 运算 满足 像 下 面 的 式 子 ， 
fl(z©y) = [xzOy](1+ lsdl<e 
对 于 通用 计算 机 ， 我 们 假定 这 个 等 式 成 立 并 且 取 为 那 台 计算 机 的 单位 会 入 ， 在 任何 设计 完美 
的 计算 机 中 ， 这 种 假定 的 确 成 立 或 如 此 接近 成 立 ， 以 致 误差 在 合 人 分 析 中 可 被 忽略 . 
先前 对 Marc-32 建立 的 (6) 式 


f(x) = x +8) EACT aa 
其 中 zz 是 Marc-32 范围 内 的 任意 实数 ， 因 此 ， 若 工 和 >y 是 机 器 数 ， 则 我 们 有 
rOy) = (rOW +) la I< 


AT MARA 2 “给 出 有 关 任何 单个 基本 算术 运算 相对 误差 的 一 个 界 ， 前 面 数 值 例子 的 检验 
表明 为 什么 在 每 次 算术 运算 中 必须 假设 伟人 误差 . 若 zx My 不 一 定 是 机 器 数 ， 则 相应 的 结果 是 
NADO = (A +8)OyA +8,))C +85) 1a1<2% 

用 刚才 得 到 的 基本 结果 ， 我 们 能 分 析 混合 算术 运算 ， 为 了 说 明 ， 假 设 x，y 和 < 是 Mare- 
32 中 的 机 器 数 ， 并 且 希 望 计算 zx(y 十 z)。 因 为 与 2 PAE. dd 可 以 被 忽略 ， 所 以 有 
flLz( y+ 2] = [xfl(y+z)](1+6) lal<2* 
= [zx(y+z)(1+6)](1+6) 1&l<2* 
= zly +) +e +8 +88) 
wz rly tz) +d, +8) 
= zx(y+z)(1+6) la I2” 
因为 Marc-32 是 一 台 假想 计算 机 ， 所 以 关于 它 如 何 计算 和 存储 浮 点 数 ， 我 们 可 以 作 任 何 
想象 的 假定 ， 对 一 台 真 实 的 计算 机 ， 我 们 有 关 HKz@y) 所 作 的 假定 非常 接近 事实 并 且 能 被 用 于 
可 靠 的 误差 估计 .然而 瞬间 的 反省 表明 在 把 数 伟人 得 到 机 器 数 之 前 ， 计算 机 不 可 能 完全 精确 地 
形成 所 有 结合 rOy. RIER 1 中 看 到 2/3 不 能 以 浮 点 形式 精确 计算 ， 在 实际 执行 中 ， 许 多 
计算 机 在 专用 寄存 器 中 进行 算术 运算 ， 这 种 寄存 器 要 比 通常 的 机 器 数 有 更 多 的 位 ， 这 些 额外 的 
位 称 为 保护 位 ， 它 使 得 数 以 额外 精度 暂时 存在 ， 当 然 ， 在 这 个 专用 寄存 器 中 对 一 个 数 应 用 舍 人 
过 程 来 产生 机 器 数 ， 保 护 位 的 位 数 和 其 他 细节 因 计 算 机 不 同 而 不 同 ， 而 且 要 确切 地 了 解 一 台 特 
定 的 计算 机 怎样 处 理 这 些 事情 有 时 是 困难 的 ， 这 个 主题 在 Sternbenz[1974] 和 计算 文献 资料 的 
众多 论文 中 有 进一步 的 研究 ， 也 见 Feldstein and Turner[ 1986], Gregory[1980]、Rall[1965]、 
Scott[1985] 以 及 Waser and Flynn[1982]. 
2.1.10 相对 误差 分 析 
下 面 我 们 介绍 一 个 说 明 怎样 分 析 长 计算 的 相对 舍 人 误差 的 定理 . 这 个 定理 大 致 讲述 当 计算 
n+l 个 正 机 器 数 之 和 时 ， 相 对 误差 不 超过 ne, Hee 是 所 用 计算 机 的 单位 合 人 误差 . (因为 n 
是 所 有 加 数 的 个 数 ， 所 以 很 容易 记忆 这 个 结论 . ) 
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定理 1( 加 法 的 相对 会 入 误差 定理 ) ha, r, o, r, 是 计算 机 的 正 机 器 数 ，e 是 计算 机 
的 单位 会 入 误差 . 则 以 常规 方法 计算 


的 相对 会 入 误差 至 多 是 (1 十 e)" 一 1ane. 


证 明 RS =n tr tet, ASS 是 计算 机 计算 而 不 是 S, 求 和 的 结果 ， 这 些 量 的 递 
归公 式 是 


S Si = 2x5 
Sar = Set ren = fS; Hrm) 
为 了 分 析 ， 我 们 定义 
SS Shi— (Si + zu) 
Soe Sicha 


这 样 ，| ps | 就 是 计算 机 计算 得 到 的 部 分 和 S; 近似 前 & 项 部 分 和 S, 的 相对 误差 , 而 | 6 | 是 
最 人 (SY tay DEW SS 十 ,1 的 相对 误差 .利用 ps 和 654 定义 的 等 式 ， 有 
p= (Siar — Br /Si 
= (OSS + aeDA HR) — (Sa + an) /Se 
= {CSC +p) + rm] ba) — OS H zm) Sen 
= dy +p(S /Su ) A H) 
因为 5,<S,,, 和 | 6 | <e， 我 们 能 断定 
lamn lSetipl (+e =etolp| 
其 中 取 0 二 1+e。 于 是 ， 得 到 相继 的 不 等 式 
lmw1=0 
lale 
| pr |S e+ 0e 
| ps |< e +0 + 0e) = e + be + Fe 


一 般 结果 是 
| pn | Set+Oe+Fet+ Pet Hre 
= elt et te) 
=eL(Y —1)/(@—-1)] 
= [A +e)" — 1]/e} 
=(1+e)"~1 


用 二 项 式 定理 ， 我 们 有 


atoi =i (Phet (pje + (7e +1 mne 2 
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例 3 假设 数 > 由 无 穷 级 数 


r= 
= ia 

fi 
来 定义 ， 这 里 s 是 给 定 的 实数 ， 我 们 打算 分 两 个 阶段 来 近似 +， 首先 ， 对 于 大 的 nii, HAR 
分 和 
然后 ， 通 过 保留 小 数 点 后 面 一 定 的 位 数 会 入 z.， 比 如 保留 m 位 ， 那 么 能 否 确定 末 屁 的 位 数 ( 小 
数 点 后 面 第 m 个 位 ) 是 正确 的 ? 


Mr 是 r, BRAW. RIKA 
Ii- rI< i xio 
Ha, 被 恰当 地 命 人 到 Zz,， 则 
(Bax I< px 10" 
但 是 
13 =r I<l Bom [Held x10 r | 
这 个 不 等 式 无 法 改进 ， 它 显示 除非 rz 一 zx， 否则 不 可 能 获得 | z, 一 z | <10°"/2, 
比较 现实 的 要 求 是 | z, 一 z | <(6/10)X 10°", 于 是 我 们 对 zx, ÆR 


1 E 6 e 
ZNO z= al< 75 X10 (7) 
或 
l z= zr |< 107 (8) 
内 此 ， 我 们 能 得 到 数 "， 这 个 不 等 式 等 价 于 
|È s |< 10 | 
fot 
习题 2. 1 
[BT] 1 如 果 Mare-32 不 把 数 正确 地 含 人 而 是 简单 地 截断 超过 的 位 ， 试 问 单位 伟人 是 多 少 ? 
2 如 果 1/10 被 正确 地 含 人 到 规格 化 二 进 制 数 (1. ay ay orgs )2X2"， 试 问 伟人 误差 是 多 少 ? 相对 误差 是 多 少 ? 


Se a 如 果 3/5 被 正确 地 伟人 到 二 进 制 数 (1. aaran) ， 试 问 相对 误差 是 多 少 ? 
be 对 于 数 2/7 回答 与 as 相同 的 问题 . 
4.2(1 一 2 #)/3 是 否 为 Mare-32 中 的 机 器 数 ? 说 明理 由 . 
5. Wars sry oy 是 Marc-32 中 的 正 机 器 数 ，S. 表示 和 zl Hrt 
的 和 《假设 按 给 定 的 次 序 执行 加 法 . ) 证 明 ， 若 对 每 个 i，z,t1 宇 2*S,， 则 
ISË =S. | /1S。 < Cn 一 D2" 
6. 对 于 Marc-32 中 数 的 表示 ， 证 明 不 等 式 (6) 的 微小 改进 式 


， 而 SS 表示 相应 的 计算 机 计算 
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7. 在 Marc-32 中 有 多 少 个 规格 化 机 器 数 ? (不 包括 0. ) 
8. Marc-32 中 的 每 个 机 器 数 是 否 都 有 唯一 的 规格 化 表达 式 ? 
9 r= 11111 000…) X24, 其 中 小 数 部 分 首先 有 26 个 1， 其 后 都 是 0. 对 Marc-32, 求 rz-，z+， 
Dr) rr ry ze tyme» | z=) | /x. 
10. k r=2 4+2 "+2. Rih Mare-32 上 的 机 器 数 ， 使 得 它们 恰好 分 别 在 z 的 左右 边 ， 求 fl(x)， 绝 对 误差 
lan f(r) | ， 相 对 误差 | x 一 fl(x) | / | x | . 并 验证 这 种 情况 的 相对 误差 不 超出 2-*. 
11. 在 带 43 位 规格 化 尾数 的 二 进 制 计算 机 中 ， 找 出 恰好 在 1/9 右边 的 机 器 数 . 


12. 和 如果 = S02" Mir 是 Mare-32 上 最 接近 的 机 器 数 , 试 间 2° — 2 的 准确 什 是 多 少 ? 
2 


13. 设 5S, 二 xz 十 :十 … 十 TZ,， 其 中 每 个 x, 都 是 机 器 数 ， 而 S; 是 计算 机 计算 的 相应 值 . 则 S; = HS. +2,). 
证 明 在 Marc-32 上 ， 


SÈ ~ S, + Sidi to + Sibu la igo" 
14, 在 Marc-32 上 ， 下 列 哪 些 式 子 未 必 成 立 ? (这 里 r. y 和 = 都 是 机 器 数 并 且 | 6 | <27.) 
a. f(xy) =2y (+8) 
bart y= (ety a+) 
©. May) =xy/(1+6) 
d. | 人 zy) 一 zy | S| zy | 2% 
e Martyte)=(etyt2 +8) 
15, 对 Mare-32 上 的 机 器 数 a，5，c，d， 求 计算 (ab)/(cd) 时 产生 的 相对 误差 的 界 . 
16. 下 列 各 数 是 否 为 Marc-32 中 的 机 器 数 ? 
a. 10" 
b27! -+2°% 
1/5 
d. 1/3 
e. 1/256 
17. 设 z=2 42 542942 ,而 z* 是 Marc-32 中 最 接近 x 的 机 器 数 .试问 | zx 一 z” | 是 多 少 ? 
18. 评论 下 列 论断 :在 Marc-32 上 ， 当 算术 上 结合 两 个 机 器 数 时 ， 相 对 使 信 误差 不 会 超过 2-**， 因 此 ， 当 结合 
个 这 样 的 数 时 ， 相 对 会 人 误差 不 会 超过 (n 一 1)2-*. 
19. k > 一 2 十 2 "e, 
a, TE Mare-32 中 找 出 机 器 数 zx- 和 x, 使 得 它们 恰好 分 别 在 z 的 左右 边 . 
b. 对 此 数 ， 证 明 在 Marc-32 中 ，z 和 fl(z) 间 的 相对 误差 不 大 于 单位 伟人 误差 . 
20. 在 计算 Marc-32 中 个 机 器 数 之 积 时 ， 相 对 合 人 误差 可 能 是 多 少 ? 如 果 这 个 数 不 一 定 都 是 机 器 数 (但 是 
在 此 计算 机 的 范围 之 内 )， 你 的 回答 有 怎样 变化 ? 
21, 给 出 实数 +z，y 使 得 fl(zOy) 尖 fl(fl(z)OflKy)) 的 一 些 例子 ， 用 一 台 带 5 位 小 数 的 计算 机 说 明 所 有 4 种 算 
术 运 算 . 


22. 当 我 们 写本 A+ = 1+e, 18 1< 2 时 ,e 的 可 能 值 范围 是 多 少 ? | el< n2-* 是 否 为 实际 界 ? 
23, 假设 数 = ，z: ，… 是 由 数据 +，al ，a ，… 通 过 算法 


二 


Za = eta, (n> 2) 
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(这 是 堵 纳 算法 ) 计 算得 到 的 .假定 这 些 数据 是 机 器 数 。 证 明 用 计算 机 产生 的 z 是 由 把 精确 算法 应 用 到 扰 
动 数据 上 产生 的 数 ， 给 出 关于 计算 机 的 单位 会 人 误差 的 扰动 界 . 

24. 在 本 节 的 定理 中 出 现 一 个 量 (1+e)" 一 1， 证明: BH en<0.01, 则 (1 十 a)" 一 1<0. 010 06. 

25. 根据 课本 中 给 定 的 假设 ,建立 (7) 式 和 (8) 式 . 

26. 在 Marc-32 中 ，2 的 相继 等 之 间 存 在 多 少 个 浮 点 数 ? 

27. 除了 正 整 数 外 ， 还 有 什么 数 可 用 来 作为 一 个 数 系 的 基数 ? 例如 ， 我 们 能 否 用 x? (例如 ， 见 Rousseau 
[1995]. > 

28. 带 48 位 尾数 的 二 进 制 计 算 机 的 单位 含 人 误差 是 多 少 ? 

29， 在 一 台 指定 尾数 为 12 位 小 数 的 十 进 制 计 算 机 中 ， 单 位 伟人 误差 是 多 少 ? 这 样 的 计算 机 以 x 一 士 rX 10"， 

1/10<r <1 的 形式 存储 数 . 

证 明 在 Mare-32 中 ，4/5 不 能 被 准确 地 表示 ， 其 最 接近 的 机 器 数 是 多 少 ? 在 Marc-32 中 存储 这 个 数 涉及 的 

相对 会 人 误差 是 多 少 ? 

31. 什么 数 能 用 二 进 制 有 限 表示 而 在 十 进 制 中 不 行 ? 

32. nn 个 机 器 数 相 加 的 相对 会 人 误差 是 多 少 ? (不 假定 这 些 数 都 是 正 的 ， 因 为 课本 中 的 定理 包含 这 种 情况 . ) 

33， 在 Marc-32 的 范围 中 找 一 个 实数 z 使 得 C= rts). 其 中 1631 尽 可 能 大 ， 能 否 由 | 8 | 来 获得 
Hate 

34. 证 明 在 对 Marc~32 所 做 的 假设 下 ，fl(x) 二 zx/(1+6)， FP is) <2%, 

35， 证 明 ; Br LL, A HLA A eM Ct) = at tay, deep 
ll Se 

36. 举例 说 明 通 常 对 机 器 数 z，y 和 =， 有 fi[fkry)z] 夫 ffzfl(ys)]， 这 种 现象 常常 非 正式 地 被 说 成 是 机 器 来 
法 不 满足 结合 律 . 

37. WEH: Æ xH y 是 Marc-32 的 机 器 数 ,并且 | yl <lr) 2°, W arty) =r. 

38. 假设 z 是 机 器 数 且 一 = 一 x<0， 在 IEEE 标准 算术 运算 中 ， 计 算 机 计算 一 co + z， 一 co * rz，z/ 一 co 

和 一 ce/r 返 问 的 是 怎样 的 值 ?> 

求 下 列 循环 小 数 的 值 . 

a. 0. 181 818… 

b. 2. 702 702 702 7… 

c. 98. 198 198 198 1 

40. 周 定 一 个 整数 N， 若 实数 z 一 42"， 其 中 1/2<g <1, |n] <N, WK z 为 可 表示 的 .证 明 车 z, 2, 
vy 是 可 表示 的 ,并 且 它 们 的 积 是 可 表示 的 ， 则 uv 也 是 可 表示 的 ， 其 中 w=max(z,)，v=min(z,). 

4l 车 一 台 计算 机 用 8 作 基 数 并 且 有 位 尾数 ， 考 虑 机 器 运算 中 适当 合 入 的 机 器 数 e， 在 课本 中 被 定义 为 = 
8/2. 证 明 。 是 满足 不 等 式 +e) > 1 的 最 小 机 器 数 . 

计算 机 习题 2. 1 

1. 不 用 Fortran 90 的 内 部 过 程 ， 编 写 一 个 在 单 精度 和 双 精 度 中 都 能 使 用 的 程序 来 计算 你 的 计算 机 的 机 器 精度 
fe 这 是 一 个 精确 值 还 是 近似 值 ? 提示 : 求 具有 形式 2 的 最 小 正 机 器 数 。 使 得 1. 0 十 e 关 1. 0. 

2.( 续 ) 对 最 大 和 最 小 机 器 数 重复 上 题 . 

3. 学 生 有 时 会 混淆 数 tiny 和 epsilon 之 间 的 差别 、 请 解释 它们 的 差别 .然后 设计 并 运行 一 个 数值 计算 机 实验 
来 展示 这 一 区 别 - 

4. 反复 用 2 相 除 并 打印 结果 ， 你 可 能 观察 到 似乎 能 获得 比 最 小 机 器 数 tiny 更 小 的 实数 请 解释 为 什么 这 是 不 


S 


30. 


& 


39. 
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可 能 的 ， 并 且说 明 出 现 了 什么 情况 - 
| 显然， 通过 检查 实数 在 计算 机 表示 中 的 一 个 位 ， 人 们 能 确定 此 数 的 符号 .类 似 地 ， 人 们 仅 从 一 个 位 就 能 确 
定 一 个 整数 是 偶数 还 是 奇数 ， 请 说 明 为 什么 这 是 可 能 的 .设计 一 个 计算 机 实验 来 说 明 这 种 情况 . 
6. $ X=1.0/3.0， 打 印 它 的 内 部 计算 机 表示 以 及 与 它 对 应 的 存储 于 计算 机 中 的 十 进 制 小 数 ， 对 十 进 制 小 数 ， 
使 用 大 号 格式 域 ， 解释 并 讨论 这 些 结果 . 
7. 把 97.6 和 12. 9 读 人 并 回 显 在 屏幕 上 ， 接 着 ， 用 较 大 数 碱 较 小 数 并 打印 结果 .开始 时 ， 使 用 默认 打印 格式 ， 
然后 用 大 号 格式 域 .请 讨论 这 些 结 果 . 
a WER EEE 双 精 度 浮 点 数 等 距 地 位 于 带 间隙 一 2-“ 的 区 间 [1，2] 中 换言之, 在 1 和 2 之 间 的 双 精度 浮 
点 数 可 以 表示 为 +=1 十 e， 其 中 =1，2，…，2* 一 1 HHH ERD, 
b 证 明 在 区 间 [1/2，1] 中 包含 同样 数目 的 间 际 为 e/2 的 浮 点 数 . 
9. a 找 出 任意 IEEE 双 精 度 浮 点 数 r, <r 一 2 使 得 x* (1/z) 天 1; 即 fl(zfl(1/z)) 恰 好 不 是 1 
b. 使 用 强力 搜索 找 出 上 面 这 些 数 中 的 最 小 数 . 
(Edelman[1994] 显 示 怎样 用 数学 分 析 来 充分 地 帮助 搜索 . ) 


22 绝对 误差 和 相对 误差 : 有 效 位 丢失 
当 实数 zx 被 另 一 数 z' 近似 时 ， 误 差 是 z 一 z" ， 绝 对 误差 是 


(era i 


a 


fa 


而 相对 误差 是 


| 二 一 二 | 


在 科学 测量 中 ， 有 意义 的 几乎 总 是 相对 误差 .对 于 一 个 正在 被 测量 的 量 ， 如 果 不 了 解 它 的 大 
小 ， 那 么 常常 很 少 使 用 有 关 绝对 误差 的 信息 . (在 确定 木星 到 地 球 的 距离 时 ， 仅 仅 1 米 的 误差 
是 相当 寻常 的 ， 但 是 你 不 会 希望 一 个 外 科 医 生 在 切割 手术 中 产生 如 此 的 误差 1) 
在 会 人 误差 研究 中 我 们 已 经 考虑 了 相对 误差 不等式 
| 工 一 flCz) | <e 
表述 用 实数 x 接近 的 浮 点 机 器 数 表示 x 所 涉及 的 相对 误差 . 
2.2.1 有 效 位 丢失 
虽然 会 人 误差 是 不 可 避免 并 且 难 以 控制 的 ， 但 是 由 计算 产生 的 其 他 类 型 误差 则 在 我 们 的 常 
控 之 中 。 数 值 分 析 的 主题 很 大 程度 上 贯 注 理解 和 控制 各 种 类 型 的 误差 ， 这 里 我 们 将 处 理 一 种 典 
型 的 误差 ， 其 常常 是 由 粗心 的 程序 设计 所 引起 的 . 
为 了 看 看 这 种 有 较 大 相对 误差 出 现 的 情况 ， 我 们 考虑 两 个 彼此 接近 的 数 相 减 ， 例 如 ， 
工 一 0.372 147 869 3 
y = 0,372 023 057 2 
z— y = 0. 000 124 812 1 
如 果 这 个 计算 在 有 5 位 尾数 的 十 进 制 计算 机 上 被 执行 ， 我 们 会 看 到 
fl(z) = 0. 372 15 
f(y) = 0, 372 02 
fl(x) — fiy) = 0. 000 13 


[55] 
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因而 相对 误差 非常 大 ， 


roy [fl 一 fy)]| -|0.000 124 812 1 一 0.000 13| 4% 
Ta = 0. 000 124 812 1 ae 


只 要 计算 机 移动 尾数 的 数位 来 获得 一 个 规格 化 浮 点 数 ， 就 会 在 右边 添 0， 这 些 0 是 虚假 的 ， 而 
且 并 不 表示 增加 精度 .因而 ，fl(z) 一 f1(y) 在 计算 机 中 被 表示 为 0. 130 00 107%, FEST HE 0 


仅仅 起 着 占 位 符 作 用 
2.2.2 几乎 相等 量 的 减法 


作为 一 个 法 则 ， 我 们 应 该 避免 用 几乎 相等 量 的 减法 ， 这 种 减法 将 危及 精度 ， 一 个 谨慎 的 程 


序 员 应 该 警觉 这 种 情况 ， 为 了 说 明 重 新 编程 能 起 什么 作用 ， 下 面 来 看 一 个 例子 . 
例 1 对 小 的 数值 x， 赋 值 语 句 
yer +1-1 
涉及 减法 相 消 和 有 效 位 委 失 ， 我 们 怎样 能 避免 这 个 困难 ? 
解 以 下 列 方式 重 写 函 数 


y= Ve F1-1) 
于 是 ， 通 过 对 不 同 的 赋值 语句 


ZE) 了 
V 十 1 十 1 Vr +141 


yer (Vr FI+) 
重新 编程 而 避免 了 这 种 困难 . 
2.2.3 精度 丢失 


一 个 有 趣 的 问题 是 ， 当 z 接近 y 时 ， 在 减法 zx 一 y 中 确切 地 丢失 了 多 少 位 有 效 的 二 进 制 
位 ? 准确 答案 要 依赖 于 z 和 > 的 精确 值 ， 然 而 ， 我们 可 以 根据 | 1 一 >/z | 这 个 量 ， 获 得 界 ， 量 


11 一 y/z | Baty 接近 程度 的 一 种 方便 的 估计 .下面 的 定理 中 包含 有 用 的 上 下 界 . 


理 与 机 器 无 关 . ) 


定理 1( 精 度 丢 失 定 理 ) 若 工 和 》 是 正 的 规格 化 浮 点 二 进 制 机 器 数 使 得 >y 并 且 


2 入 1 一 六 27 


则 在 减法 了 一 y 中 丢失 至 多 gq 个、 至 少 旋 个 有 效 的 二 进 制 位 . 


证 明 我 们 将 证 明 下 界 ， 把 上 界 留 作 练习 ，z 和 y 的 规格 化 二 进 制 浮 点 形式 是 


rarxe (Perc 


yasxe  (P<s<p 


(这 个 定 


因为 + 大 于 y， 所 以 在 执行 z 威 y 之 前 ,计算 机 必须 对 y 移 位 以 便 它 们 有 相同 的 指数 。 所 以 ， 


必须 把 y 写成 
y= GXXX 
于 是 我 们 有 
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X—y=(r—sX2"")X2" 


这 个 数 的 尾数 满足 
rosxX2 = (1-262 )=- r(i-2)<2" 
为 使 z 一 y 的 计算 机 表示 规格 化 ， 至 少 需 要 向 左 移动 p 位 .因而 至 少 有 请 个 虚假 的 0 被 添加 到 
尾数 的 右 端 ， 这 意味 着 至 少 丢 失 了 p 个 二 进 制 的 精度 . a 
例 2 考虑 赋值 语句 


y«a—sinz 
因为 对 小 的 工 值 sinze~ z， 所 以 这 个 计算 涉及 有 效 位 丢失 ， 怎 样 才能 避免 这 种 情况 ? 
解 ”让 我 们 找 出 函数 > 一 z 一 sinz 的 另 一 种 形式 ， 这 里 可 以 利用 sine 的 泰勒 级 数 ， 因 而 ， 
我 们 有 
y= zr— sinr 


7 
ae g 


31 5! 7! 
车工 接近 于 0， 则 在 这 个 赋值 语句 中 可 以 使 用 截断 级 数 
y = (2° /6)(1 — (x° /20)(1 — (2? /42) 1 — x° /72))) 

在 这 个 函数 中 ， 如 果 z 的 取 值 范围 较 大 ， 那 么 求 y 的 值 时 最 好 把 两 个 赋值 语句 都 用 上 ， 每 个 在 
其 适当 的 范围 内 使 用 . a 

在 这 个 例子 中 ， 需 要 进一步 分 析 才 能 确定 每 个 赋值 语句 中 zx 值 的 适当 范围 ， 用 关于 精度 丢 
失 的 定理 1， 我 们 看 到 在 第 一 个 赋值 语句 的 减法 中 通过 限制 +z， 位 的 丢失 可 以 限定 在 最 多 一 位 
使 得 


1 一 sinz > 1 
证, 时 
(这 里 我 们 只 考虑 当 sinz>0 时 的 情况 . ) 用 计算 器 ， 容 易 确定 z 必须 至 少 是 1. 9 因此 对 | z | > 
1. 9， 我 们 应 该 用 含有 z 一 sinz 的 第 一 个 赋值 语句 ， 而 对 | z | <1.9， 则 应 该 用 截断 级 数 ， 可 以 验 
证 对 于 最 差 的 情况 (x 二 1.9)， 级 数 中 的 7 项 产生 的 y， 其 误差 最 多 是 10“，.。( 见 习题 2.2. 1. ) 
为 了 用 前 面 级 数 中 一 定数 量 的 项 构造 y 一 x 一 sin z 的 子 程序 ， 使 用 公式 
n= 2°/6 
f =— t,x /[(2n +2)(2n+3)] m21) 

其 中 每 项 都 能 从 前 项 导出 ， 部 分 和 


可 由 
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归纳 地 得 到 . 
许多 计算 都 利用 双 精 度 来 避免 或 改善 有 效 位 丢失 ， 在 这 种 计算 模式 中 ， 每 个 实数 被 分 配 两 
个 存储 字 . 这 至 少 使 尾数 位 数 加 们 .计算 中 的 某 些 极 重要 部 分 用 双 精 度 来 执行 ， 而 其 余部 分 用 
单 精度 来 执行 ， 这 比 整个 问题 都 用 双 精 度 来 执行 要 经 济 些 ， 因 为 后 面 的 模式 增加 计算 时 间 ( 从 
而 增加 成 本 )2 至 4 倍 ， 这 就 是 为 什么 双 精 度 算术 运算 通常 用 软件 执行 而 单 精度 算术 运算 由 硬 
件 执行 的 原因 . 
2.2.4 KARE 
还 存在 另 一 种 情况 : 出 现 极端 的 有 效 位 丢失 .这 种 情况 通常 在 对 非常 大 的 自 变 量 求 某 些 函 
数值 的 过 程 中 出 现 ， 我 们 用 余弦 函数 来 说 明 ， 此 函数 具有 周期 性 
cos (z 十 2nx) = cos zx (n BEM 
利用 这 个 性 质 ， 通 过 求 区 间 [0，2r] 内 的 约 化 自 变 量 的 值 来 实现 求 任意 自 变量 的 cos x 值 ， 计 
算 机 的 库存 子 程序 在 一 个 称 为 值 域 约 化 的 进程 中 利用 了 这 种 性 质 ， 其 他 的 一 些 性 质 ， 比 如 ， 
cos (— x) = cos x =—cos(x — x) 
也 可 以 使 用 ， 例 如 ， 通 过 找 出 约 化 自 变量 的 值 
y= 33 278. 21 — 5 296 X 2x = 2. 46 
HER cos x E x =33 278. 21 处 的 值 ， 这 里 我 们 仅 保留 2 位 十 进 制 小 数 ， 因 为 在 初始 自 变量 中 
只 出 现 精确 的 2 位 小 数 ， 尽 管 初始 自 变量 有 7 位 有 效 数字 ， 但 这 个 约 化 自 变量 只 有 3 位 有 效 数 
F. 那么 余弦 最 多 有 3 位 有 效 数字 ， 我 们 不 应 当 误 认为 5 296X 2x 中 的 无 限 精度 被 传递 给 了 约 
化 自 变量 >， 此 外 ， 人 们 也 不 应 该 被 从 一 个 子 程序 中 打印 输出 的 明显 精度 所 欺骗 ， 若 这 余弦 子 
程序 给 出 一 个 具有 3 位 有 效 数字 的 自 变 量 y， 则 值 cos y 不 会 有 多 于 3 位 的 有 效 数字 ， 即 使 它 
可 能 被 显示 为 
cos (2. 46) =— 0. 776 570 283 5 
(这 就 是 为 什么 子 程序 把 自 变量 看 作 精 确 到 全 机 器 精度 的 原因 ， 当 然 它 没有 这 样 的 精度 . ) 
2.2.5 区 间 算术 运算 
根据 已 知 的 会 人 误差 范围 来 控制 计算 的 方法 是 区 间 算 术 运 算 . 按 这 种 计算 方式 ， 每 个 计算 
的 数 伴 有 一 个 保证 含有 正确 值 的 区 间 . 当然 从 理想 上 来 说 ， 这 些 区 间 非 常 小 ， 并 且 最 终 得 到 的 
解 仅 有 微小 的 误差 ， 然 而 ， 在 整个 宛 长 的 计算 中 携带 区 间 (代替 简单 的 机 器 数 ) 进行 肯定 不 方 
便 ， 因 此， 仅 在 要 求 计算 非常 可 千 时 才 使 用 它 。 另 外 ， 阻止 区 间 逐 渐变 得 大 大 超过 现实 情况 可 
能 是 非常 困难 的 ， 最 近 ， 许 多 有 效 地 提供 在 计算 中 使 用 区 间 算 术 运算 的 软件 包 已 被 开发 ， 区 间 
算术 运算 有 它 自己 的 文献 ， 包 括 供 研究 的 期 刊 ， 关 于 这 方面 的 书 有 Alefeld and Grigorieff 
[1980]、Alefeld and Herzberger[1983]、Kulisch and Miranker[1981] 以 及 Moore[1966， 
1979]， 关 于 区 间 算术 运算 的 最 新 研究 进展 可 以 在 因特网 中 的 主页 上 找到 .( 见 附录 A，“ 数 学 
软件 一 览 ” ) 
习题 2.2 
1 利用 泰勒 定理 的 误差 项 ,证明 车 例 2 中 的 误差 不 超过 10-*， 则 其 级 数 至 少 需要 7 项 . 
2。 当 我 们 对 z= 1/2 执行 减法 x sinc 时 ， 在 计算 机 上 丢失 多 少 精 确 位 ? 
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a= 1/4 时 ， 在 减法 1 一 cos r 中 丢失 多 少 精确 位 ? 
,( 续 ) 对 于 上 题 中 的 函数 ， 找 一 个 适当 的 能 对 它 精 确 计算 的 泰勒 级 数 . 


ap 


有 效 的 答案 - ) 
找 一 种 计算 Vz"T4 一 2 的 方法 ， 要 求 没有 不 适当 的 有 效 位 丢失 . 
. 利用 定义 sinhz=(e" —e *)/2. 讨论 计算 sinh z 的 问题 . 
在 解 二 次 方程 az? 十 hr 二 c=0 过 程 中 利用 公式 
z= © b+ JP = 4ac)/2a 


r 


当 dac 相对 好 是 微小 时 ， 


VE = ia ~| b | 
内 此 存在 有 效 位 天 失 ， 请 提出 一 种 解决 这 个 问题 的 方法 . 
9 提出 避免 在 下 列 计算 中 丢失 有 效 位 的 方法 . 
a J? Fi-r 


b. log +—log y 
ce sin aa) 
d. Va F2— Je 
ee 
i log xz—1 
g: (cos re" /sin x 
h. sin zx 一 tan x 
i, sinh z— tanh x 
je Inet VI FD (提示 :这 是 函数 sinh-' r.) 
10. 对 任意 mm 二 一 1， 由 
tn =2" [AFF] 


, 找 一 个 能 调用 系统 函数 sin x 或 cos x 的 适当 的 三 角 恒 等 式 以 便 对 微小 的 zx， 能 精确 计算 1 一 cos x. (有 两 个 


递归 定义 的 序列 收 剑 于 Inre 十 1).( 见 Henrici[1962， 第 243 页 ]. ) 用 一 种 可 以 避免 有 效 位 丢失 的 方法 改 


写 这 个 公式 . 
为 了 有 利于 计算 接近 于 0 时 tan z 一 sin z 的 值 ， 请 改写 下 列 公 式 . 
a. sin z[(1/cos x)—1] 
bz/2 
c (sin x)/(cos x)= sin x 
d. (2/2) (1 24 /12)tan z 


e x’ tanr/2 


f. tan z sin? x /(cos 1+1) 
12. 寻找 不 严重 委 失 有 效 位 的 方法 来 计算 下 列 函数 . 
a 《1 一 z)/CI+z) 一 IC3z 十 1) 
b. VFA- VE 一 CU 
Ce —cos x—sin x 


13. 由 级 数 
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16, 


23. 


24. 


25. 


26. 证 明 


alnrt¢h Ede 


kitit e’, >O 的 计算 .假定 不 利用 系统 函数 e， 试 提出 一 个 较 好 的 方法 . 


. 对 工 的 某 些 值 在 计算 /(x) 一 1 十 cos z 过 程 中 存在 减法 相 消 的 问题 .试问 这 些 x 的 值 是 什么 并 且 怎 样 防止 


MEER? 

考虑 函数 f(r) Sr (1 一 cos r). 

a (0) 的 正确 定义 是 什么 ， 即 ,使 f 连续 的 值 是 什么 ? 

b 著 使 用 已 知 公 式 ， 则 在 暑 些 点 附近 存在 有 效 位 丢失 ? 

c 我 们 怎样 克服 b 中 的 困难 ? 找 出 一 种 不 用 泰勒 级 数 的 方法 - 

d HRE e 中 给 出 的 新 公式 在 某 个 其 他 点 上 含有 减法 相 消 时 ， 试 描述 怎样 避免 那个 麻烦 . 


R= —e “十 e*， 对 微小 的 工 值 ， 这 些 关于 SHART, 32, 320—2z/2), 2-32, Rete) 
whan? 
. 车 在 计算 y= Vr FI 一 1 中 至 多 丢失 2 位 精度 ， 试 问 必须 对 工 怎样 腿 制 ? 


,为 使 得 近似 sin 0 给 出 的 结果 能 精确 ( 含 人 ) 到 3 位 十 进 制 小 数 ， 问 0 值 范围 . 
PA 2 fhi, MER cos ral 究竟 有 多 好 ? r 必须 怎样 小 此 近似 才能 有 10 */2 的 精度 ? 


Sk ， 称 为 调和 级 数 ， 它 发 散 . 部 分 和 S, = -De 能 由 S, = Soy Hn, S, = 1 递归 地 计算 得 到 . 假如 


在 你 的 计算 机 上 执行 这 个 计算 ， 那么 所 能 得 到 的 最 大 什 S, 是 多 少 ?( 不 要 在 计算 机 上 做 这 个 实验 , 它 太 浪 费 
T.) 见 Schechter[ 1984}. 


， 对 小 的 + 值 ， 找 一 种 精确 计算 £0) = tet e Nk. 
La RO 种 方法 来 计算 函数 


fx) = (em = e)a 
在 0 附近 的 精确 值 . 
b. 求 lim/(x)， 提 示 : 见习 题 24, 
解释 为 什么 在 利用 近似 
zo sin z ~ (x /6 — (2? /20) (1 — 2*/42)) 
时 ， 册 减法 引起 的 有 效 位 丢失 不 严重 ? 


在 计算 无 穷 级 数 >) e. 时 ,假设 要 求 答案 绝对 误差 小 于 6. 当 项 加 起 来 小 于 e BS OF ik Je FY aR? 用 级 数 
DI. 99)" 说 明 . 
二 


CBT r, 是 让 负 交 错 并 且 | ory 上 单调 递减 地 收敛 于 0， 在 这 附加 假设 下 ， 重 复 做 上 题 . 用 微 积分 中 
关于 交错 级 数 的 定理 . ) 


:车 + 是 Mare 32 的 机 器 数 并 且 x >25x， 则 计算 出 的 cosz 没有 有 效 数字 . 
计算 机 习题 2. 2 
1. REFURB, BB RE A. WIR 
f(x) = JF Fi- 
gi) = AEFT D 


编写 有 运行 一 个 程序 ， 员 然 f—g, RTA ERMMRR, RMR Om ER KH He? 


2 编写 且 测 试 一 个 子 程序 ， 它 能 用 来 接受 一 个 机 器 数 并 且 返 回 具有 接近 全 机 器 精度 的 值 y — 2 sin x. 
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FAR AST BL, TRAR 

f(z) = 24 — 8x’ + 282° — 56x° + 70x‘ — 56x° + 282° — 82 +1 

&(z) 一 (((((((r 一 8)z 十 28)z 一 56) 十 70) 一 56)z 十 28)z 一 8)z 十 1 

he) = (一 1) 
在 条 盖 区 间 [0. 99，1.01] 的 101 个 等 距 点 处 的 值 ， 直接 计算 每 个 函数 ， 不 要 重新 整理 或 因 式 分 解 . 注意 这 3 
个 函数 是 完全 一 致 的 。 说 明 打印 的 值 不 都 是 正 的 原因 ， 尽 管 这 些 值 应 该 是 正 的 。 若 有 绘图 机 ， 则 对 函数 值 
使 用 放大 比例 尺 ， 绘制 这 些 函 数 在 1.0 附近 的 图 以 看 清 有 关 的 变化 。( 见 Rice 1992, 第 43 页 ]. ) 
编写 且 测试 一 个 提供 1 一 cos z， 一 xSz<r 精确 值 的 代码 ， 在 0 附近 用 泰勒 级 数 ， 而 在 其 他 地 方 ， 用 余弦 
子 程序 ， 为 保证 至 多 丢失 一 个 二 进 制 位 ， 仔 细 确 定 每 种 方法 的 可 用 范围 . 
.编写 且 测试 /(z) 一 r (1 一 cos z) 的 一 个 函数 子 程序 ， 和 避免 在 所 有 自 变量 + 的 减法 中 丢失 有 效 位 并 且 处 理 
在 z=0 处 的 难点 . 
一 个 有 趣 的 数值 实验 是 计算 下 面 两 个 向 量 的 数量 积 : 

x = [2.718 281 828, 一 3. 141 592 654,1. 414 213 562,0. 577 215 664 9,0. 301 029 995 7] 

[1 486. 249 7,878 366. 987 9, — 22. 374 92,4 773 714. 647,0. 000 185 049] 


w 


> 


ye 


以 下 列 4 ROR A 
a ER Xay, 


c 最 大 -最 小 序 ( 按 最 大 到 最 小 顺序 加 正 数 ,再 按 最 小 到 最 大 顺序 加 负数 ,然后 计算 两 部 分 的 和 ) 

d. 最 小 -最 大 序 ( 上 面 方法 中 加 法 的 反 序 》 

对 全 部 8 个 答案 既 用 单 精 度 又 使 用 双 精度 ， 把 上 述 结果 与 7 位 小 数 的 正确 值 1.006 571 10…" 作 比较 ， 并 解 

释 你 的 结果 . 

ORMEA, BEEN zx, 中 最 后 的 9 和 xs 中 最 后 的 7， 这 个 小 变化 会 对 结果 有 什么 影响 ? 

1994 年 ， 在 Intel Pentium 计算 机 的 有 关 某 些 大 整数 除法 的 芯片 中 发 现 了 缺陷 ， 例 如 ， 发 现 

a. 5 505 001 除 以 294 911 得 18. 666 000 929 09 

b. 4. 999 999 除 以 14. 999 999 得 0, 333 329 

c. 4 195 835 除 以 3 145 727 得 1. 333 82 

分 析 这 些 结果 并 且 给 出 所 涉及 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 

定义 函数 f(z，y)=9z' 一 多 十 2%， 我 们 的 目标 是 计算 f(40 545，70 226)， 按 下 面 的 要 求 执行 计算 : 

a 分 别 用 整数 、 单 精度 和 双 精 度 计算 . 

b 利用 初等 代数 ， 证 明 /(z，y) 一 (3z 一 交 十 1)(3 荆 十 六 一 1) 十 1、 并 用 这 个 公式 重复 a. 

用 未 数 原来 的 公式 和 增加 精度 的 符号 处 理 程序 ， 首 先 计算 精 确 到 6 位 小 数 ， 然 后 计算 精确 到 7，8，…， 
25 位 小 数 . 

d 用 b 中 的 公式 重复 c 中 的 要 求 . 

这 些 练习 对 你 有 何 启发 ? 

10. x 的 一 些 有 理 近似 值 是 : 


xn 


e 


22 333 355 104 348 1 148 183 1252531 2 400 714 
7 "106 "113" 33 215 ”365 478 ”398 693 ' 764 171 ° 


18 057 529 56 573 301 208 235 675 681 280 326 
5 747 890 "18 007 841’ 66 283 474 "216 858 263 
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研究 它们 所 涉及 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 用 符号 处 理 程序 来 计算 = 的 这 些 有 理 近似 值 . 
11，Kahan[1993] 发 现 许多 简化 比如 像 
Ven 
这 样 的 常量 的 自动 化 代数 系统 有 问题 ， 它 们 有 时 给 出 一 x， 它 有 错误 的 符号 ， 因 为 x>e， 此 外 ， 他 还 说 
它们 无 法 确定 像 


VIO +35 +2 -=v Vi 一 3VV5 一 2 一 10V3 十 10 
这 样 的 超越 常量 的 符号 ， 利 用 符号 处 理 程 序 来 测试 这 两 种 情况 . 
12. 利用 符号 处 理 程序 来 找 第 一 个 大 于 27 448 的 素数 . 


2.3 稳定 计算 和 不 稳定 计算 : 调节 


本 节 我 们 介绍 另 一 个 在 数值 分 析 中 反复 出 现 的 主题 :稳定 的 数值 过 程 和 不 稳定 的 数值 过 程 
之 间 的 区 别 ， 与 之 密切 相关 的 概念 是 良 态 问题 和 劣 态 问题 . 
2.3.1 数值 的 不 稳定 性 

通俗 地 讲 ， 若 一 个 数值 过 程 某 个 阶段 所 产生 的 小 误差 在 随后 阶段 中 被 放大 从 而 严重 降低 了 
全 部 计算 的 精确 度 ， 则 我 们 说 这 个 数值 过 程 是 不 稳定 的 . 

一 个 例 千 有 助 于 解释 这 个 概念 。 考虑 由 


te =1 nat 


(1) 


归纳 定义 的 实数 序列 ， 容 易 看 出 这 个 递归 关系 产生 序列 


x=(4) (2) 


HR, (DII n=0 M n=] 显然 成 立 ， 假 如 它 对 n<m 成 立 ， 那 么 对 n=m+1, h 


coy = Baan fons = BBY = $Y 


mi a 
-=(3)” [7-3] (3) 

可 得 它 也 成 立 ， 若 用 这 归纳 定义 (1) 生 成 数值 序列 ， 比 如 ， 在 Marc-32 上 ， 则 有 些 计算 项 非常 
不 精确 、 下 面 是 一 些 用 类 似 Marc-32 的 32 位 计算 机 计算 所 得 到 的 项 : 

X= 1. 000 000 0 

2 = 0. 333 333 3CE Wish & AB) 7 位 有 效 数字 ) 

z= 0.111 111 2( 正 确 地 含 人 到 6 位 有 效 数字 ) 

ma 一 0.037 037 3( 正 确 地 伟人 到 5 位 有 效 数 字 ) 

T,= 0. 012 346 CERE EAB) 4 位 有 效 数字 ) 

Ts = 0. 004 118 7( 正 确 地 伟人 到 3 位 有 效 数 字 ) 

= 0.001 385 7( 正 确 地 伟人 到 2 位 有 效 数字 ) 

z:= 0. 000 513 1( 正 确 地 会 人 到 1 位 有 效 数字 ) 
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z= 0.000 375 7( 正 确 地 伟人 到 0 位 有 效 数 字 ) 
z= 0. 000 943 7 
xw = 0. 003 588 7 
zu = 0.014 2927 
z= 0.057 150 2 
xı,= 0. 228 593 9 
zu = 0. 914 373 5 
Tis = 3. 657 493( 不 正确 ,相对 误差 为 10*) 
所 以 算法 是 不 稳定 的 ，z, 中 存在 的 任何 误差 在 计算 x+ 时 被 乘 以 13/3， 因 此 ， 存 在 这 种 
可 能 性 ， xz 的 误差 乘 上 因数 (13/3)" 后 传 给 xs. AW zi 的 绝对 误差 约 为 0， 而 (13/3)* 的 
约 为 1 ， 所 以 单独 由 x, 的 误差 引起 的 zs 的 误差 几乎 等 于 10， 事 实 上 ， 在 计算 x, zs, ep 
的 每 一 个 时 ， 出 现 的 额外 伟人 误差 可 能 也 都 乘 上 各 种 具有 形式 为 (13/3)* 的 因数 后 传 给 了 os. 
解释 这 个 例子 的 另 一 种 方法 是 注意 到 (1) 式 是 差分 方程 ， 其 通 解 是 
z. =A( 寺 ) + BG4) 
这 里 A 和 B 是 由 初 值 xz。 和 xz; 决定 的 常数 . (读者 可 以 参考 1. 3 节 线 性 差分 方程 理论 ) 虽然 我 
们 希望 计算 对 应 于 A 二 1 和 B=0 的 真 解 (2)， 但 要 避免 受到 不 需要 部 分 4" 的 影响 是 不 可 能 的 . 
因此 ， 后 者 最 终 支 配 了 想得到 的 解 . 
一 个 过 程 是 数值 稳定 还 是 不 稳定 是 以 相对 误差 为 基础 来 判定 的 . 因此， 如果 在 计算 中 存在 
大 的 误差 ， 而 解 较 大 时 ， 就 完全 可 以 接受 那 种 情况 .在 前 面 例子 中 ， 设 初 值 z。=1 和 zi 一 4， 
递归 关系 (1) 不 变 ， 于 是 如 前 所 述 ， 误 差 仍 被 传递 和 放大 . 但 是 现在 正确 解 是 x, 二 4"， 并 且 计 


算 结果 精确 到 7 位 有 效 数字 ， 这 里 列举 了 其 中 的 3 个 : 
x, = 4. 000 006 


Zw = 1. 048 576 X 10° 
zw = 1. 099 512 X 10% 
在 这 种 情况 下 ， 正 确 值 大 到 足以 掩盖 误差 . 毫 无 疑问 绝对 误差 是 大 的 (如 前 所 述 ) ， 但 是 ， 与 正 
确 值 相 比较 它们 又 相对 地 可 忽略 不 计 . 
数 
ya = [rear (n>0) @) 
的 计算 提供 了 另 一 个 数值 不 稳定 的 例子 。 车 我 们 对 定义 y+, 的 积分 应 用 分 部 积分 法 ， 结 果 则 得 
到 递归 关系 : 
yon = e— (n+ Dy W 
从 上 式 和 显而易见 的 事实 mw =el, BB y: 
yn =e—y =e~(e—1) =1 
在 一 台 像 Marc-32 的 计算 机 上 ， 利 用 关系 (4)， 从 y% 二 1 FPR, ER yo yo oe ys 这 
些 结果 中 的 3 个 是 
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yz = 0.718 281 7 
yn = 1.422 453 
gis = 39 711.43 
这 些 值 不 可 能 正确 ， 确 实 ， 由 (3) 式 显然 可 知 ， ?序列 满足 7 >y > >0 且 limy, 一 0，( 实 际 
上 ,对 0<z+<<1， 表 达 式 x" 单调 递减 地 趋向 0.) 一 旦 知道 这 些 ， 我 们 就 能 从 (4) 式 看 出 
lim(n+ Dy, =e, 
EAH, y: 的 6 单位 误差 在 计算 ys 时 被 乘 以 3. 33 的 误差 在 计算 y, 时 被 乘 以 4、 由 此 引 
起 的 误差 128 在 计算 ys 时 被 乘 以 5， 这 个 过 程 继续 下 去 ， 结 果 在 计算 ye 时 ， 误 差 可 能 差不多 
是 101 8/222 1058. IF ye， 相 应 的 数字 是 1028 ， 因 为 在 Marc-32 E 8x2”, HLL 103x 
10°. 因而， 这 些 误差 完全 掩盖 了 y, HERA, 正确 值 迅 速 趋向 于 0. 
2.3.2 调节 
条 件 和 调节 非 正式 地 用 于 指出 -个 问题 的 解 对 于 输入 数据 中 的 细微 变化 的 相对 敏感 程度 . 
如 果 数 据 的 微小 变化 能 引起 解 的 大 变化 ， 这 个 问题 就 称 是 病态 的 对 于 某 几 类 问题 可 定义 条 件 
数 ， 若 条 件数 较 大 ， 则 问题 就 是 病态 的 ， 这 种 情况 的 例子 稍 后 给 出 ， 在 这 里 我 们 只 讨论 一 些 基 
本 的 例子 . 
虽然 这 里 我 们 不 以 具体 的 方法 来 讨论 调节 ， 但 一 些 基本 例子 还 是 能 说 明 这 个 重要 数值 概念 
的 . 已 经 指出 ， 条 件数 与 求解 问题 的 数值 解 性 态 是 密切 关联 的 ， 而 与 特殊 的 解法 无 关 ， 基 本 
E, 车 条 件数 较 大 ， 就 为 面临 麻烦 做 好 准备 吧 1! 
假设 我 们 的 问题 只 是 简单 地 求 函 数 f 在 点 z 处 的 值 ， 若 zx 被 略微 扰动 ， 那 么 对 f(z) 有 什 
么 影响 ? 当 这 个 问题 涉及 绝对 误差 时 ， 我 们 可 用 中 值 定理 并 且 记 作 
f(r+h)— fr) = f (Oh = hf (x) 
因而 ， 当 广 (z) 不 是 太 大 时 ， 对 F(z) 扰 动 的 影响 是 微小 的 ， 然 而 ， 通常 在 这 样 的 问题 中 重要 
的 是 相对 误差 .在 用 数量 A 对 xz 扰动 时 ， 我 们 用 h/zx 作为 扰动 的 相对 大 小 同样 地 ， 当 f(a) 
被 扰动 到 /(+ 十 h) 时 ， 扰 动 的 相对 大 小 是 
Lath- f(a) RD _ [Lt 
F(a) f@) fæ Nz 
因而 ， 因子 x/'(z)/ f(z) 充 当 这 个 问题 的 条 件数 . 
例 1 反正 弦 函 数 赋值 的 条 件数 是 多 少 ? 
RB f(x)=aresin z, W 
zf (xz) x 
Ia) /1=Fraresinz 
对 于 1 附近 的 z，arcsin zx/2， 并 且 当 工 趋 向 1 时 ， 由 于 这 个 条 件数 近似 22/(n VI T), 
因此 它 趋向 无 穷 大 ， 所 以 ，z 中 微小 的 相对 误差 可 能 导致 在 z 一 1 附近 arcsin x 中 较 大 的 相对 
RE. [| 
现在 我 们 考虑 函数 / 的 零点 (或 根 ) 定 位 问题 . (以 第 3 章 中 算法 的 观点 来 研究 此 问题 . ) 设 
了 和 8& 是 定义 在 r 的 一 个 邻 域内 的 属于 C: 类 的 两 个 函数 ， 其 中 + 是 /的 一 个 根 . 
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假定 + 是 单 根 ， 所 以 Z RATER f 扰动 到 下 三 freg 时 ， 问 新 的 根 在 哪里 ? 
如 果 新 的 根 是 十 h， 我 们 将 对 导出 一 个 近似 公式 .扰动 A 满足 方程 F(r 十 h) 二 0 或 
f(r+h)+eg(r+h)=0 
内 为 了 和 8& MTC, 我 们 可 用 泰勒 定理 表示 F(r 十 h) 二 0: 


[ro FAP DESH IO ref gO the’) + Lag" |= 
ER h 项 并 且 利 用 ， f(r) 一 0， 我们 得 到 


ras (eee TOs 
he era ta TO 
例 2 我 们 考虑 用 Wilkinson 给 的 经 典 例子 来 说 明 这 种 分 析 ， 设 


20 


f(r) = I- = (2-1) (2 = 2) (x — 20) 
ii 


g(x) = 2” 
显然 了 的 根 是 整数 1，2，…，20. 4 f 扰动 到 f 十 eg 时 ， 问 根 +=20 受到 怎样 的 影响 ? 
解 答案 是 
h ae B20), 20" eo 


f (20) 19! 
因而 ，/(zx) 中 zx” 的 系数 变化 e 可 能 引起 根 20 总 计 的 扰动 10*e， 所 以 说 ， 这 个 多 项 式 的 根 对 系 
数 的 扰动 是 非常 敏感 的 ，( 见 计算 机 习题 2. 3. 6. ) a 


还 有 另 一 类 条 件数 与 解 线性 方程 组 Ax =b 有 关 ， 这 将 在 4. 4 节 中 详细 讨论 ， 简 短 地 说 ， 

矩阵 A 的 条 件数 记 作 “<(4) 并 且 被 定义 为 4 与 其 逆 的 大 小 的 积 ， 即 ， 
(4) 一 有 4。 站 4 

这 里 | 。 || 是 一 个 矩阵 范 数 ， 若 Arb 的 解 对 右边 6 的 微小 变化 非常 不 敏感 ， 则 6 中 的 小 扰动 
在 所 计算 的 解 z 中 仅 产生 小 的 扰动 ， 此 时 ， 称 A 是 良 态 的 ， 这 种 情形 对 应 于 具有 适当 大 小 的 
条 件数 <(A)， 另 一 方面 ， 若 条 件数 较 大 ， 则 A 是 病态 的 并 且 必然 充满 疑虑 地 接受 Az =b 的 任 
何 数值 解 . 

n BT AB AR ABS SEE 及 ,一 (hs ) 由 hs 二 1/(i 二 j 一 1) 来 定义 ， 这 里 <in, 1<j<n. HAA 
特 矩 阵 是 一 个 被 认真 研究 多 年 的 课题 ， 有 关 它 的 一 些 历史 可 以 看 Hestenes and Todd[1991] ; 
(Mathematicians Learning to Use Computers} 中 的 第 9 章 ， 这 个 矩阵 因 它 的 病态 性 质 常 常用 来 
ERRER. WKE, HOM n 增 大 而 迅速 增 大 ， 这 可 从 公式 H, ) ce “中 看 出 ， 这 个 条 
件数 是 用 范 数 A || = maxy | a; | 来 计算 的 .一 个 有 意思 的 测试 问题 是 对 不 断 增加 的 n 值 ， 在 
一 台 计 算 机 上 解 线性 系统 

H.z =b 


其 中 心 一 Dh. 这 个 解 应 该 是 工 一 《1,1,…,1)7. 对 小 的 n 值 ,计算 所 得 的 解 相当 精确 ,但 是 随 着 


7 增 大 ， 精确 度 迅 速 下 降 - 事实 上 , 当 近似 等 于 计算 机 所 带 的 小 数位 数 时 ,该 数值 解 可 能 不 含有 
效 数字 , 这 些 内 容 将 在 第 4 章 中 详细 讨论 . 
当 我 们 试图 求 表达 式 
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[Ear — f(x] dr 
WEMAN, TER) ORE PD, OLA. MAP RARKF a, 求 导 并 且 令 这 些 
导数 等 于 0， 我 们 得 到 正规 方程 


Da zadr = zyrcodz O<i<m 
因为 左边 的 积分 是 


ath 1 
i+j+ lo itj+Fi 
所 以 正规 方程 的 系数 矩阵 是 n 十 1 AA. RM rr 形成 非常 劣 态 的 n 次 多 项 式 空 
间 的 基 ， 对 此 ， 多 项 式 的 正 交集 能 提供 一 个 良好 的 基 . 这 将 在 6. 8 节 中 讨论 ， 
习题 2. 3 
1. 存在 一 个 具有 下 列 形式 的 函数 


fix) = ar” + pr” 
其 中 £(0.1)=6.06X10-", f(0.9)=0.035 77, Ra MP, H#AMTRHBMM f 在 两 个 指定 点 上 微小 变 
化 的 敏感 性 . 
.解析 地 求 出 具有 给 定 初 值 的 差分 方程 


P 


{ zl 一 0.9 
Xanı =— 0. 2x, 十 0. 992,-1 
的 解 ， 如 果 不 是 递归 地 计算 解 ， 是 否 能 预测 这 样 的 计算 是 稳定 的 - 

.指数 积分 是 由 


Bi er id (n>0r>0) 


定义 的 函数 E,.， 这 些 函 数 满足 等 式 
nE wy (x) = e*— rE, (x) 
车 El(z) 已 知 ， 这 个 等 式 是 否 能 用 来 精确 地 计算 E: (1), El), 7 提示 : 确定 E,(z) 作 为 的 一 个 函数 ， 
是 增 的 还 是 减 的 . 
,函数 f(z) = 的 条 件数 是 与 z 无 关 的 ， 这 个 条 件数 是 什么 ? 
,下 列 函 数 的 条 件数 是 什么 ? 在 何 处 它们 较 大 ? 
a (rz—1)e 
b. In x 
c. sin z 
det 


ea tet 


a 


f cos z 


.考虑 课本 中 的 例子 ，y%+i 一 e 一 Cn 十 1)y,， 若 yw 要 求 精确 到 5 位 小 数 ， 试 问 计算 ys ys s yo BEMA 
到 多 少 位 小 数 . 
7. 证 明 递归 关系 


Za = Zani E Lae 
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具有 下 列 形 式 的 通 解 
z, = A" + But 
试问 这 个 递归 关系 是 一 个 从 任意 初 值 r Ar 出 发 计算 x, WERK? 
8. 斐 波 那 契 序列 是 由 下 列 公式 生成 的 
{" =1 n=l 
Fan = fet ros 


所 以 这 个 序列 是 1，1，2，3，5，8，13，21，34，…。 证 明 序列 [2r./r,-,] 收 敏 于 1+5. RUE HE 
的 ， 超 线性 的 ， 还 是 二 次 的 ? 

《 续 ) 当 上 题 中 的 递归 关系 使 用 初 值 m= 1 和 二 (1 一 V5)/2 时 ， 试 问 r,(n 之 2) 理 论 上 的 正确 值 是 多 少 ? 在 此 
情况 下 ， 这 递归 关系 能 否 提供 一 个 计算 r. 的 稳定 方法 ? 


2 


计算 机 习题 3 

1. 设 序列 [A,] 和 [B,] 由 下 列 式 于 生成 
Ah=0 A= ers B=1 
A, = nA. + Ani B, = By + B,- 


间 lim(A,/B.) 是 什么 ? 
2 AEREN Y, 与 丽 数 /满足 同样 的 递归 公式 ，( 见 1. 3 节 . ) 然而 ， 它 们 使 用 不 同 的 初 值 对 z=1， 它 


们 是 
Ya (1) = 0. 088 256 964 2 Y,()) =— 0. 781 212 821 3 


MRAHAR, HW Y:O0), Y0), e, Yoo), BAER AR. HR. 数 | Y,(1) | MGR 
速 增 长。 或许 你 能 证 明 像 | Y,(1)/Y.-:(1) | >n 这 样 的 不 等 式 . 
3. 定义 
3 
n= firats de 


证 明 zo =n 1.2 并 且 当 n>) BY. Sn 5ra. 用 这 个 递归 公式 计算 ris tes ry riot zi 的 


ME. 
4A ( 续 ) 寻 找 一 种 精确 计算 rm 的 方法 ， 或 许可 用 截断 泰勒 级 数 来 代 蔡 被 积 函数 ， 在 计算 zx 达到 全 机 器 精度 后 ， 
用 向 后 递归 得 到 tu. res oy zo zo 是 否 正确 ? 其 他 的 x, BAR? 当 使 用 向 后 递归 时 ， 这 递归 关系 反常 


吗 ? 若 有 ， 则 为 什么 ? 
5. RMB RBM /1(x)，J,(x)，… 能 用 1. 3 节 中 的 递归 关系 计算 ， 如 果 它 以 m 表 减 的 方式 来 使 用 递归 关系 ， 那 
么 ,我 们 从 n=N 开始 并 且 用 公式 


Ja = ED- NLD 
向 下 进行 为 了 开始 ， 我 们 令 Ji (D20 和 Jv(zr) 一 1 这 些 是 试验 值 ， 在 计算 Jaia), Jua), os 
DOR, TUNESER 
Jad +20 a = 


= 
来 调节 它们 ( 即 用 AS. CORE J.(z))， 显 然 N 必须 大 到 足以 使 对 所 期 望 的 精度 x,,(z) 二 0 是 合理 的 ， 这 
THEA J.C. P. Miller， 在 上 述 过 程 中 ， 取 N=51, HHI, Ld, e, J20). 

. (Perfidious 多 项 式 ，Wilkinson[ 1984]) 
a 利用 计算 机 中 心 程 序 库 的 求 根子 程序 ， 计 算 多 项 式 的 20 个 零点 ， 这 里 


p 


(70) 


CD 
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P(x) =x" — 2102" 十 20 615x" 一 1 256 8502" +53 327 946x" 
— 1 672 280 820x" + 40 171 771 6302" — 756 111 184 500z" 
+11 310 276 995 3812? — 135 585 182 899 530z" 
+1 307 535 010 540 3952" — 10 142 299 865 511 4502" 
+ 63 030 812 099 294 896x* — 311 333 643 161 390 6402 
+ 1 206 647 803 780 373 3601“ — 3 599 979 517 947 607 2002° 
+ 8 037 811 822 645 051 7762* — 12 870 931 245 150 988 8002" 
+ 13 803 759 753 640 704 000x? — 8 752 948 036 761 600 000z 
十 2 432 902 008 176 640 000 

使 用 一 个 能 计算 双 精 度 复 根 的 程序 。 这 里 给 出 的 P 的 公式 是 课本 中 所 讨论 的 Wilkinson 多 项 式 的 展开 式 ， 

Px) = (z 一 20)(z 一 19)(z 一 18)(z 一 17)(z 一 16)(z 一 15)(z 一 14) 
X (z 一 13)(z 一 12)(z 一 11)(z 一 10)(z 一 9)(z 一 8)(z 一 7) 
X(z 一 6)(z 一 5)(z 一 4)(z 一 3)(z 一 2)(z 一 ]) 


通过 计算 | Pld). | pled | | ak | 来 检验 计算 的 根 mx: ，1<kts20， 解 释 原因 . 
b. 把 P(z) 的 z 的 系数 改变 为 He, KH e= 10, k= 8, 7, =, 1. MM a 8 次 ,你 得 到 的 计算 机 
结果 与 课本 中 给 出 的 分 析 是 否 一 致 ? 解释 原因 . 
e. Wilkinson 指出 通过 把 系数 一 210 改变 为 一 210 一 2- ， 根 16 和 17 变 成 了 一 对 复数 16. 73… 士 (2. 812…)i. 
重复 这 个 数值 实验 . 
注 ，20 世纪 40 年 代 末 期 ， 在 英国 的 国家 物理 实验 室 ， 年 轻 的 科学 家 Jim Wilkinson 和 Alan Turing 等 人 在 
一 台 名 为 Pilot ACE 计算 机 的 新 机 器 上 合作 工作 .作为 这 台 机 器 的 常规 测试 ， 他 编写 了 一 个 使 用 牛顿 方法 
计算 这 个 多 项 式 根 的 程序 ， 由 于 预测 不 会 有 问题 ， 他 用 zo 一 21 开始 牛顿 迁 代 并 且 希 望 立刻 收敛 到 最 大 的 零 
点 20， 当 数值 结果 不 符合 这 种 情形 时 ， 他 进一步 作 了 研究 ， 最终， 他 被 这 个 以 及 其 他 的 数值 实验 引 向 了 讨 
论 数值 数学 的 一 个 全 新 领域 一 一 向 后 误差 分 析 ， 有 关 James Hardy Wilkinson 工作 的 更 多 细节 见 L. Fox 
[1987]: {Biographical Memoirs of Fellows of the Royal Society). 


BIB 非 线性 方程 的 解 


3.0 概述 


本 章 专门 讨论 有 关 求 方程 根 (或 函数 零点 ) 的 问题 . 

在 科学 工作 中 经 常 出 现 这 类 问题 ， 在 本 章 中 ， 我 们 关注 求解 非 线性 方程 或 非 线性 方程 组 一 一 求 
使 得 (x) 一 0 BOR X= Cry) tay oy z) 使 得 F(X) 二 0。 在 这 些 方程 中 ， 至 少 有 一 个 变量 以 任 
意 的 非 线性 方式 出 现 ， 与 此 相反 ,我 们 将 在 第 4 章 中 讨论 求 形 如 Ar=b 的 线性 方程 组 的 解 . 

在 单 实 变量 的 实 值 函数 这 种 最 简单 的 情况 下 ， 提 出 的 一 般 问 题 是: 已 知 函 数 f R 一 R， 
求 的 值 使 得 f(x) 一 0， 我 们 将 讨论 一 些 解 这 种 问题 的 标准 过 程 . 

在 许多 应 用 中 能 发 现 非 线性 方程 的 例子 ， 在 光 的 衍射 理论 中 ， 我 们 需要 方程 

工 一 tanz 一 0 
的 根 ， 在 行星 轨道 的 计算 中 ， 我 们 需要 开 普 勒 方程 


xr—asinr=b 


WAR, HP a 和 46 取 任意 值 . 

因为 求 函数 零点 作为 研究 领域 的 一 个 热点 已 有 几 百 年 了 ， 所 以 已 经 建立 了 许多 种 方法 ， 在 
本 章 中 ， 首 先 介绍 三 种 非常 有 用 的 简单 方法 对 分 法 、 牛 顿 法 和 制 线 法 ， 然 后 研究 不 动 点 方法 
和 延 拓 法 的 一 般 理 论 ， 此外， 还 讨论 求 多 项 式 零点 的 特殊 方法 . 

当 用 计算 机 求 函 数 的 近似 零点 时 ， 即 使 精确 解 是 唯一 的 ， 还 是 会 出 现 许多 近似 解 ， 为 了 准 
确 地 说 明 这 种 情况 ， 考 虑 多 项 式 

pila) = xt — 42° +62? —4241 

若 我 们 碰巧 发 现 这 多 项 式 能 被 因 式 分 解 成 p,(z) =(a— 1)", A 1 是 唯一 的 零点 (4 重 ). 
假设 我 们 得 到 的 是 展开 多 项 式 且 没有 看 出 它 有 这 种 零点 ， 若 在 一 台 计 算 机 上 ， 比 如 在 Marc-32 
上 ， 编 写 一 个 单 精度 程序 并 且 求 展开 多 项 式 在 区 间 [0.975，1.035] 上 间距 为 0. 001 的 点 的 值 ， 
则 会 发 现 许多 指示 表示 零点 存在 的 符号 变化 .用 直线 把 这 些 点 连 起 来 ， 就 得 到 如 图 3-1 所 示 的 


图 3-1 展开 多 项 式 的 图 示 


(73) 


58 RSE 


图 .代替 多 项 式 的 一 条 光洁 曲线 ， 我 们 得 到 一 条 模糊 的 曲线 ， 在 区 间 [0. 981，1. 026] 中 的 任何 
值 都 能 作为 真 解 的 一 个 近似 ， 其 原因 与 多 项 式 求 值 的 方式 、 所 用 计算 机 运算 的 有 限 精 度 以 及 相 
关 的 会 人 误差 有 关 . 这 个 例子 仿效 Conte and de Boor[1980, 第 73 页 ] 中 类 似 的 例子 ， 它 说 明 
了 涉及 求 根 中 的 一 个 不 安全 因素 . 


3.1 对 分 (区 间 减 半 ) 法 


车 是 区 间 [a, 65] 上 的 连续 函数 ， 且 f(a)f(5)<0,， 则 在 (a，5b) 内 必 有 一 个 零点 ， 因 为 
SDS, MARK f 在 区 间 [a，5] 上 改变 符号 ， 因 此 它 在 这 个 区 间 内 至 少 存在 一 个 零 
点 ， 这 是 中 值 定理 ( 见 1. 1 节 ) 的 结论 . 

对 分 法 以 如 下 的 方式 利用 这 一 个 思想 : 若 /(a)f(5)<<0， 则 计算 c= ato) 并 且 检 验 是 
ESOO. 车 这 是 真 的 ， 则 f 在 [a，c] 内 有 和 零点。 因而 把 c 改名 为 5 并 且 在 原 区 间 一 半 
大 的 新 区 间 [a，6] 中 重新 开始 .车 Fo)F(c)>0， 则 f(c)f(6) 二 0， 在 这 种 情况 下 我 们 把 c 改 
名 为 a. 不 论 发 生 哪 种 情况 ， 都 产生 了 包含 / 的 零点 的 一 个 新 区 间 ， 而 且 能 重复 这 个 过 程 ， 
图 3-2a 和 b 显示 了 这 两 种 情况 ， 其 中 假定 f(a) 0>>f(6)， 这 两 幅 图 说 明 对 分 法 在 区 间 [a， 
急 内 能 找到 一 个 零点 而 不 是 全 部 零点 的 原因 ， 当 然 ， 若 f(a)f(c) 二 0， 则 fCo)=0 从 而 求 出 一 
个 零点 ， 然 而 由 于 含 人 误差 ， 在 计算 机 中 F(c) 精 确 为 0 是 完全 不 可 能 的 ， 因 此 ， 停 止 准则 不 
应 该 是 /(c) 二 0 是 否 成 立 ， 必 须 提供 一 个 合理 的 允许 误差 ， 比 如 在 Marc-32 上 | fc) | < 
10““,。( 对 假想 的 Marc-32 计算 机 的 描述 见 2. 1 节 . ) 对 分 法 也 称 为 区 间 减 半 法 . 


f(a) 


fid) <0 /© 
fe) 


f(b) 


a) 对 分 法 选择 左边 的 子 区 间 


f(a) 


fe) 


behe 


HOF) <0 


b) 对 分 法 选择 右边 的 子 区 间 
图 3-2 
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例 1 AMAR OR AE e =sin z 最 靠近 0 的 根 . 

解 若 画 出 e 和 sin zx 的 略图 ， 可 明显 看 出 =e sin zx 没有 正 根 ， 并 且 0 左边 的 第 
一 个 根 在 区 间 [ 一 4， 一 3] 内 . 当 在 一 台 类 似 于 Marc-32 的 计算 机 上 从 区 间 [ 一 4， 一 3] 出 发 执 
行 对 分 算法 时 ， 产 生 下 列 数据 : 


k [3 flo) 

1 — 3.5000 — 0, 321 

2 — 3.2500 — 0.694 X 107 

3 — 3.1250 0. 605 X 10° 

4 — 3.187 5 0. 625 X 107! 

13 — 3. 182 9 0. 122 X 10° 

14 — 3.183 0 0. 193 X 10™ 

15 — 3.183 1 — 0. 124 X 10 

16 — 3.183 1 0. 345 X10™ a 


3. 1. 1 对 分 算法 

对 分 法 的 伪 代码 (在 下 面 列 出 ) 中 的 某 些 部 分 需要 加 以 说 明 . 首先， 以 c<-a 十 (5 一 a )/2 方 
式 而 不 是 以 c<-(a 十 b )/2 方式 计算 中 点 c， 这 是 为 了 坚持 数值 计算 中 通用 策略 ， 通 过 把 一 个 小 
的 修正 项 加 到 先前 的 近似 值 法 来 计算 一 个 量 是 最 佳 的 ，Forsythe，Malcolm，and Moler[1977， 
第 162 页 ] 给 了 一 个 例子 ， 这 个 例子 表明 ， 在 一 台 具 有 有 限 精度 的 计算 机 上 ， 以 (a 十 b )/2 方 
式 计算 得 到 的 中 点 在 区 间 [w， 电 之 外 ! 其 次 ， 最 好 用 sigaw) 关 sign(w) 而 不 是 用 wu 二 0 来 确 
定 函 数 在 区 间 上 是 否 改变 符号 ， 因 为 后 者 需要 不 必要 的 乘法 并 且 可 能 引起 下 溢 或 上 溢 ， 再 者 ， 
“是 在 下 面 的 定理 中 确定 的 计算 的 误差 界 ， 最后， 注意 在 算法 中 有 3 个 停止 准则 ， 首先 ，M 给 
出 用 户 准许 的 最 大 步 数 ， 这 样 的 安全 措施 总 是 能 降低 计算 进入 无 限 循 环 的 可 能 性 ， 其 次 ， 当 误 
差 足够 小 或 /(c) 的 值 足够 小 时 ， 停 止 计算 .这 是 由 参数 8 和 控制 的 ， 很 容易 给 出 后 两 个 停止 
准则 中 一 个 满足 而 另 一 个 不 满足 的 例子 。 例如， 考察 图 3-3a 和 b 中 的 两 个 略图 ， 在 图 3-3a 中 ， 
零点 附近 的 图 形 是 平坦 的 ， 与 之 相应 的 是 重 根 ， 并 且 对 分 法 可 能 很 难 求 出 高 精度 的 零点 ， 当 然 ， 
图 3-3b 中 的 曲线 不 连续 ， 然 而 函数 的 连续 性 可 能 很 难 预先 查证 ， 虽 然 这 些 例子 不 够 充分 ， 但 是 
我 们 关心 的 是 稳健 的 代码 ， 所 以 只 要 满足 这 3 个 停止 准则 中 的 任意 一 个 ， 就 停止 这 个 算法 . 

下 面 是 对 分 法 的 算法 : 

inputa, b, M, 8, e 

ue fla) 

ve fb) 

erb—a 

outputa, b, u, v 

if sign(u) =sign(v) then stop 

for k=1 to M do 

ete/2 


crate 


74 
l 
75 
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ex 
Ol < e, lb -al > 8 
f 
a) 准则 | 5 一 a | <3 R 
>x 
1 
p 
上 
| 
lb- al < 5,lfol>e 
| 
上 
b 


we fle) 
output $, c, w, e 
If |e] <dor | w| <e then stop 
if sign(w)Asign(u) then 

bee 


b) 准则 | f(c) | <e 失 败 
图 3-3 


AE BH FE 09 AE 61 


3.1.2 误差 分 析 
为 了 分 析 对 分 法 ， 用 [a。，b。]，[a! ，b ] 等 表示 相继 出 现在 对 分 法 过 程 中 的 区 间 . 下面 是 
对 这 些 数 的 一 些 观察 结果 : 
aa cach 
b Sb Sh Se Dae a) 


bans aan = Fa.) (n D0) 


ATIC a, EBM AA ER, OEM. A, Cote. SRM OD 
式 ， 我 们 则 发 现 
b. ~a, = 2"(b—ao) 
因而 ， 
limb, 一 lima, = lim2 (bo 一 ao) 一 0 
ERIS 
r= lima, = limb, 
则 通过 对 不 等 式 0 之 /(a,) 了 (6,) 取 极限 ， 我 们 得 到 OSLO], Hut fe) =0. 
假设 在 这 过 程 的 某 个 阶段 ， 区 间 [a,，6.] 已 被 确定 ， 若 这 时 过 程 停止 ， 则 根 一 定 会 在 这 区 
间 内 ， 此 时 ， 根 的 最 佳 估计 既 不 是 a, 也 不 是 b。 而 是 这 个 区 间 的 中 点 ， 
Ca = Ca, +b,)/2 
于 是 误差 有 如 下 的 界 ， 
| re I< 46, — an) = 2° Ch — ao) 


总 结 上 述 讨 论 ， 我 们 有 下 面 关于 对 分 法 的 定理 . 
定理 1( 对 分 法 定理 ) Blas b], Lary bh], os [an Be), HREM R PME M, 
则 极限 lima, 和 limb, 存在 且 相等 ， 并 且 这 个 极限 是 f 的 一 个 零点 ， 若 r=lime, B c, = (a, + 
b,)/2, M 
| r—e, | <27“? Ch, — ao) (2) 
例 2 假设 对 分 法 从 区 间 [50，63] 开 始 ， 试问 需要 多 少 步 才 能 求 出 具有 相对 精度 不 超过 
10 2 的 根 ? 
解 ”所 要 求 的 相对 精度 是 指 
| r 一 cs | / l| rigi 
我 们 知道 "之 50， 从 而 足以 保证 不 等 式 
lr—e, | /50 <10” 
成 立 ， 根 据 定理 1， 我 们 推断 下 列 条 件 是 充分 的 : 
2°" x (13/50) < 10"? 
解 这 个 关于 n 的 不 等 式 ， 得 到 n>37. a 
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习题 3.1 
1. 用 计算 器 求 
x’ —4asinz + (2sinz)’ 一 0 
的 一 个 正 根 ， 并 且 精 确 到 2 位 有 效 数字 - 
2. 考虑 从 区 间 [1. 5，3. 5] 开 始 的 对 分 法 . 
a 试问 在 这 个 方法 的 第 n 步 时 区 间 宽 度 是 多 少 ? 
b 根 -与 这 个 区 间 中 点 之 间 的 最 大 距离 可 能 是 多 少 ? 
3, 若 在 ( 单 精度 )Marc-32 上 使 用 从 区 间 [128，129] 开 始 的 对 分 法 ,试问 我 们 能 否 求 出 具有 绝对 精度 二 10 
的 根 ? 
4. 为 了 确保 | ren | < 成立 ， 求 对 分 法 中 需 取 步 数 的 、 包 含 如 一 ae 和 上 的 公式 
n> !08(b — ao) — loge 1 


log2 
5 为 了 确保 所 求 得 的 根 具有 相对 精度 三 e， 求 对 分 法 算法 中 应 取 步 数 的 、 包 含 ay, bo 和 的 公式 
n > 198b, — ao) — loge — logas _ | Š 
Tog? 
这 里 假定 ce >0, 


6. (BRIA ao <O<by ， 试 癌 上 题 中 会 出 现 什么 情况 ? 
7, 如 果 从 区 间 [2，3] 开 始 使 用 对 分 法 ， 为 了 使 求 得 的 根 具有 绝对 精度 一 10-4《， 试 问 必须 取 多 少 步 ? 对 于 相对 
精度 回答 同样 的 问题 ， 在 每 种 情况 下 ， 对 于 Marc-32 上 的 单 精度 又 怎样 ? 
8. ite = la tb.)/2, r= lime, e=r=e. 其 中 [a,，5b.]，n 之 0， 表示 对 一 个 连续 函数 了 应 用 对 分 法 时 相继 
出 现 的 区 间 . 
a 证 明 | en | 2 (加 一 ai). 
b. 证 明 当 noolt, e,=O(2"), 
cleo | Sle |> ARRI? 解释 原因 . 
d ER | 一 cs | = 2" C ao). 
e 证 明 对 所 有 n Am, anb.. 


人 证 明 AE AL Can b JENER. 
B 证 明 对 所 有 的 n, Cane b ]DEasris basi]. 

9 在 对 分 法 中 ， 区 间 [a,-! b 1] 被 分 成 相等 的 两 半 ， 其 中 之 一 被 选 作 下 一 个 区 间 ， 若 [a,，6,] 是 区 间 [a,_，， 
名- 中] 的 左 半 个 ， 则 定义 d 二 0， 否 则 令 d, 三 1， 用 序列 di ，d:，… 表 示 由 算法 求 得 的 根 ， 提 示 ， 首 先 考虑 
[ao，%] 二 [0，1] 的 情况 ， 然 后 考 虚 根 的 二 进 制 表示 . 

10. 用 前 两 个 习题 的 记号 ， 建 立 把 a,，6,，c。，d, 联系 起 来 的 公式 . 

11. 举 一 个 满足 条 件 ao 一 a, 一 as 一 … 的 例子 (或 证 明 不 存在 ). 

12, 举 一 个 满足 条 件 a =a <a 一 as 一 oa 一 as 一 as 一 … 的 例子 . 

13. 在 对 分 法 中 ，lim | reas | /| rey | 是 否 存在 ? 解释 理由 . 

14. 把 对 分 法 应 用 到 一 个 连续 函数 上 ， 结 果 形 成 区 间 [a。，6b,]，[a, ，b ]， 等 等 . Br=lima,, 那么 下 列 命题 

中 哪些 是 假 的 ? 

a. do Say Sag 

b. | 一 2 Math) | <2 (h —a) (n>0) 

e | r=2 entbn) |S] r-2 ato.) | (n>0) 
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由 [ay bes ELa,, 6,] (n>0) 
e 4nrco ft, | ra, | =O(2™) 
L| re | <I roe | Sd) 
15. 证 明 用 对 分 法 求 出 的 点 c 是 经 过 (a，sign(f(a))) 和 (5，sign( 了 (5b))) 的 直线 与 x 轴 的 交点 . 
16. 假设 对 所 有 n，| a, 一 b, | SA, | ae be |， 且 入 <1. 利用 | ao 一 bo i A= max (aR lab, | 的 
一 个 上 界 . 
计算 机 习题 3. 1 . 
1. 编写 且 测试 一 个 执行 对 分 算法 的 子 程序 或 过 程 。 对 下 列 函 数 和 区 间 测 试 程序 . 
az 一 tan 在 区 间 [0，x/2] 上 
b,x ! 一 2* 在 区 间 [0, 1] 上 
c.2 *+e' +2c0s r 一 6 在 区 间 [1，3] 上 
d. Ca’ +427 4+-32+5)/ (22? — 92" +182—2) 在 区 间 [0，4] 上 
2. 求 数 a 和 4b( 其 中 a<b) 使 得 数学 上 等 价 的 两 个 计算 cm (a+ b)/2 和 ca +0. 5(b— a) FEAR AN TT EBL EER 
同 的 结果 ， 不 要 选择 存在 下 滋 或 上 滋 的 例子 . 
3, RBM f(z) rtan xz 在 区间 [1，2] 内 的 根 . 
4. 求 
x! — 36x" + 5462" — 4 5362° + 22 449zt 一 67 2842" 
+118 124z — 109 5842 + 40 320 = 0 
在 区 间 [5.5，6. 5] 内 的 根 . 把 一 36 改 成 一 36. 001， 再 重 做 . 
5 编写 且 测试 一 种 递归 形式 的 对 分 算法 . 


3.2 牛顿 法 


牛顿 法 是 一 种 能 在 许多 不 同情 况 下 应 用 的 通用 过 程 。 特 别 地 ， 当 用 它 来 求实 变量 实 值 函 数 
零点 时 ， 常 常 被 称 为 牛顿 - 拉 弗 森 迭 代 ， 通 常 ， 牛 顿 法 比 对 分 法 和 割 线 法 要 快 ， 这 是 因为 它 的 
收敛 是 二 次 的 而 不 是 线性 或 超 线性 的 一旦 二 次 收敛 变 得 有 效 时 ， 即 牛顿 法 序列 的 值 充分 地 接 
近 根 时 ， 其 收敛 是 如 此 之 快 以 致 于 仅仅 再 需要 几 个 数值 即 可 .不 幸 的 是 ， 这 种 方法 并 不 能 保证 
总 是 收敛 ， 所 以 牛顿 法 经 常 与 其 他 较 慢 的 方法 结合 形成 一 种 数值 上 整体 收 剑 的 混合 方法 . 

如 3. 1 节 那 样 ， 我 们 有 一 个 函数 f/， 其 零点 由 数值 计算 得 出 ， 设 是 /的 零点 而 + 是 r 的 
一 个 近似 .车 "存在 并 且 连 续 ， 则 由 泰勒 定理 ， 得 

0= fr) = fla +h) = f(a) +hf (2) +O) 
其 中 h=r 一 x， 着 hh 较 小 ( 即 工 在 r 附近 )， 则 有 理由 略 去 OCh?) 项 并 且 在 余下 的 方程 中 求 h. 
车 我 们 这 样 做 ， 其 结果 是 = 一/(z)/f'(z). Kafer 的 一 个 近似 ， 则 z 一 f(z)/f'(z) 应 该 是 
7 的 一 个 更 好 的 近似 ， 牛 顿 法 从 7 的 一 个 估计 z。 开始， 然后 归纳 地 定义 


Tm PE ">O (ab) 
3.2.1 牛顿 算法 
由 zz 的 一 个 初 值 开始 ， 使 用 M 步 牛顿 法 的 简单 算法 是 
input z, M 


yr fa) 


80 


[82] 
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output 0, r, y 
for 4=1 to M do 
aero yi f D 
yes 
output è, z, y 
end do 


更 详细 的 包含 停止 准则 的 伪 代码 如 下 : 


Input ro, M, 6, € 

ve fizo) 

output 0, zo. v 

if | v | <e then stop 

for k=1 to M do 
Tro w/ f(a) 
ve fin) 
output $, zi» v 
if | zi—zo | < or | uv! <e then stop 
ron 

end do 


基于 这 两 个 算法 中 任意 一 个 的 计算 机 程序 需要 (OA f'(zx) 的 子 程序 或 过 程 . 

例 1 以 双 精 度 方式 计算 用 牛顿 法 来 求 函 数 f(z) 一 e 一 1. 5 一 tan :zx RBA, 

解 上 述 算法 在 一 台 尾数 有 48 位 的 单 精度 计算 机 上 以 双 精 度 执行 ，( 双 精度 机 器 数 有 96 
位 ， 对 应 于 约 28 位 十 进 制 小 数 . ) 函数 (x) 一 e* 一 (1 十 z?) "与 f 一样， 必须 已 被 编程 ， 选 择 
To 二 一 7 为 初始 点 ， 来 自 于 计算 机 程序 的 输出 数据 是 


k x f(x) 
0 一 7. 000 000 000 000 000 000 000 000 00 —0. 70210"? 
1 ~ 10. 677 096 176 640 013 992 969 843 86 —0. 226 X10"? 
2 —13. 279 167 375 632 712 908 597 863 19 —0. 437X107? 
3 一 14. 053 655 854 269 238 734 748 317 53 —0. 239X107 
4 一 14. 101 109 956 866 413 476 163 127 06 —0. 800 10°* 
5 ~ 14. 101 269 770 939 415 946 215 795 06 —0. 901X107" 
6 一 14. 101 269 772 739 968 425 083 003 14 —0. 114X107” 
7 —14. 101 269 772 739 968 425 311 551 22 0. 000 
8 —14. 101 269 772 739 968 425 311 551 22 0. 000 
输出 数据 表明 迭代 的 迅速 收敛 性 ,事实 上 ， 在 每 一 步 ， 近 似 中 的 正确 位 数 似乎 都 在 成 倍增 长 、 
我 们 的 分 析 将 解释 为 什么 这 是 正确 的 . a 
3.2.2 图 形 解释 


在 研究 牛顿 法 的 理论 基础 之 前 我们 给 出 它 的 一 个 图 形 解释 ， 从 已 给 的 描述 来 看 ， 牛 顿 法 
涉及 线性 化 函数 ， 即 /被 一 个 线性 函数 代替 .通常 的 做 法 是 用 了 的 泰勒 级 数 中 的 前 两 项 代替 
它 . 因此 ， 若 


ID= FOH OEO HENOG 
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则 在 c 处 的 线性 化 产生 线性 函数 

x) = flr + fOe) 
注意 Z 是 了 在 < 附近 的 一 个 最 佳 近似 ， 并 且 有 l(c) = (ec) 以 及 Zec)= 广 (c)、 因 此 ， 线 性 函数 
与 了 在 点 < 处 有 相同 的 值 和 相同 的 斜率 .所 以 牛顿 法 中 ， 我 们 在 > 附近 的 一 点 作 曲线 的 切 
线 ， 并 求 出 切线 与 x 轴 的 交点 ( 见 图 3-4). 


tw 


切线 
L(x) = fen) + S'an ~ Xn) 


图 3-4 牛顿 法 的 图 形 解释 


记 住 图 形 解释 ,我们 能 容易 推测 出 那些 导致 咎 顿 迭代 失效 的 函数 和 初始 点 ， 图 3-5 显示 了 
这 样 的 函数 ， 在 此 例 中 ， 曲 线 的 形状 是 这 样 的 ， 它 对 确定 的 初 值 序列 [x] 发散， 因而 任何 有 关 
牛顿 法 的 命题 都 必须 包含 一 种 假设 ， 即 z 充分 接近 于 零点 或 了 的 图 形 有 指定 的 形状 . 


10 


图 3-5 FEREKA F 


3.2.3 误差 分 析 
下 面 分 析 牛 顿 法 中 的 误差 ， 对 于 误差 我 们 指 的 是 量 
eu 一 Ir 


(不 考虑 合 人 误差 . ) 假 定 ESHA 是 /的 单 零点 ， 因 此 /(7)=0 承 /'(r)， 从 牛顿 迭代 的 定 


义 ， 我 们 有 
ra， 
Ertl 一 Tati r= In P G,) 
2, fa) _ ef (a) fz, 
=~ FG) TEA Qy 


用 泰勒 定理 ， 我 们 有 
0 = fOr) = fla, =e) = flan) ef (ra) EFES E) 
这 里 6 是 介 于 x, Gr 之 间 的 一 个 数 ， 重 新 组 织 此 式 ， 得 
ef (td ~ fla) = FF Gd 
将 其 代 人 (2) 式 得 
-AFE LEa P 
en =i t~ ape =Ce (3) 
假设 Cs1 且 e. 天 10“， 则 由 (3) 式 ， 我 们 有 et 107° Beg 2 107, HERAT HE 
要 再 额外 的 迭代 一 点 就 能 使 计算 精度 超过 机 器 精度 ! 
这 个 等 式 告诉 我 们 e, ,大约 为 e? 乘 以 一 个 常数 .这 种 令 人 满意 的 状态 称 为 二 次 收效 ， 它 
说 明 在 许多 应 用 中 ， 随 着 牛顿 法 的 每 次 选 代 ， 精 度 明 显 倍增 
我 们 还 必须 确定 这 个 方法 的 收敛 性 .利用 (3) 式 , 证 明 的 想法 很 简单 ， 若 。, 较 小 且 乘 数 


SEIS BRK, W eos HEH 小， 定义 依赖 于 了 的 量 c(D) 为 ， 
D = F max | $0 min | fo! G> w 
我 们 选择 o 使 其 小 到 足以 确保 (4) 式 中 的 分 母 为 正 的 ， 然 后 如 有 必要 ， 再 把 8 变 小 使 得 g(6)<< 
1， 这 是 可 能 的 ， 因 为 当 收敛 于 0 时 ，c(5) 收 敛 于 半 | fO) | /| PCr) | ， 因 此 ORF 0, 


HES $ p=6c(6)， 假 设 我 们 在 满足 | zo 一 + | <6 的 点 r 处 开始 牛顿 迭代 ， 则 e | <0 A 
| 名 一 r | 人 6， 所 以 ， 根据 c(6) 的 定义 ,我 们 有 


FIP G/F |< 68) 
内 此，(3) 式 产生 


lm-rl=le [S êca) =| eo || eo | cd) <I eo |e) =l e l p<] e I< è 
这 说 明 下 一 个 点 xz 也 在 7 的 8 邻 域内 ， 因 此 ， 可 以 反复 递 推 得 到 下 列 结果 
le l<pleol 


lel<plal<¢le| 
lel<plel<ple| 


MR. RIA 
le l<e le | 
因为 0<p<1， 所 以 limp" 0， 因 此 lime, 二 0。 归纳 起 来 ， 我 们 得 到 下 面 牛 顿 法 的 定理 . 
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ERUFRERB) 设 /" 连 续 并 且 / 是 f 的 单 零点 ，、 则 存在 7 的 一 个 邻 域 和 一 个 常数 C 

使 得 只 要 牛顿 法 从 那个 邻 域内 的 点 开始 ， 后 续 点 就 会 更 稳定 地 接近 并 满足 
Lam —r |< Cla, — 1)? (a>) 

在 某 些 情况 下 ， 从 任意 一 个 初始 点 开始 的 牛顿 选 代 都 能 保证 收敛， 作为 例子 我 们 给 出 一 个 
这 样 的 定理 . 

定理 2( 凸 函数 的 牛顿 法 定理 ) 车 /EC*(R) 是 递增 的 且 西 的 ， 还 有 零点 ， 则 这 个 堆 点 是 
唯一 的 ， 并 且 从 任意 一 个 初始 点 开始 的 牛顿 选 代 都 将 收 化 于 此 零点 . 

证 明 ”回忆 车 对 所 有 r, f0, WAR SEAR. AA SBM, MUERE, f>. 
根据 (3) 式 ，e,,, >0. A. IH n>1l, A r>r 又 因为 了 递增 ， 所 以 f(z) >f=. A 
此 ， 根 据 (2) 式 ，e,…<e*。 故 而， 序列 [e.] 和 [z,] 都 是 递减 的 并 都 有 下 界 ( 分 别 以 0 和 为 下 
JD. 因此， 极限 。 一 lime, Ma’ slime, 存在 ， 从 (2) 式 ， 我 们 有 。 =e 一 f(x )/f'(z*)， 
由 此 f(x") =0 Heart =r. E 

例 2 用 牛顿 法 ， 找 一 个 计算 平方 根 的 有 效 方法 . 

M 设 R>0 且 z=VR， 则 zz 是 方程 z* 一 R=0 HR. BRAT RR /(zx) 二 xz? 一 R 使 用 牛 
顿 法 (1) ， 这 个 选 代 公 式 可 写成 

ri = 2 (42) 

这 个 公式 ， 与 值 域 简化 相 结合 ， 常 常 被 用 于 计算 平方 根 的 子 程序 中 ， (这 个 公式 是 非常 古老 的 ， 
它 归功 于 Heron， 他 是 一 位 生活 在 公元 前 100 年 到 公元 100 年 间 某 一 时 段 的 希腊 工程 师 和 建筑 
wW.) 例如 ， 当 我 们 希望 计算 V17 并 且 从 zs 一 4 开始 ， 则 后 续 的 近似 值 如 下 (以 会 人 形式 给 出 ， 
仅 列 出 正确 的 数字 ): 

a = 4.12 

x: = 4.123 106 

Zs = 4. 123 105 625 617 7 

x, = 4.123 105 625 617 660 549 821 409 856 
ZT 给 出 的 值 精确 到 28 位 数字 ， 并 且 从 这 些 结果 中 ,我们 观察 到 所 期 望 的 有 效 数 位 倍增 的 现 
象 . 
3.2.4 MER 

牛顿 法 的 一 个 有 趣 应 用 出 现在 求 隐 丙 数 的 值 之 中 ， 我 们 在 1. 2 节 中 ， 讨 论 了 隐 范 数 定理 ， 
它 陈 述 了 在 相当 一 般 的 条 件 下 ,方程 G(x+，y )=0 定义 y 作 为 z 的 一 个 函数 ， 若 z 给 定 ， 则 
可 用 牛顿 法 从 方程 G(x，y ) 一 0 中 解 出 y。 从 一 个 适当 的 初始 点 y 开始 ， 我 们 由 


yn = A /2Sca,y4) 
> 


定义 yy ，y:，…。 这 个 方法 可 用 来 构造 函数 y(z) 的 一 个 表 ， 车 此 表 含 有 一 个 表 值 (zx,，y,)， 
并 且 我 们 希望 计算 其 附近 表 值 (z。.，,，y,:，)， 则 由 (zx。+;，y,) 开 始 进行 牛顿 迁 代 ， 这 一 先 代 结 
果 将 是 使 得 等 式 G(x,,, ，y,;,) 二 0 成 立 的 精确 值 y.;,。 因 为 G(x,，y.) 二 0 并 且 zx, 接近 于 


[85] 


(86) 
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Tn, 所 以 我 们 期 望 G(z,+，，y,) 较 小 并 且 少 许 几 步 牛顿 法 就 能 对 y, 进行 必要 的 校正 ， 使 等 式 
Glansis Yas) =O 精确 成 立 . 

例 3 建立 一 个 z 与 > 相对 应 的 表 ， 这 里 y 被 隐 式 地 定义 为 zx 的 一 个 函数 利用 Ga, y= 
327-+2y'— 2 +y'—3 且 从 z 一 0 开始 ， 以 0. 1 的 步 长 ， 依 次 进行 到 z 一 10 Wik. 

解 设 zr=0 且 y 一 1， 假定 4 步 牛 顿 法 将 足以 给 出 全 机 器 精度 ， 在 这 个 算法 中 ， 对 工 变 量 
我 们 有 M 步 ， 并 且 在 每 步 都 存在 N 次 牛顿 法 的 迭代 ， 根 据 这 个 算法 的 程序 需要 两 个 子 程序 或 
过 程 ， 其 中 第 一 个 用 来 计算 G(r+，y)， 第 二 个 用 来 计算 3 G/ 3 y.，( 在 此 例 中 ， 后 者 恰好 是 与 + 
无 关 的 . ) 这 些 函 数 是 

Gla, y)= 32 +27 — r +y 3 
2G, ,y) = 10y +37 
ay 


下 面 是 一 个 相配 的 算法 : 


input +0) yel, he0, ls Mo-100; Ne4 
output 0, ry ys Gore y) 
for i> 1 to M do 

rerth 

for j=1t0 N do 


-G 26 3 
yey Gury H/F y 


end do 
output i, x, y, Glee y) 
end do 
用 上 述 算法 计算 此 隐 函 数 所 得 到 的 一 些 值 如 下 : 
i z y Glz, y) 
0 0.0 1. 000 000 0. 00 
1 0.1 1. 000 077 0. 00 
2 0.2 1. 000 612 0. 89 X 10" 
20 2.0 一 2.810 639 — 0.82 X 10°” 
80 8.0 — 19. 926 35 0.56 X 10° 
99 9.9 — 26. 856 18 0.12 X 107 
100 10.0 — 27. 236 85 —0.15 x 10-* a 


3.2.5 非 线 性 方程 组 
非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 沿用 单个 方程 所 采用 的 相同 策略 ， 因 而， 我 们 先 线性 化 ， 然后 求 
解 ， 并 根据 需要 ， 重 复 此 步骤 .下 面 用 一 对 二 元 方程 来 说 明 : 
Aasa) =0 


Salasa) = 0 人 
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假设 (x,，z;) 是 (5) 的 近似 解 ， 我 们 计算 校正 值 h, 和 hs 使 得 (z, 十 六 ，z; 十 hs) 是 更 好 的 近 
似 解 。 只 用 二 元 泰勒 展开 式 ( 见 1. 1 节 ) 中 的 线性 项 ， 我 们 有 


r a a 
O= file thier th) © filer) th, SL +h, 2L 
a “ 6) 
9 3 
0 = falai Hha sze Hha) © fal vay) +h, ZE +h, SE 


(6) 式 中 的 偏 导 在 (zi ，z ) 处 赋值 ，(6) 式 组 成 一 对 确定 h M h 的 线性 方程 ，h Mh 的 系数 
矩阵 是 f 和 fo 的 雅 可 比 矩阵 : 
fafan afilar 
13 even Hees 


为 了 解 (6)，J 必须 是 非 奇异 的 . 若 此 条 件 满足 ， 其 解 是 
hJ [fired 
ie lee! 

内 此 ， 两 个 二 元 非 线 性 方程 的 牛顿 法 是 


ty ri ne 
= 十 
xe? a Ae 


hP fia? aP) 
i ke] B aP es 
用 高 斯 消 元 法 求解 这 个 主题 在 第 4 章 中 讨论 ， MRI 几乎 是 奇异 的 ， 求 解 雅 可 比 线性 方程 
组 可 能 就 会 有 困难 . 
不 需要 新 的 思想 来 讨论 包含 许多 变量 的 更 大 的 方程 组 ， 然 而 在 这 种 情况 下 ， 和 矩阵 向 量 的 形 
式 记 法 是 非常 方便 的 ， 设 X= Cry z oy z), FE Gis fo wo fad?» MIRA 


这 里 雅 可 比 线性 方程 组 


fit trey) 一 0 (<i<n (7) 
可 简单 地 表 成 
F(X)=0 (8) 
(6) 式 的 类 似 表达 式 是 
0 = F(X+H) ~ FOX) + F(X)H (9) 
其 中 = Chis has oy A)", 而 F'(X) 是 具有 元 素 3 f:/ 3 x, 的 nXn EIEEE JO, BD 
afi/an 9fi/azr … 9f1/9z, 
FOOD = fa Palae ~ 9 fel 9 Ze 
9f./an 9f/9r m Afalar 


校正 向 量 H 是 通过 解 (9) 中 的 线性 方程 组 得 到 的 理论 上 ， 这 意味 着 
H =- FOO FX) a0) 
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但 是 在 实践 中 ， 妃 通常 是 对 (9) 用 高 斯 消 元 法 确定 的 ， 从 而 回避 了 代价 更 高 的 求 (10) 中 逆 矩 阵 
的 计算 因此， 对 n 个 元 非 线性 方程 的 牛顿 法 是 
xe = x® 4 HP an 


这 里 雅 可 比方 程 组 是 
F(X®)H® =— F(X”) (12) 


例 4 从 (1，1，1)7 开始 ， 执 行 6 次 牛顿 法 的 迭代 来 求 非 线 性 方程 组 
zy=2 +1 
fous =r +2 
er 二 z= 十 3 
的 根 . 


filters) fax, —z}-1 
F(X) = jiem] [iin ata 
ex — e +r —3 


fsx +2525) 


求 偏 导 ， 我 们 得 到 雅 可 比 矩阵 


z: zy —2zs 
F(X) = |tz, — 22, mm 十 2z zr | 
en =e 1 
HPX =A, 1, D 来 执行 由 (11) 式 和 (12) 式 给 出 的 非 线性 牛顿 法 ， 得 到 下 列 结果 ， 
n zl te ta 
0 1.000 000 0 1. 000 000 0 1, 000 000 0 
1 2. 189 326 0 1.598 475 1 1. 393 900 6 
2 1. 850 589 6 1. 444 251 4 1. 278 224 0 
3 1. 780 161 1 1. 424 435 9 1. 239 292 4 
4 1. 777 674 7 1. 423 960 9 1. 237 473 8 
5 1. 777 671 9 1. 423 960 5 1. 237 471 1 
6 1.777 6719 1. 423 960 5 1. 237 471 1 a 


像 (8) 那 种 方程 组 的 解 常常 是 复杂 的 ， 关 于 这 个 主题 的 标准 文献 是 Ortega and Rheinboldt 
[1970]. 还 可 以 看 Rheinboldt[1974]、Ostrowski[1966]、Byrne and Hall[1973], Schnabel, 
and Frank[ 1984], Eaves, Gould, Peitgen and Todd[1983] 以 及 Allgower, Glasshoff, and 
Peitgen[ 1981]. Xt Fk i ME AY E EE WE BL HE MM FTE, BR Goldstein[ 1966] @& Ortega and 
Rheinboldt[ 1970]. 
习题 3. 2 
L 当 牛 琐 法 被 应 用 到 f(a) = tan "工时 ， 求 最 小 的 正 的 初 值 ， 使 得 牛顿 法 发 散 . 

2 对 fda 9 (其 中 q>0) 应 用 牛顿 法 假设 9>0.006 A k>l 证 明 若 x, 在 小 数 点 后 面 有 个 正确 数 
字 ， 则 zx, ,在 小 数 点 后 面 将 至 省 有 2k 一 1 个 正确 数字 . 
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3. 证 明 : 设 函数 了 的 二 阶 导数 广 连续 并 且 SO 0S). BRM 了 应 用 牛顿 法 ， BM limes sex? 存在 且 等 
FLO OD), 另外 如 何 把 这 个 事实 应 用 到 程序 中 测试 其 是 否 二 阶 收 伍 ? 
- (Steffensen 法 ) 考 虑 选 代 公式 


ten = fr) /g(r.) 
其 中 
a(x) = [fat fla) DNS 
证 明 在 适当 的 假设 下 ， 这 个 方法 是 二 阶 收敛 的 . 
.下 面 这 个 迭代 公式 的 目的 是 什么 ? 


Te = 2x, — Tiy 
AEE RIT A BEAL. 
,为 了 不 用 除法 来 计算 倒数 ， 我 们 可 以 通过 求 出 函数 f(x) 二 x ' R 零点 的 方法 来 求 得 z 一 1/R， 编 写 一 个 对 
了 应 用 牛顿 法 来 求 1/R 的 短 算法 ， 在 你 的 算法 中 ， 不 能 使 用 除法 或 求 桥 ， 那 么 对 正 数 R， 选 择 怎样 的 初 值 ? 
7, 定义 mm =O 和 xz 一 mm 一 [(tan zx, 一 1)/sec* zx,]， 在 这 个 例子 中 ， limz, BED? 把 这 个 方法 与 牛顿 法 联系 


起 来 . 
使 用 计算 器 对 多 项 式 


s 


P(r) = 42 — 22° +3 
执行 4 UE MEL, MAA xo = 一 1. 
9 车 对 fC) = 2) 2 用 牛顿 法 ， 初 值 zs 一 1， 试 问 zx; 是 多 少 ? 
10. 设计 一 个 计算 YR 的 牛顿 迁 代 公式 ， 这 里 R>0、 对 你 的 函数 F(z) 做 图 解 分 析 来 确定 使 先 代 收效 的 初 值 ., 
11. 设计 一 个 计算 任意 正 实数 的 5 次 方 根 的 牛顿 算法 . 
12， 函 数 (Oc +1 在 复 平面 有 零点 = ti. 对 于 复 牛 顿 法 ， 是 否 存在 实 初始 点 使 得 迭代 收敛 于 这 两 个 堆 
点 之 一 ? 复 初 始点 起 怎样 的 作用 ? 
13, 车 对 /( 才 == 式 一 1 用 牛顿 法 ，x。 二 10”， 要 得 到 精度 为 10-* 的 根 需要 迭代 多 少 步 ? (用 分 析 的 方法 ， 不 要 
用 实验 方法 求解 . ) 
14. 假设 "是 函数 SHER. HE, Of OA). EAE /" 连 续 ， 则 在 牛顿 法 中 我 们 将 有 ci = 


/2( 线 性 收 伊 ). 
15. 考虑 牛顿 法 的 一 种 变形 ， 在 这 种 变形 中 ， 仅 仅 需 要 一 个 导数 ， 即 
fan gee, = EA). 
Fe = E 
RC As 使 得 


en = Ceh 

16. 证 明 不 管 选择 什么 ( 实 ) 初 始点 ， 牛 顿 迁 代 对 下 列 函 数 发 散 . 

a f(s Hl 

b. f(z) =72' +32" +x 
17. 下 列 序列 中 哪个 是 二 次 收敛 的 ? 

a 1/n? 

b. 1/2" 

lyn 

de 

© l/r" 
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18. 如 果 初 始点 位 于 函数 了 的 零点 附近 ， 为 确保 选 代 
Zu 一世 一 af(z) 

线性 收敛 于 这 个 零点 ， 试 求 有 关 a 的 条 件 . 

19. 证 明 : 车 "是 函数 /的 k 重 零点 ， 则 通过 作 下 列 修正 : 
Tat = Te — hf (rN/f (x) 

可 恢复 牛顿 先 代 的 二 次 收 全 性 . 
20.( 续 ) 在 使 用 牛顿 法 的 过 程 中 ， 怎 样 通过 分 析 点 (x,，/(z.)) 的 性 态 来 发 现 多 重 零 点 ? 
21. RABE f(r) 二 0 的 Halley 法 使 用 了 选 代 公式 


Tet =1-— “44, 


FO? FOP 
这 里 Lf SS. TERS GERM FB f/ V 太 时 ， 产 生 这 个 公式 . 
22. 从 点 (0，0，1) 开 始 ， 对 非 线性 方程 组 
ry-2%=1 
fe =2 


ee—-o+z=3 
执行 牛顿 法 的 选 代 ， 请 解释 结果 . 


23. 对 下 列 方 程 组 执行 牛顿 法 的 两 次 选 代 . 


a. 初始 点 (0，1) 
Ari- =0 
seas =1 
b 初始 点 (1，1) 
y+riy+r= 3 
计算 机 习题 3. 2 


“编写 一 个 用 牛顿 法 解 方 程 -= tan z 的 程序 ， 求 最 接近 4.5 和 7.7 的 根 . 
+ CRE) 编写 且 测 试 一 个 求 方程 tan zx = x 前 10 个 根 的 程序 . (这 比 上 题 要 困难 得 多 . ) GEA ,ha ,… 是 这 个 方程 


9 


(4) PF AF AL) av? 一 1/10. (Amer. Math. Monthly), 10,1986 , 9 660 页 .) 


.通过 使 用 牛顿 法 计算 三 的 零点 来 求 函数 /(z) 二 x tan z 的 最 小 正 根 . 

编写 一 个 用 牛顿 法 解 方 程 z* 十 3z 二 5z? 十 7 的 简短 计算 机 程序 ， 从 z=5 开始 ， 计 算 10 步 . 

在 0.1 附 近 ， 方程 2x' 十 24z! 十 61z: 一 16z 十 1 二 0 有 两 个 根 ， 用 牛顿 法 求 出 这 两 个 根 . 

.对 本 节 中 第 一 个 例子 ， 研 究 其 根 对 常数 项 扰动 的 敏感 性 . 

“对 函数 /(z) 一共 一 1， 执 行 复 牛顿 法 ， 初 值 是 复 平面 上 位 于 圈 | = | <2 内 的 间距 为 0. 1 的 网 格 中 所 有 网 格 
点 、 把 所 有 引起 收 化 于 相同 零点 的 序列 的 网 格 点 涂 上 同一 颜色 . 在 彩色 制图 计算 机 的 终端 或 彩色 绘图 机 上 
显示 所 得 到 的 4 色 网 格 . 

.编制 复数 运算 的 牛顿 算法 程序 ， 并 对 下 列 函 数 与 初始 点 测试 此 程序 . 


a f(z)=2'+1, +i 


Naaa g 


s 


< 十 2 二 3i, z=1 
9. 编制 和 测试 Steffensen 法 (习题 3. 2. 4) 的 程序 ， 并 用 计算 机 习题 3.2. 1~3.2.2 中 的 测试 函数 来 测试 这 个 


非 线 性 方程 的 解 73 


程序 . 
10. 多 项 式 p(x) = 21° + 942° — 3892 +294 有 零点 1，3， 一 98.， 因 此 用 牛顿 迭代 计算 两 个 小 零点 中 的 任 一 个 时 ， 
点 zo 一 2 是 一 个 好 的 初始 点 .执行 这 个 计算 并 且 对 结果 作出 解释 . 
11. 对 复 值 函数 f= 1 te bet 执行 5 次 复 牛顿 法 迭代 ， 初 值 xm 一 一 1 十 和 
12. 求 函数 fC) = Le? tet 以 复数 模 递增 来 排序 的 前 4 个 零点 ， 如 何 知道 这 些 是 前 4 个 零点 而 你 没有 遗漏 某 
个 零点 ? 
13. 对 下 列 方程 组 (两 个 二 元 非 线 性 函数 )， 执 行 5 次 牛顿 法 选 代 
res =1+ r — y + e cosy 
filary) = 2zy + e siny 
初 值 为 x。= 一 上 1 和 y。 一 4， 这 个 问题 与 上 面 计算 机 习题 11 是 否 有 关 ， 并 且 它 们 是 否 有 类 似 的 数值 状态 ? 请 
解释 原因 。 
14. 用 牛顿 法 ， 求 下 列 非 线性 方程 组 的 根 
(es Ay t+ 522=19 
169z: 十 3 十 111z 一 10y= 10 
b ey w+ yao 
wt +2ry— y’ + tanz=0 


3.3 WB 


我 们 记得 ， 牛 顿 迭代 是 由 下 式 定义 的 : 
i AC?) 


Th PS (1) 


牛顿 法 的 一 个 缺点 是 它 需 要 求 零点 的 函数 导数 ， 为 了 克服 这 一 缺点 ， 人 们 提出 了 许多 方法 ， 比 
如 ，Steffensen 迭代 (习题 3. 2. 4). 


= (fa) ¥ 
Fan F FA) — FG) 


给 出 了 一 个 解决 这 个 问题 的 方法 ， 另 一 种 方法 是 用 差 商 
Fa) ~ Lad = fae) (2) 


Ta — Te 
代替 (1) 式 中 的 广 z). (2) 式 所 给 出 的 近似 直接 来 自 把 广 作 为 一 个 极限 的 定义 ， 即 
fa) = lim L = LW 


Ini = XT, 


zu 
如 果 做 了 这 种 替代 ， 由 此 得 到 的 算法 称 为 割 线 法 . 它 的 公式 是 
te =a- Sao Rs | a>) (3) 


因为 ,t+ 的 计算 需要 x, Mr 所 以 开始 时 需要 指定 两 个 初始 点 ， 然 而 ， 对 每 个 新 的 zs+ 仅 
需要 求 一 个 新 的 / 值 ，( 对 每 个 新 的 ri» Steffensen 算法 则 需要 求 两 个 了 值 . ) 
制 线 法 的 图 形 解释 类 似 于 牛顿 法 .只 是 曲线 的 切线 被 割 线 所 替代 .〈 见 图 3-6. ) 
例 1 用 割 线 法 求 下 列 函 数 的 一 个 零点 . 
f(x) = x — sinhr +42? +6149 
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图 3-6 割 线 法 的 几何 解释 


解 ”草图 提示 在 7 和 8 之 间 存在 一 个 零点 ， 取 这 些 点 作为 此 算法 的 初始 点 zs 和 zi， 当 这 
DO 个 代码 在 类 似 Marc-32 的 计算 机 上 运行 时 ， 我 们 就 会 得 到 如 下 的 结果 


n I, f(x) 

0 8. 000 00 — 0. 665 X 10° 

1 7. 000 00 0. 417 X 10° 

2 7. 058 95 0. 208 X 10° 

3 7.117 64 — 0. 183 X 10' 

4 7.112 89 0.710 X 107 

5 7.113 06 0. 244 X 107° 

6 7.113 06 0.191 X10™ a 


3.3.1 RM 
FOU Be ae AY Ty TRER AY AL, BRAT Ot N R ME eE. 


input a, b, M, à. e 
far fla)s for f(b) 
output 0, a, fa 
output 1, b, fb 
for k=2 to M do 
it | fal >| f61 then 
arty far fo 
end it 
(ba) /( fb— fa) 
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far fla) 


output $. a. fa 
if | fa| <eor | b—a | <ð then stop 
end do 
注意 ; 在 伪 代 码 中 ，[a，6] 的 端点 可 以 互 换 以 保持 | f(a) |< | f(6) | 、 因此， 数 对 {zv， 
tA | FD) S| fy) | ， 并 且 下 一 个 数 对 {zom, A | fz) |< f(x) |. 
这 确保 了 从 第 2 步 开始 函数 的 绝对 值 就 非 递增 . 
3.3.2 误差 分 析 
现在 来 分 析 制 线 法 中 的 误差 ， 伪 代码 中 包含 了 可 能 互 换 两 个 最 新 根 的 推测 ， 然 而 ， 在 下 面 
的 分 析 中 ， 我 们 只 考虑 端点 不 互 换 的 简单 情况 . 
Wer r HARK OME, RNA 
att = ton =r = fr) — flee a /Lf a) — fla ]—r 
= (F(x ena — f(z 1)e /f(z.) — fa] 
提出 因数 e,e，, 并 且 插 入 (xz, 一 x,，1)/(z, 一 +, 1)， 我 们 得 到 


> 一 Za- Fedia = Lt EN 
te [yas = fx, sll ae Jesen i (4) 


利用 泰勒 定理 ， 

fa) = flrte) = FO HS OF FELO +O 
因为 /(r) 二 0， 所 以 由 上 式 可 得 

fale = f'O+ ef + Oe) 
把 下 标 改 成 "一 1， 得 
fw) /er = O + Leif + OE) 

将 这 些 等 式 相 减 ， 得 到 

Fadlen fas er = He — ef) +O) 


因为 Ia Eri =e eni MA 
Lla) en = fe) ~to 


Te 一 To 


而 (4) 式 中 第 一 个 括号 内 的 表达 式 可 写成 


zz l 
Fad = fa FO 
因此 ， 我 们 证 明了 
en ~ FE Qeee = Qeni (5) 


此 式 类 似 于 牛顿 法 分 析 中 过 到 的 式 子 一 3. 2 节 中 的 (3) 式 . HRA MRM MM. R 
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们 要 求 下 列 渐 近 关系 

len [~A le le (6) 
其 中 A 是 正 的 常数 ， 这 意味 着 当 n 一 oo 时 ， Æ |e | /(A | e, |) 1 并 且 推 出 e 阶 收 
Sh. Ae 


lel ~ Abed lt lea) ~ (Atle DY” (7) 
在 (5) 式 中 ， 我 们 用 关系 式 (6) 和 (7) 中 的 | ener | 和 | eni | HAERE. ARE 
Ale lt~] CIl e, JA |e, |” 
此 式 可 写成 
ASTET ~| e, [reve (8) 


内 为 此 关系 式 的 左边 是 非 零 常数 而 e,->0， 所 以 我 们 断定 1 一 a 十 1/a 王 0， 或 取 正 根 ，a== (1 十 
5/2) 1. 62， 因 此 ， 制 线 法 的 收敛 率 是 超 线性 的 ( 即 比 线性 更 好 些 )， 由 于 关系 式 (8) 的 右边 是 
1， 所 以 现在 可 求 A， 利 用 等 式 1 十 1/a 一 a， RNA 


A =| C0 =| Cpe =] CJA =c = 
再 用 上 面 得 到 的 A， 最 终 对 割 线 法 有 


Ven [A |e, |? 

PAL +V5/2) 1. 62<2， 所 以 割 线 法 的 收敛 速度 不 如 牛顿 法 那样 快 ， 但 是 比 对 分 法 快 . 
不 过 ， 制 线 法 的 每 步 只 需要 一 次 新 的 函数 赋值 ， 而 牛顿 算法 中 的 每 步 却 需要 两 次 函数 赋值 ; 
f(x) 和 f'(x)， 因 为 在 这 些 算法 中 ， 函 数 赋值 构成 了 主要 的 计算 量 ， 所 以 割 线 法 中 的 两 步 相 当 
于 牛顿 法 中 的 一 步 ， 对 于 割 线 法 中 的 两 步 ， 我们 有 

lenl~Alenl ~ AM | en |Ë = AM | e, | 
这 比 牛 顿 法 的 二 次 收敛 要 好 的 多 ， 因 为 (3 十 V5)/2<2. 62， 当 然 ， 割 线 法 中 两 步 的 工作 量 要 多 
于 每 次 迭代 的 工作 量 . 

在 数值 分 析 ， 特 别 是 在 科学 计算 中 ， 我 们 已 讨论 过 的 三 种 方法 (对 分 法 、 牛 顿 法 和 制 线 法 》 
说 明了 一 种 共同 的 现象 : 速度 和 可 靠 性 之 间 的 平衡 ， 速 度 直接 关系 到 计算 的 成 本 ， 对 某 些 计算 
上 比较 集中 的 问题 (比如 ， 偏 微分 方程 的 数值 解 )， 要 求 速度 高 于 一 切 ， 而 对 一 个 被 各 种 用 户 使 
用 的 通用 软件 而 言 ， 可 靠 性 和 稳定 性 是 高 于 一 切 的 .如 果 没 有 用 户 干涉 ， 一 个 稳健 的 算法 或 子 
程序 能 够 处 理 各 种 不 同 的 数值 情况 ， 为 了 创作 具有 这 两 种 属性 的 通用 数学 程序 库 ， 多 年 来 人 们 
付出 了 巨大 的 努力 其 中 两 个 杰出 的 范例 是 IMSL[1995] 和 NAG[1995]. 

在 所 有 科学 计算 任务 中 ， 除 了 特殊 的 应 用 外 ， 我 们 不 必 自 编程 序 而 应 该 用 成 熟 的 软件 包 . 
对 于 求 根 问题 ， 最 好 的 软件 也 是 相当 复杂 的 ， 因 为 它 必 须 结合 几 个 过 程 以 便 既 能 确保 整体 收敛 
也 能 保证 局 部 快速 收敛 ， 如 前 所 述 ， 这 些 目标 彼此 之 间 有 些 冲突 . 

遗憾 的 是 ， 有 太 多 的 方法 及 其 变形 ， 不 可 能 都 在 本 书 中 描述 ， 其 中 我 们 没有 讨论 的 重要 算 
法 例子 是 由 Brent[1973]、Dekker[1969] 和 Le[1985] 开 发 的 ， 他 们 把 对 分 法 和 市 线 法 的 优点 相 
结合 ， 并 且 对 需求 根 的 函数 除了 Ca) fO 外 没有 作 其 他 任何 假设 ， 在 Brent 方法 之 后 的 思 
想 是 把 对 分 法 和 割 线 法 结合 在 一 起 并 且 包 括 一 个 逆 二 次 插值 法 来 得 到 一 个 更 稳健 的 过 程 ，Le 


0.62 


| “(r) 
2f (r) 
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算法 把 对 分 法 和 使 用 来 自 目标 函数 值 导数 估计 的 二 阶 与 三 阶 方法 结合 在 一 起 ， 我 们 鼓励 感 兴趣 
的 读者 去 查阅 上 面 引文 以 便 了 解 这 些 算法 的 完整 说 明 ， 因 为 这 些 合成 代码 非常 长 和 复杂 ， 所 有 
建议 通过 因特网 来 获得 这 些 代 码 的 软件 。 我 们 认为 只 要 可 能 ， 就 应 该 使 用 得 到 确认 并 被 检验 过 
的 软件 ， 通 常 这 些 精心 编写 和 测试 过 的 软件 可 免费 获得 .例如 ， 用 浏览 器 上 因特网 ， 我 们 能 连 
He http: //gams，nist，gov， 这 是 《Guide to Available Mathematical Software》 的 网 址 ， 在 那 
里 可 以 找到 problem decision tree， 点 击 进入 ， 然 后 从 F，Solution of nonlinear equations # A 
到 FL. Single equation 再 到 Flb，Nonpolynomial， 那 里 你 能 找到 Netlib 的 ( 求 一 元 函数 在 给 定 
域内 的 最 小 值 或 零点 的 )Brent 算法 的 C 语言 版 本 . 〈 见 附录 A. ) 

习题 3. 3 

1. 建立 (4) 式 ， 

TEM BK, WEHR noo, eg, HE SQ) 40, Wag ES WEA. 

,用 Cath) BL ft BYR TEP A fO FUER 


= 2 Be 
f(a) x R f(zt+h)—hi f(x +k) + Ch —#) f(a) 


(k— h)kh 
， 试 问 zx, BED? 
和 (zi)=5， 试 问 x, 是 多 少 ? 


Pas 


,车 对 函数 /(x) 二 x 一 2 应 用 制 线 法 ， 其 中 z= 0, 
.在 制 线 法 的 一 个 应 用 中 ， 若 =l, 2 =2, fly 


p 


e WEIZ fa HE ATE x, ~y, ERR lim 2, /y.I=1. ERE > y。， ua n HCHO, M 


A cta ~ Cya 


d Ë y> uns M r~ ve 
CF Ln 
7. 证 明 制 线 法 的 公式 可 写成 下 列 形式 ， 


rn = LODE = tafe) 
= fz) — FG, 


并 解释 为 什么 在 实践 中 ， 这 个 公式 比 (3) 式 差 . 
， (次数 非 常 高 的 多 项 式 ) 年 金 是 一 种 货币 基金 ， 它 指 按 固定 时 间 间 珊 支付 的 钱 (未 必 等 值 )， 在 年 金 的 一 种 形 
式 中 ， 基 金 按 每 个 时 间 间 陋 的 固定 利率 投资， 在 每 个 时 间 间 隔 的 末端 按 复 利 计算 利息 ， 设 支付 的 钱 是 w ， 
as V, 表示 年 金 的 累加 值 ， 它 在 支付 的 钱 a 交纳 后 计算 ， 因 而 ，V, =a, 并 且 

Vi=Vadtn+a, Ci = 2,3, 0) 


w 


因子 (1 +r) 说 明 在 一 个 时 间 段 中 V， 获得 的 利息 V. ENV, = 六 arr 其 中 = ltr. (与 计算 机 习题 
a 
3.3.6 相关 . ) 

有 两 个 人 采取 了 两 种 不 同 的 长 达 44 年 的 存款 方法 、 第 一 个 人 前 6 年 中 每 年 存 1 000 美元 ， 然 后 38 年 不 提取 
存款 以 便 赚 得 利息 、 第 二 个 人 前 6 年 不 作 任何 投资 ， 但 之 后 每 年 存 1 000 美元 ， 然 而 44 年 后 ， 两 个 账面 的 
值 相同 。 假 定 这 两 个 账户 的 收益 是 以 相同 的 利率 每 年 以 复 利 计算 ， 试问 这 利率 是 多 少 ? 每 个 账面 的 值 又 是 
多 少 ? 

10. 割 线 法 伪 代 码 中 的 交换 是 怎样 影响 误差 分 析 的 ? 写 出 修正 误差 分 析 的 细节 . 
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计算 机 习题 3.3 

1. 编写 一 个 对 函数 f 执行 割 线 法 的 子 程序 ， 这 里 假定 两 个 初始 点 是 给 定 的 。 用 下 列 函 数 测试 此 程序 . 
a. sin(x/2)—1 
be 一 tan z 
cc. 三 一 12z2z 十 3z 十 1 

2. 编程 且 测 试制 线 法 的 一 个 改进 ， 这 个 改进 使 用 习题 3. 3. 3 中 给 出 的 挛 (z) 的 近似 值 ， 即 ， 把 三 (z) 的 这 个 近 
似 用 在 牛顿 法 的 公式 中 ， 那 么 需要 3 个 初始 点 .前 2 个 可 以 是 任意 的 ， 而 第 3 个 则 用 割 线 法 得 到 . 

3. 分 别 编写 执行 对 分 法 、 牛 顿 法 和 市 线 法 的 子 程序 .它们 能 运用 于 任意 函数 ， 在 每 种 情况 下 ， 调 用 序列 都 应 
该 包括 一 个 用 户 准许 的 最 大 步 数 参数 M， 并 且 用 户 也 能 够 指定 所 需要 的 精度 ( 像 本 节 伪 代码 中 的 e 和 56)， 这 
些 代码 应 该 是 单 精度 的 . 

a 用 函数 


f(x) = an'a ir 
测试 你 的 子 程序 ， 设 法 获得 具有 全 机 器 精度 的 正 零点 . 
b. 用 = 中 找到 的 零点 作为 对 函数 
g(a) = tanz 
应 用 牛顿 法 的 初始 点 . 
co 把 你 所 编写 的 两 个 程序 结合 起 来 开发 一 个 同时 具有 良好 整体 和 局 部 性 质 的 综合 方法 . 
， 从 你 计算 机 的 共享 程序 库 中 选择 一 个 不 用 导数 的 程序 来 解 方程 f(x) 二 0。 对 下 列 给 定 区 间 的 函数 测试 这 个 
代码 . 
zx” 一 1, 在 [0, 10] 上 
b. tan 7—30x, 在 [1, 1.57] 上 
cata)", 在 [0, 1] 上 
da? +10, 在 [一 0.75, 0.5] 上 
er” +10, 在 [一 0.75, 0.5] 上 
fat, 在 [一 1, 10] 上 
gz 在 [一 1, 10] 上 
hze, 在 [1, 4] 上 
( 见 Nerinckx and Haegemans[1976]. ) 
5. 用 与 课本 上 同样 的 例子 来 编程 且 测 试制 线 法 . 然后 用 3 和 10 作为 初始 点 重新 计算 ， 并 对 所 发 生 的 情况 作出 
解释 . 
6 (参见 习题 3. 3. 8) 连 续 交 纳 60 次 月 款 到 年 金 中 .在 前 5 年， 支付 的 钱 分 别 是 200 美元 ，275 美元 ，312 美 
元 ，380 美元 和 400 美元 ， 在 交纳 最 后 一 笔 支付 款 后 ， 年 金 的 累积 值 是 24 738 美元 ， 试 问 月 利率 是 多 少 ? 
用 制 线 法 求 所 出 现 的 多 项 式 的 零点 . 


3.4 不 动 点 和 函数 迭代 


牛顿 法 和 Steffensen 法 是 通过 形 如 
Zn = F(z,) (n>0) a) 
的 公式 来 计算 点 序列 过 程 的 一 些 实例 .由 这 样 的 等 式 来 定义 的 算法 称 为 函数 迭代 ， 在 牛顿 法 
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H, PRR F A 
fl) 
F(x) =2 FB 
而 在 Steffensen 法 中 ， 有 
F(x) = r- AOL 


TOF f(x) = fF) 
我 们 还 可 以 列举 出 许多 其 他 函数 选 代 通 用 过 程 的 例子 ， 并 将 概要 地 研究 这 个 一 般 的 理论 ， 

公式 (1) 可 用 于 生成 不 收敛 的 序列 一 一 例如 ， 序 列 1，3，9，27，…， 这 个 序列 是 在 zo 一 1 
和 F(x) =32 的 情况 下 产生 的 ， 然 而 ， 我 们 的 兴趣 主要 是 在 那些 limz。 存在 的 情况 ， 因 而 假设 


limz, = s 
那么 和 下 之 间 存 在 什么 关系 呢 ? 如 果 FER, BA 
F(s) = F (lima, )= lim F(x) = lima, 一 5 


因此 ，F(s) 三 s， 并 且 我 们 称 s 为 函数 下 的 不 动 点 ， 我 们 可 以 认为 不 动 点 是 函数 在 迭代 过 程 中 
“锁定 ”的 值 . 

一 个 数学 问题 常常 能 归结 成 为 一 个 求 函数 不 动 点 的 问题 ， 一 些 非常 有 意思 的 应 用 出 现在 微 
分 方程 、 最 优化 理论 和 其 他 领域 之 中 .通常 需 寻 找 不 动 点 的 函数 已 是 一 个 从 一 个 向 量 空间 到 
另 一 个 向 量 空间 内 的 映射 ， 我 们 打算 分 析 下 把 某 个 闭 集 COR 映射 到 其 自身 内 这 种 最 简单 的 情 
况 ， 而 其 所 证 明 的 定理 与 压缩 映射 有 关 ， 如 果 存 在 一 个 小 于 1 的 数 1， 使 得 对 下 定义 域 中 所 有 
的 点 Aly, A 

| Fi) ~ Fly) |< 1z 一 y| (2) 

这 个 映射 (或 函数 )F 被 称 为 是 压缩 的 、 如 图 3-7 所 示 ， 压 缩 函 数 下 把 z 和 y 间 的 距离 映射 成 
F(x) Al F(y) 间 的 较 短 距离 . 


y 


图 3-7 压缩 映射 图 解 的 例子 


定理 1( 压 编 映射 定理 ) 设 C 是 实 轴 的 一 个 闭 于 集 ， 若 下 是 一 个 C 到 C 内 的 压缩 映射 ， 则 
玉 有 唯一 的 不 动 点 ， 而 这 个 不 动 点 是 初始 点 为 zo EC 的 由 (1) 式 所 产生 的 每 个 序列 的 极限 
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证 明 利用 压缩 性 质 (2) 和 (1) 式 得 
| z, — zo |= | F(x) — Fez) IKA | Eea — Tne | (3) 
重复 这 个 论证 ， 得 到 
La, = ana [KA | Eai SR | tee | LAT! | a — To 
AA x, 可 写成 如 下 形式 
Ze = To + (Ti— T0) + (2: — 21) toe + Ce — Za) 


所 以 我 们 看 到 序列 [z,] 收 敛 当 且 仅 当 级 数 


Man) 

KA HERTAKA, REEN 
Saras 
2 


收敛 即 可 ， 这 很 容易 证 明 ， 因为 我 们 可 用 比较 法 和 前 面 的 工作 ， 


DE |< DA lai = ao I= phla zl 
HFFA KK, 所 以 设 :一 limzv 因而 ， 用 前 面 的 记号 ， 有 FO=s (显然 压缩 性 蕴涵 F 
的 连续 性 . ) 下 面 证 明 不 动 点 的 唯一 性 .如果 zx 和 y 都 是 不 动 点 ， 则 
| z 一 >|=| F(z)—F(y) |<ala-yl 
因为 4 二 1， 所 以 | x 一 y | =0. 最 后 ， 因 为 * 是 C 中 序列 的 极限 ， 则 所 得 到 的 点 * 属于 C. M 
对 所 有 完备 度量 空间 到 其 自身 内 的 压缩 映射 ， 定 理 1 都 成 立 . 
例 1 证 明 上 压缩 映射 定理 中 序列 [zx] 满足 柯 西 收敛 准则 . 
解 ” 回 忆 关于 序列 [zx,] 的 柯 西 准则 ， 给 定 任意 的 :， 存 在 一 个 整数 N 使 得 当 n，m 之 N BY, 
有 | mw 一 zw | <e. Ë " 信 m 过 N， 则 根据 三 角 不 等 式 和 (3) 后 面 的 式 子 ， 有 
| ty En | S| ze 一 zl: | 十 | Eni — Tos | 十 … 十 | zer 一 ze 上 
Sant | xy — ae [Fat | zy — 20 |e +a" | 1 — 20 
=A" |z r | (1 十 4 十 和 十 十 A" 下》 
Ka“ | xy ae | tata te) 
=A" | x—2 | d—ayt 
WT MER > 0， 存 在 一 个 N 使 得 当 n，m>N 时 ， 有 | z, 一 zw | <e 我 们 只 要 增加 N 直到 
A“ | yx | AA) <e MT. a 
例 2 证 明 如 下 递归 定义 的 序列 [z,] 收 剑 . 


To 一 一 15 
eae Pee (n>) 
1z1/2 是 压缩 的 ， 因 为 根据 三 角 不 等 式 ， 有 
1 
[Fao — Foy |= [3-4 121-3431 9 I-12! |[=F]lyi-izi[< di yz! 


解 ”函数 F(z) 一 
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根据 定理 1， 上 述 序列 必 收敛 于 下 的 唯一 不 动 点 ， 容 易 看 出 它 是 2。 在 此 定理 中 ， 我 们 可 取 C 
WR. a 

例 3 用 压缩 映射 定理 来 计算 下 列 函数 的 不 动 点 

F(x) 一 4 十 二 sin2z 
RM ”根据 中 值 定理 ， 我 们 有 
| FG) = PO) | 一 于 1sin2r 一 sin2y1= = | cos2e || r-yl<z 1z 一 y1 

其 中 8g 介 于 x 与 y Zila). 这 说 明正 是 压缩 的 并且) 一 2/3.， 根据 定理 1，F 有 不 动 点 ， 求 此 不 
动 点 的 计算 机 程序 是 基于 下 面 这 个 算法 的 ， 它 从 初 值 4 开始， 执行 20 URAL: 


input e+ i; Mz 20 
for k= 1 to M do 


1 
PEES ETI 


3 


output $. x 
end do 
此 程序 产 牛 20 行 输 出 数据 ， 下 面 显示 其 中 的 若干 行 ; 
k z 
1 4. 329 786 1 
2 4. 230 895 1 
3 4. 273 633 8 
14 4. 261 483 0 
15 4. 261 484 0 
16 4. 261 483 6 
20 4. 261 483 7 
在 最 后 … 行 中 ， 给 出 了 7 位 精确 小 数 的 不 动 点 . a 
误差 分 析 


现在 让 我 们 来 分 析 陶 数 迭 代 过 程 中 的 误差 .假设 下 有 不 动 点 s， 而 序列 [zx,] 由 公式 r = 
FOr, iM. 设 


车 已 存在 且 连 续 ， 则 根据 中 值 定 


Tena 


= F(x.) — F(s) = F(t) (2, — s) 
或 
es = FCG) en 
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这 里 点 5, 介 于 z。 Ss 之 间 . 对 所 有 的 zx， 条 件 | P(r) | <1 保证 误差 数量 递减 ， 若 。, 较 小 ， 
Mg 就 接近 s， 且 F'(&,)~F'(s)， 当 FF'(s) 较 小 时 ， 人 们 预料 会 迅速 收敛 ， 一 个 理想 的 情况 是 
F'(s) 二 0， 此 时 ， 将 额外 使 用 泰勒 级 数 中 的 一 项 ， 为 了 同时 处 理 几 种 情况 ， 假 设 9 是 一 个 整数 
使 得 
F®(s) =0,1<k<q fA F? (s) 40 
根据 F(z,) 在 附近 展开 的 泰勒 级 数 ， 我 们 有 
enti = Tati 一 5 一 下 (zs) — F(s) 
= Fis +e,) — F(s) 


= (FG) + FCs) + BaF ++] — Fs) 


Le ae eee! R, oD Lafo 
= eF’ (5) + gei F” C) +o + DIF à G ce) 
内 此 
en = DAF) w 
如 果 我 们 知道 limz, 一 *， 那 么 (4) 式 殖 涵 
lim Lem l 1 pec) © 
e.n Lele at 


回忆 在 1. 2 节 中 ， 对 任何 收敛 于 点 s 的 序列 [x,]( 不 管 它 是 否 由 函数 迭代 引起 )， 我 们 定义 收敛 
阶 是 使 得 极限 


存在 且 非 零 的 最 大 实数 9， 这 样 的 9 不 一 定 存在 ， 而 当 它 存在 时 ， 也 不 一 定 是 一 个 整数 . 
例如 ,， 若 F (s)=0 H F#0, W g=2 并 且 有 


en 一 fer) 
这 使 人 联想 到 牛顿 法 在 3. 2 节 中 的 (3) 式 ， 事 实 上 ， 牛 顿 法 使 用 
F(x) = 2- KEL 


fz) 
并 且 对 它 , 我 们 有 
na) = DF DT ff" _ ffa) 
canes Pw FOF 
因为 F 的 不 动 点 是 /的 零点 ， 所 以 F’(s)=0. khh, 


F(z) = OTUS a) + fio iol FLEKA MESA] 
Fœ 


因此 ， 通 常 我 们 有 
= [9 
F%s) = FOF? 
车 下 用 在 不 动 点 s M E ABO A 


非 线性 方程 的 解 83 


3 goa 

FRAG r SFr), MEARE F? (5) 天 0 的 第 一 个 整数 9， 习 题 3. 4. 16 要 求 给 出 这 个 

命题 的 证 明 . 

习题 3. 4 

1. 著 下 是 从 [a， 到 [a，] 的 压缩 并 且 z.i FC), ao Ela, 的 ， 则 对 适当 的 C， 有 | zx, 一 s | Sar 证 明 
这 个 结论 并 且 给 出 C 的 一 个 上 界 ， 这 里， 是 下 的 不 动 点 . 

2. 证 明 : 若 F; [a,b] 一 RR，F' 连 续 ， 且 在 [a, blt | F(x) | <<1， 则 下 是 压缩 的 ， 试 问 下 是 否 一 定 有 不 
动 点 ? 

3. WEA: 若 下 是 [u， 候 到 [a，b] 内 的 连续 映射 ， 则 下 必 有 一 个 不 动 点 然后 确定 这 个 命题 对 从 只 BR 的 函数 
是 否 成 立 ? 

4A. 证 明 下 列 函 数 在 指定 的 区 间 上 是 压缩 的 ， 并 求 (2) 式 中 最 佳 的 值 . 
a OA? 让 任 何 区 间 上 
br/2 在 1<rss5 上 
c tan ' r 在 任何 林 含 0 WAE 
d rite lal <1/3 kb 

5. 天 文学 中 的 开 兽 勒 方程 是 x 三 y 一 esin y，0<e<<1， 证 明 对 每 个 xE [0，x]， 存 在 一 个 y 满足 这 个 方程 .并 
把 这 解释 为 一 个 不 动 点 的 问题 . 

6 考虑 形 如 Fr) = at fr) g(a) EAM, KB /(r) =0 H /“(r) 取 0， 试 求 关于 函数 g 的 精确 条 件 使 得 当 
在 附近 并 始 时 ， 这 个 函数 迭代 法 会 三 次 收 敏 于 r. 

T. 车 你 把 一 个 数 输入 袖珍 计算 器 中 ， 然 后 反复 按 cosine 键 ， 最 终 会 出 现 怎样 的 数 ? 请 提供 一 个 证 明 ， 

8. 证 明 ， 若 在 区 间 [xo 一 p，zo。+p]J 上 ，| F) | <A<1, 其 中 p= | Fir) z | /(1 一 A)， 则 由 选 代 r. = 
F(zv) 生 成 的 序列 收敛 . 

9 如 果 应 用 于 未 数 / 的 牛顿 法 三 次 收敛 于 / 的 零点 ， 那么 / 必须 具有 怎样 的 特殊 性 质 ? 

10. 如 果 我 们 试图 通过 把 牛 赋 法 应 用 于 方程 F(x) 一 z=0 ER 下 的 不 动 点 ， 试 问 会 产生 怎样 的 选 代 公式 ? 

1L. 证 明 : 车 /在 [a，6] 上 是 连续 且 正 的 ， 并且 f(a) f(b)<0, 则 /在 (a, 妨 内 只 有 一 个 零点 ， 同 时 证 明 用 适 
当 的 参数 人 对 F(z)=z+MfF(z)， 应 用 函数 选 代 法 就 可 得 到 这 个 零点 . 

12. 设 p 是 … 个 正 数 ， 下 列表 达 式 的 值 是 多 少 ? 


T=VpPHYp+ Vp+* 
注意 ;这 个 表达 式 可 解释 为 z= lime, 二 Vp，x: =V pVPp， 等 等 提示 : WR = VP 二 元、 
13. (BEE p>1。， 下 列 连 分 式 的 值 是 多 少 ? 


用 上 题 的 思想 来 解 这 个 问题 ， 并 用 压缩 喘 射 定理 来 证 明 数 值 序列 收敛 . 

14.( 续 ) 提 出 一 个 求 二 次 方程 r 十 pz 十 q=0 根 的 迭代 法 - 

15. 设 正 是 区 间 [e， 执 到 其 自身 内 的 一 个 压缩 映射 ， 而 * 是 下 URDA. MPa 并且 | F(z) 一 z | <e 
那么 是 否 可 推出 有 | + 一 s | <e? ER | xz 一 s | <e(1 一 4)-:， 这 里 ) 是 (2) 式 中 的 常数 . 


105 


106| 


(107) 
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16. 
17. 


HEIR A [A T 2h FE AEAT K R CE ACA A Oe. 
KERRIER nF). F: R- 迟 所 表达 的 那样 简单 、 例如， 可 能 有 函数 F;， RPR. 证 
明 对 分 法 和 市 线 法 就 是 这 种 类 型 。 并 明确 地 定义 每 种 情况 中 的 F. 


,证 明基 已 连续 并 县 在 区 间 [a, OJ | F(x) | 天 1， 则 下 在 [ae， 妇 上 是 压缩 的 ， 请 说 明 对 于 开 区 间 ， 这 


THICK DRG. 


.如果 两 数 选 代 法 应 用 于 两 数 F(z) 一 2+(z 一 2) E, FA 22.5 FPR, RU BT EB > OR MGR 


PR BOE (CK HY HELE. TE. 2 是 不 动 点 . 


20. 证 明 下 列 两 数 在 所 给 的 定义 域 上 是 压缩 的 ， 但 是 它们 在 这 些 定义 域 上 却 没有 不 动 点 .为 什么 这 与 压缩 映射 


EAA? 
a FOr) 3-08 WET 1/4 AJE 
b FOr) =~ e/2 fe[—2, 一 1JU[1, 2] 上 


WA tela, Obie. RRE aS Ob, M 了 在 区 间 [a， 妇 内 有 不 动 点 .注意 ; 我 们 没 


AWB as fob. r€[ay b]. 


在 区 间 [e，d | 上 增加 什么 样 最 低 条 件 才 能 使 得 [a，5] 到 [c，d] 内 的 每 个 连续 映射 都 有 不 动 点 ? 
= 求 下 列 序列 的 收 敏 阶 . 


CR 
br> da 
e= A/F 


dea tan | ay 


WTR AR 广 的 零点 ， 我 们 可 求 两 数 FO) =r- f/f OHRA. WTRF 的 不 动 点 ， 我 们 可 用 和牛 


OWE) 一 + 二 0。 当 如 此 这 般 操作 时 ， 生 成 序列 x, 的 公式 是 什么 ? 


:证 明 出 F(z) 二 47(1 一 7 定义 的 函数 下 把 区 间 [0，1] 映 射 到 其 自身 内 ， 并 且 正 不 是 压缩 的 ， 再 证 明 它 有 不 


而 用 为 什么 这 与 床 缩 映 射 定理 不 矛盾 ? 
CVE /2 MARBRE. HEMA xo = 7 开始 ， 试 问 由 此 产生 的 序列 是 否 收 和 化? 如 果 收 伍 ， 
那么 极限 是 什么 ? 细致 地 给 出 你 的 回答. 


27 WM AES HF: Rela. b), AF tela, 妇 上 是 压缩 的 ， 则 斑 有 了 唯一 的 不 动 点 ， 它 可 以 通过 函数 迭代 


法 来 获得 ， 洗 代 初 值 可 以 是 任何 实 值 . 


28， 举 出 没有 不 动 点 但 有 下 列 特性 的 函数 实例 : 


af: (0. 1) Co. 1) 

bof: 0. DOO. 1) Hie 

cof: A ”A Hike. 其 中 A=[0. LULZ, 3] 
df: Pow? 月 连续 


e WARUD 2a tan | AR| /'(x) | 二 1， 再 证 明太 没有 不 动 点 。 并 解释 为 什么 这 与 压缩 映 


射 定理 不 不 盾 . 


30 这 个 问题 涉及 明 数 F(z) 一 10 一 2z。 让 明 严 有 不 动 点 ， 设 zm 是 任意 的 ， 且 定义 ri; 二 F(z,)，n 之 0， 求 


的 非 递 时 公式 ， 证 明 除非 是 一 个 给 定 的 特殊 值 ， 否 则 这 个 函数 迭代 法 不 会 产生 收敛 序列 ，x, 的 这 个 特 
RARE D? 为 什么 这 与 压缩 映射 定理 不 矛盾 ? 


: 设 严 在 一 个 并 低 间 内 是 连续 可 微 的 ， 并 且 假 设 下 在 这 个 开 区 间 内 有 不 动 点 s. WEA: 车 | PCO | <1， 则 


只 要 初始 点 充分 接近 *， 由 函数 迭代 法 定义 的 序列 就 会 收 全 于。 提示 : 选择 ) 使 得 | FD) acl, ® 
后 考虑 中 点 在 r 的 区 间 ， 并 且 在 此 区 间 内 有 | F) | 一 1. 
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32. W1/2S¢<1. 并 有 肯定 义 F(z) 一 27z 一 4z， 试 问 在 怎样 的 区 间 上 能 保证 用 F OBRAEMMT RHA? (这 个 
问题 与 习题 3. 2. 5 相关 . ) 

33. 写 出 两 种 求 函 数 (1) =2 +60 “一 4 零点 的 不 动 点 的 过 程 . 

34. HELI/2 o], (1/8. 1J, (1/4. 2], C0. 1], 01/5. 3/2] RP RL EB SO 一 V7 是 压缩 的 ? 

35. 一 个 也 数 被 称 为 多 重 收 缩 的 ， 如 果 

FE) — F(x) |<A| FQ) r | a<n 

证 明 每 个 收缩 都 是 多 重 收缩 的 ， 但 是 多 重 收 缩 未 必 是 收缩 的 ， 也 不 一 定 是 连续 的 . 

36. 如 果 函 数 选 代 法 用 于 F(z) 二 zx? 二 x 一 2， 并 且 产 生 一 个 收 化 的 正 数 序列 ， 那 么 这 个 序列 的 极限 是 什么 ? 初 
始点 是 什么 ? 

237. 考虑 形 如 F(x) 二 + 一 /(z)/ 了 (x) 的 函数 ， 其 中 f(r)=0 Af (AO. REF BM S 的 精确 条 件 使 得 在 + 
附近 开始 选 代 时 ， 这 个 函数 选 代 法 至 少 三 次 收 仇 于 

38. 分 析 作为 函数 选 代 实 例 的 Steffensen 法 (习题 3. 2.4)， 确 定 其 收敛 阶 . 

39. 一 名 学 生 记 错 了 牛顿 法 ， 并 写成 x. ,1 一 /(x.)/f'(zx,)， 同 这 个 方法 基 否 能 求 出 的 零点 ? 收敛 阶 又 是 
多 少 ? 

40. 证 明 下 列 计算 VR 的 方法 有 三 次 收敛 性 : 


P 


a Zr} + 3R) 
zi +R 


考虑 形 如 14 6) Sr — Fry) / gay) OAR BE. LBL EMME A E ARER f 的 单 零点 但 不 是 函数 
BAYES. WR /和 A ZI) YK RG Pe OY AEH 3 或 更 高. 


3.5 求 多 项 式 的 根 


在 前 面 各 节 中 所 讨论 的 方法 (特别 是 牛顿 法 ) 当 然 能 用 于 多 项 式 ， 但 是 在 求 多 项 式 的 根 时 ， 
如 果 可 能 ， 我 们 就 应 该 充分 利用 这 种 函数 的 特殊 结构 此外， 多 项 式 问题 时 常 因为 我 们 希望 计 
算 已 知 多 项 式 的 复 根 (即使 多 项 式 有 实 系数 ) 或 所 有 根 而 变 得 复杂 起 来 ， 因 而 ， 求 多 项 式 根 的 课 
题 需要 特殊 处 理 ， 的 确 ， 它 也 受到 这 种 待遇 已 有 差不多 400 年 了 . 

我 们 从 某 些 重要 的 理论 结论 开始 ， 读 者 可 能 已 熟悉 这 些 结论 中 的 大 多 数 ， 我 们 把 多 项 式 写 
成 如 下 形式 


4l. 


bC) = az" +a, be Haz? tayztay @ 

其 中 ， 系 数 a, 和 变量 = 可 能 是 复数 . Ha. +0, WM p 为 n 次 多 项 式 、 我 们 对 求 p 的 根 感 兴趣 . 

那么 是 否 存 在 根 ? 下 面 的 定理 (首先 由 高 斯 于 1799 年 证 明 ) 回 答 了 这 个 问题 ， 这 里 给 出 的 来 自 
1938 年 的 证 明 是 G. H. Hardy[1960， 附 录 一 ] 和 Fefferman[1967] 所 写 的 . 
定理 1( 代 数 基本 定理 ) 每 个 非常 数 多 项 式 在 复数 域内 至 少 有 一 个 根 . 

证 明 设 p 是 非常 数 多 项 式 、 我 们 希望 证 明 对 某 个 z, EC ，p(z,) 二 0， 内 为 p 不 是 常数 ， 

所 以 当 | = | 一 %w 时 ，| plz) | oo, i DEP RD TE 0 的 圆 盘 HEBRE] plz) | > 

1 poo |. Bz» 是 一 个 达到 inf | DPC) | 的 点 .因为 0ED， 所 以 | pled |<) p(0)| .内 

此 对 所 有 ET. | pled I<) Dl. SDE petz). 我 们 希望 证 明 a(0)=0, AT 

PI=O. IED =e be, 2 bee tee =e ter te re). WP £40 Ar 是 一 个 多 项 式 
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(可 能 是 0)， 现 在 我 们 要 证 明 c= 0. RAM c, 关 0， 设 岂 是 任意 一 个 满足 cjw’ = 一 co 的 复数 ， 定 
X N= sup | r(ew) | 。 选 择 足 够 小 的 e€ (0，1) 使 得 e | w | NS] co | ， 因 此， 我 们 得 到 
如 下 的 矛盾 : 
| qlew) | <| co + ceiw | 十 ea || rlew) | 
=| &— coe’ | 二 ee | w |N 
<le | QE) +e | co [=| co 1=1 gO) | 
=| plz) [<] plzo +ew) |=| glew) | a 


这 个 定理 及 其 证 明 的 历史 可 阅读 KlineL 1972, 38 597~606 页 ]， 由 刘 维 尔 定理 的 推论 可 得 
到 这 个 现代 的 证 法 ， 例 如 ， 见 Bak and Newman[1982]，Henrici[1974]，Ahlfors[1966]， 或 其 
他 有 关 复 分 析 的 教科 书 . 

代数 基本 定理 没有 断言 实 根 的 存在 性 ， 而 且 像 z* 十 1 这 样 最 简单 的 例子 ， 也 表明 即使 多 项 
式 的 系数 都 是 实数 ， 它 也 未 必 有 实 根 . 

BKB 至少 为 1 的 多 项 式 p 被 线性 因 式 z 一 c 除 ， 则 结果 产生 商 g 和 余 项 r， 后 者 是 一 个 
复数 ， 而 前 者 是 一 个 "一 1 次 多 项 式 、 我 们 可 用 等 式 

plz) = (z— ge)+r 
表示 这 个 过 程 ， 由 此 我 们 看 到 (通过 令 = 一 <) p(c) 一 r， 这 个 事实 称 为 剩余 定理 . Hep 的 
根 ， 则 r=0， 并 且 有 
plz) = (x—c)g(z) 
因此 ，z 一 c 是 p(z) 的 一 个 因 式 .这 个 结论 称 为 因子 定理 . 

记 P(z)=(z 一 nm)g(z)， 其 中 mm 是 户 的 任何 一 个 根 ， 根 据 代数 基本 定理 ，9q 有 一 个 根 ， 
比如 说 是 r (RAE q 是 0 次 )， 因 此 ，9(z) 有 因 式 >r, HARTIE p) =r) z 一 
户 )9g:(z)， 依 此 进行 下 去， 最 后 到 达 终 止 点 ， 由 于 在 每 一 步 ， 相 继 的 g (=) 的 次 数 减 1， 因 此 ， 
Qn 将 是 一 个 常数 ， 而 最 后 的 等 式 是 

p) = (z> rlz r) (一 mm)g， 
RUE T n KEAR p 有 一 个 nn 个 线性 因 式 乘积 的 分 解 式 , 并 且 每 个 因 式 对 应 于 p AAR BB 


然 p 不 可 能 有 其 他 的 根 ,因为 如 果 z 是 任何 不 同 于 r; ora ，… ,7。 的 复数 ,那么 积 ][ (= 一 nm) 就 不 可 


能 是 0. 因为 有 些 根 m 可 能 彼此 相等 ,所 以 次 多 项 式 至 多 有 n 个 根 . 根 的 重 数 是 指 对 应 于 此 根 的 
因 式 在 p 的 因 式 分 解 中 出 现 的 次 数 . 把 前 面 的 注释 与 代数 基本 定理 相 结合 ,我 们 就 获得 了 下 列 
定理 : 

定理 2( 多 项 式 复 根 定理 ) 一 个 n 次 多 项 式 在 复 平面 内 恰好 有 nn 个 根 ， 每 个 根 的 重复 次 数 
等 于 它 的 重 数 . 

通常 我 们 想 要 知道 多 项 式 的 根 在 复 平面 内 所 处 的 大 概 位 置 ， 文 献 中 ， 有 许多 诸如 笛 卡 儿 正 
负 号 法 则 这 样 的 有 关 根 定位 问题 的 结论 ， 例 如 ， 见 Young and Gregory[1972] 的 5.5 节 ，Stoer 
and Bulirsch[1980] 的 5.5 节 ，Marden[1966] 的 论文 丛 集 ， 或 Henrici[1974] 的 3 卷 论 文集 中 的 
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第 1 卷 ， 下 列 定理 取 自 Conte and de Boor[1980] 教 科 书 中 ， 它 提供 了 关于 根 的 模 的 一 个 容易 计 
算 的 上 界 . 
定理 3( 定 位 定理 ) 等 式 (1) 中 多 项 式 的 所 有 根 位 于 中 心 是 复 平面 原点 的 开 辕 盘 内 ， 并 且 
它 的 半径 是 
p=1+la,| "max | a | 
证 明 c= max |a | + Alte | a, | '=p— 1. 如果 < 一 0， 则 结论 自然 成 立 ， 因 此 假定 
5>0. 于 是 p>1. 车 | z | >p, WAX p>) 
| pl) | Sf asz" | 一 | az 一 十 … 十 ao | 
>l az’ |-c) izl’ 
S 
>| az’ |—c| z|] z|)’ 
=| a" | {1—c | a A 2|-D"} 
>| a.z" | {1—c | a |D} =0 a 


Al 求 中 心 在 原点 的 圆 盘 ， 使 得 它 包 含 多 项 式 
plz) = xt — 428 +72? 52-2 
的 所 有 根 . 
E ”根据 定理 3， 这 样 一 个 贺 盘 的 半径 是 
e=1+la | max | a |=8 es 
另 一 个 分 析 多 项 式 的 有 用 思想 是 : 取 (1) 式 的 多 项 式 户 ， 并 考虑 函数 s(z) = z"p (1/z). 
因此 ， 
(x) = e[a(4)+a.(4) i teta] 
=a, +a iz +a, + + az" 
这 说 明 * 是 一 个 次 数 至 多 为 ”的 多 项 式 ， 它 的 系数 可 以 立刻 写 出 ， 因 为 除了 次 序 颠 倒 外 ， 它 们 
与 的 系数 相同 现在， 显然 对 非 零 复数 z。， 条 件 p(z。)==0 等 价 于 条 件 s(1/z。) =0， 因 此 ， 
我 们 有 下 列 结 论 . 
定理 4( 根 定位 定理 ) 若 s 的 所 有 根 都 在 国 盘 {z : |z| <<p} 内 , 则 记 的 所 有 非 淮 根 都 在 
Male: | z | <p. 
例 2 求 一 个 中 心 在 原点 的 圆 盘 ， 使 得 它 不 含 p HH, LB p 是 例 1 中 的 多 项 式 . 
解 ”定理 4 中 提 到 的 多 项 式 * 是 
s(z) =— 22+ — 52 +72 — 4z +1 
因而 ， 根 据 定理 3，s 的 所 有 根 都 在 中 心 在 原点 ， 半 径 为 p=1 十 | a | ‘max | a, | =9/2 的 圆 
盘 内 ， 根 据 定理 4，p 的 所 有 根 位 于 半径 是 2/9 的 圆 盘 外 .因此 ，p 的 所 有 根 就 在 复 平面 上 的 
环 2/9 < | z| <8. a 
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3.5.1 Baw 
AT MARWTRS HANH. RNBARARK. AAE tPA iE RE NRA 
法 ， 它 对 其 他 课题 也 是 很 有 用 的 ， 如 果 给 定 多 项 式 户 和 复数 >,， 那 么 霍 纳 算法 将 产生 数 p) 


和 多 项 式 
g(z) = Pee) (2) 
EWR q 的 次 数 比 p 的 次 数 少 WER, RIA 
plz) = (z 一 ao)g(z) + ple) (3) 
把 未 知 多 项 式 4 表示 为 


Q(z) = bs Hbr + Hbi 
当 把 这 个 形式 的 g(z) 和 类 似 形式 的 p(z) 代 入 到 (3) 式 中 时 ， 可 规定 等 式 两 边 z AATE A 
彼此 相等 ， 由 此 产生 了 下 列 等 式 ，: 
bri =a, 
byt = an + Zobni 


b = a + xb 
PC 2) = ao + zobo 
MANIA SL FARRER 


input n. Cay: OSIEN), = 
by -14-an 
for k= n- 1 to 0 step —1 do 
aera 
end do 
output (h: ~1ISiSn 1) 
注意 在 这 个 伪 代 码 中 ,== p(zs)， 如 果 用 铅笔 和 纸 来 完成 震 纳 算法 中 的 计算 ， 那 么 常常 
使 用 下 面 的 安排 
a Anat an-2 a 
z zob, zobna: zb 
| 六 bua bes b- 


(112) 加 框 的 数 满足 pe) =b. 
例 3 用 霍 纳 算法 来 求 (3)， 这 里 p 是 多 项 式 
plz) = zt — 4254722 — 52-2 
E ”我 们 按 上 面 的 建议 安排 计算 . 
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因此 ，p(3)=19， 并 且 可 记 
plz) = (2—3 — 24424 D419 a 
替 纳 算法 也 用 于 降 阶 ， 这 是 从 多 项 式 中 除去 一 个 线性 因 式 的 过 程 . 若 zx。 是 多 项 式 p 的 一 
个 根 ， 则 一 z 是 p 的 一 个 因 式 ， 反 之 也 真 .p 的 其 他 根 是 p(x)/(z 一 zo) 的 n 一 1 个 根 . 
例 4 利用 2 是 例 3 PARK p 的 一 个 根 这 个 事实 ,来 降低 多 项 式 p 的 次 数 . 
解 ” 我们 使 用 与 前 面 的 解释 相同 的 计算 排列 : 


因此 ， 我们 有 
zi — 4r +72" —5z— 2 = (2—2)(24 — 2? +3z+1) a 


需 纳 算法 的 第 3 个 应 用 是 求 多 项 式 在 任意 点 附近 的 泰勒 展开 ， 设 p(z) 是 (1) 式 中 的 多 项 
式 ， 并 且 我 们 希望 得 到 多 项 式 
plz) = az" +a, ire"! 二 "十 a 
az 一 Zo)" + cy (z— 29)" +o Hey 
中 的 系数 ， 当 然 ， 泰 勒 定理 断言 =p (zo)/k!1， 但 是 我 们 要 寻找 效率 更 高 的 算法 ， 注 意 到 
p(xo) 二 co， 因 此 ， 通 过 把 替 纳 算法 应 用 到 多 项 式 p 和 点 z。 上 ， 我 们 就 能 得 到 这 个 系数 了 ， 这 
算法 还 产生 多 项 式 


g(z) = PO PG) = elz z)! + lz z)? H e bey 
o 


WX ci 一 g(xe)， 这 表明 第 2 个 系数 cy 可 通过 把 霍 纳 算法 应 用 到 多 项 式 9 和 点 *。 KR QE 
意 第 一 次 应 用 震 纳 算法 产生 的 9 并 不 是 所 示 的 形式 而 是 z 的 筹 的 和 形式 . ) 重复 这 个 过 程 ， 直 
到 求 出 所 有 的 系数 cr. 

例 5 求 例 3 中 的 多 项 式 在 点 z==3 附近 的 泰勒 展开 . 

解 这 项 工作 可 安排 如 下 : 


1 一 4 7 一 5 一 2 
3 3 一 3 12 21 

1 =l 4 7 19 
_3 _ 3 6 30 

1 2 10 [37] 
_ 3 3 15 

1 5 25 
_3 3 

上 fi 回 
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加 框 的 数 用 在 下 列 多 项 式 中 : 
b(z) = (2— 3) + B(z— 3) +: 25(2— 3)? + 37(z2— 3) +19 | 
我 们 称 刚才 所 述 的 算法 为 完全 堵 纳 算法 . 改写 执行 它 的 伪 代 码 使 得 系数 cf AAMAR 
Ma. 
input n, (a,: OCiSm, zo 
for £=0 ton—1 do 
for j=n—1 tok step ~1 do 
aeu; +zoaj+i 
end do 
end do 
output (a); 0<i<n) 


BA As ABE A Nn fol XS oI SR AAT A ER. I Oe Fe MW. 
aw AC 79) 


wn = Be or 


如 果 把 这 个 选 代 法 应 用 于 多 项 式 p, WATA MG oR WE YR OR p(z) 和 
PCa), 我 们 先前 看 到 若 在 完全 震 纳 算法 内 仅 使 用 两 步 ， 就 能 得 到 co 二 pCzo) 和 ,=p (zo)， 这 
两 步 可 结合 在 伪 代 码 中 ， 我 们 也 要 终止 覆盖 输入 系数 ， 因 为 在 迁 代 的 后 续 步 中 将 需要 它们 ， 假 
设 记 是 (1) 式 中 给 定 的 多 项 式 并 且 给 定 z,， 下 面 是 一 个 产生 a=p(z。) 且 P= p Cz) 的 伪 代 码 . 


input n, (ar: OSiSn), zo 

avan 

po 

for k=n~1 to 0 step — 1 do 
Bratz 
arar tzoa 

end do 

output a, 有 


记 这 个 伪 代 码 为 horner(n，(a,: 0<i<n)，z。，a，B )， 则 从 z。 开始 对 给 定 多 项 式 做 M 步 牛 
顿 法 的 伪 代 码 应 该 为 : 


input n, (a; OiSm, wo, M, e 
for j=1 to M do 
call horner (ny (ais 0<iKn)y zos a 月 
n+ ~a/p 
output a, Bs zı 
if | z1— zo | <e stop 
nez 
end do 


例 6 对 例 3 中 所 用 的 多 项 式 执行 牛顿 迁 代 ， 初 始点 mm 一 0. 
解 首先 ， 我 们 使 用 x。 二 0， 并 且 用 前 面 说 明 的 算法 计算 值 bp(0) 一 一 2 5 p'(0)=—5, x 
的 新 值 是 
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在 具有 Marc-32 精度 的 计算 机 上 执行 这 个 算法 产生 了 下 列 结果 : 


k pla) p(x) z 
1 —2. 000 00 —5. 000 00 —0. 400 00 
2 1. 401 60 —12. 776 00 —0. 290 29 
3 1. 463 22 —10. 173 22 —0. 275 91 
4 0. 002 26 —9. 860 30 —0. 275 68 
5 0. 000 00 —9. 855 37 —0. 275 68 
观察 到 z, 快速 地 收敛 到 根 一 0. 275 68. 国 


才 纳 算法 是 正确 的 一 个 正式 的 证 明 如 下 . 
定理 5( 党 纳 方 法 定理 ) 设 户 (z) 一 anr" 十 … 十 az 十 ao， 由 算法 
(asyB.) = (as,0) 
(a; +B) = (a; + zapi sapi HBa) (n—1>j>0) 
定义 数 对 (ai， 启 )，j 一 mn， n—l, =, 0. Ma=plr) Bh R=p'(2), 
证 明 #n=0, 则 p(xz)=ao HA 
(ae 5) = (ao +0) 
BRA a =plr) A h=p' (2). 因此， 对 n=0， EMMY. Hn=1, WM plz)=art+a HA 
(ao Bo) = Cao + zai sai +281) = (ao + 2a, sai) = (p(x), p’(x)) 
因此 ， 对 mn 一 1， 定理 也 成 立 ， 假 设 对 所 有 小 于 m 的 指标 nx， 定 理 成 立 ， 设 
PCT) = cn" ttarte = Co + alent tterte) = co Hagl) 
从 而 ， 我 们 有 
户 (z) = g'(x) + q(x) 
令 n=M—1y Ay = Ems n-1 = Cmte Hy =C 41 二 Cz，qo 二 0 因为 对 gq， 定理 成 立 ， 所 以 
我 们 把 这 算法 应 用 于 9g(z) 一 asz* 十 … 十 az 十 ao， 由 归纳 假设 得 到 二 g(x) 且 B= 二 g(x)， 如 果 
青 对 p 应 用 这 个 算法 ,我们 得 到 同样 一 组 数 对 (a。，p,)，…，(a，B)，(ao，B) (AB 
《ens ts Crs 01) 二 (a,，…，al，ao)), AEE p 的 最 后 还 要 多 计算 一 对 ， 即 
(evBD = (ay + zao rao + apo) 
= (co + aglr) sglr) + 2q'(x)) 


= (plx), p(x) a 
注意 我 们 可 用 
Je Bai) = (as 十 maya) 
l Cp) = Cay + zap sam + aj) (n—2 > j > 0) 
或 用 


人 vB) = Cani H zansan) 
(a; 58) = laja + tajra HIR) (2-1 Sj > 
来 定义 我 们 的 序列 .因为 它们 在 n=0 时 不 做 计算 ， 所 以 这 些 定义 是 差 的 、 
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定理 6( 逐 次 牛顿 选 代 定理 ) Rex, fox, AFRMRBAT NKSAAM BARAK. 则 
存在 记 的 一 个 根 在 复 平面 内 与 的 距离 小 于 n | rtn l. 


证 明 Brann Bp WH. 于 是 ,p(z) =] er). 牛顿 迭代 中 的 修正 项 是 
mi 
= pep (2). p BEBE 
p) = STe- = Te- = KDD e-r è 
Ain a a 


我 们 希望 证 明 对 任何 = (起 着 x, 的 作用 )， 存 在 指标 /使 得 | 一 六 | <n] pl(z)/p'(z)|. 车 
没有 指标 j 满足 所 希望 的 不 等 式 ， 则 对 所 有 j，| z 一 r; | >n] p(z)/p'(z) | ， 由 此 可 得 


ni<tip /pdt|Den |<iD en 
n nl & nft 

但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 n 个 数 的 平均 数 不 可 能 大 于 它们 中 的 每 个 数 . a 

这 个 定理 归功 于 Bodewigl 1946]. 
3.5.2 贝尔 斯 托 法 

即使 一 个 多 项 式 仅 有 实 系数 ， 它 的 根 仍然 可 能 是 复数 ， 在 这 种 情况 下 ， 仅 使 用 实 运算 就 有 
可 能 每 次 计算 两 个 复 根 ， 这 个 过 程 称 为 贝尔 斯 托 法 ， 接 下 来 ， 将 考虑 这 个 方法 . 

对 任何 复数 二 xz 十 iy， 其 共 二 数 是 z 二 x 一 iy， 下 面 是 一 个 将 要 利用 的 基本 性 质 . 

定理 7( 实 二 次 因 式 定理 ) 若 户 是 系数 均 为 实数 的 多 项 式 ， 并且 中 是 pp 的 一 个 非 实数 根 ， 
则 名 也 是 户 的 一 个 根 ， 并 且 (z 一 tw)(z 一 包 ) 是 户 的 一 个 实 二 次 因 式 ， 

证 明 设 p(z)=a,z" 二 a。1z"'"… 十 a1z 十 a。， 其 中 所 有 的 a 都 是 实数 ， 因 为 ww 是 的 一 
个 根 ， 所 以 我 们 有 

0 = aw" ta, iw"! +++ Hawt a 
SRAUMI, HARM AME Tee taAa my. AW a, 是 实数 ， 所 以 结 
果 是 
0 = aw" +a,.w"! ++ Haw tay 
Wit. wtp 的 一 个 根 ， 内 为 w RM. KA w 与 己 是 户 的 不 同 的 根 ， 从 而 ， 刀 含有 二 次 
因 式 
(=w) w) = 2 — (wt wet ww 

因为 whw 和 wnw 是 实 的 ， 所 以 这 个 因 式 是 实 的 . “a 

实 多 项 式 p WEKRE MEA LA, PATE RES p 的 二 次 实 因 式 ， 因 
而 ， 寻找 二 次 央 式 是 有 道理 的 ， 这 可 以 借助 于 牛顿 迭代 来 完成 . 

定理 8( 商 与 余 式 定理 ) $$ AR 户 (z) 一 aoz" 十 as ii 十 az 十 am 被 二 次 多 项 式 2 一 wz 一 
vie, Mit b,:,=b,..=0 然后 用 i 

bi = a, + tbe Hib (n>k>0 

可 递归 地 计算 商 和 余 式 
qlz) = bz" +b yet tbe th, 
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r(z) = bh(z—u)+bho 


证 明 用 
plz) = gz) (2 — uz — v) + rle) 


表示 p, gir 之 间 的 关系 .这 个 等 式 详细 地 说 明 
Daz! = (Eie 2) (2? — uz — v) +b, (z — u) + bo 
fer) Gg 


如 果 我 们 使 这 个 等 式 两 边 z 的 系数 相等 ， 那 么 结果 就 是 
a= bi — bri — bn (OS RS 2-2) 


an= by — ub, 
a,=b, 
如 果 我 们 定义 如 + 和 +: 为 0， 那 么 这 三 个 等 式 中 的 第 一 个 就 会 包括 后 面 两 个 . a 


让 我 们 专门 来 分 析 p PTA AY Ry 都 是 实 的 情况 ， 我 们 将 寻找 定理 中 提 到 的 实 二 次 因 
式 的 类 型 ， 因 而 My 将 是 实 的 ， 在 上 面 的 除法 过 程 中 ,如 和 bh 都 是 w 和 wv 的 函数 ， 并 且 我 
ATE bo=b (u, VA b =h Cu, v). 为 使 9 是 户 的 一 个 因 式 ， 余 式 应 该 为 零 ， 这 导致 两 个 
方程 


bo(uv) = 0 
bi (u,v) = 0 (118) 
在 贝尔 斯 托 法 中 ， 用 牛顿 法 解 这 对 联 立 非 线性 方程 ， 我 们 需要 偏 导数 


ab, ðb 
T d= O<k<n) 


通过 对 定理 8 P b, 已 经 建立 的 递归 关系 微分 得 到 上 式 ， 这 个 结果 就 是 下 列 一 对 追加 的 递归 式 ， 
Ce = bri 十 Meter + wie Cent = Cn = 0) 
di = bri tudm Hude (dar = d, = 0) 
因为 这 些 递归 关系 显然 生成 同样 的 两 个 序列 ， 所 以 仅 需要 第 一 个 ， 这 个 过 程 的 概况 如 下 : 指定 
初 值 Alu, 我 们 寻找 用 Su 和 su 表示 的 修正 ， 使 等 式 
bolu + du v+ dv) = bı Cu + ôu v + ðv) = 0 
成 立 ， 与 3. 2 节 中 一 样 ， 我 们 线性 化 这 些 等 式 ， 写 成 


如 Gu 十 了 pu + 2 boay 一 0 
du dv 


(4) 


bi (uso) + ŽËtau + bw = 0 
Ju av 


监 于 前 面 的 注释 ， 这 个 方程 组 变 成 
co cl ‘by (u,v) 
[‘ ‘Ja l=- el 


du = (cb ~ cabo) /J 
dv = Corby — cob )/J 


这 个 方程 组 的 解 就 是 
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J = —¢ 
EEJ B—MAERE DB. =b (u, VA b 二 b(u，v) 的 雅 可 比 行列 式 . 
下 面 紧 接着 给 出 的 是 以 指定 点 (wu，vw) 为 初始 点 ， 执 行 M 步 贝尔 斯 托 法 的 伪 代码 . 


input n, (a; O<i<n), u, v, M 
batzan 
cm0 
Cray 
for j=1 to M do 
如 -ao 1 + ub 
for k=n—2 to 0 step —1 do 
bitas tubers tubes 
Cab tuci Hoerre 
end do 
Imcoce— eh 
usut (cb erbo) /J 
veut Ceibo — cob )/J 
output j, u, v, bos bi 
end do 


例 7 以 (u,v)=(3， 一 4) 为 初 值 ， 使 用 贝尔 斯 托 法 求 前 例 中 的 多 项 式 的 实 二 次 因 式 . 
解 ” 以 双 精 度 形式 编写 基于 上 面 伪 代码 的 计算 机 程序 ， 并 且 在 第 7 次 迭代 ， 得 到 
u= 2, 275 682 203 651 0 
v=— 3. 627 365 084 711 8 
b=—0.2X10™ 
hbh= 0.0 


因为 Mb 实际 上 是 0， 所 以 我 们 认可 wu 和 wv 作为 二 次 因 式 z? 一 uz 一 v 中 系数 的 近似 值 ， 把 这 


个 结果 与 前 例 结合 起 来 ， 就 能 提供 多 项 式 p 的 因 式 分 解 . (我 们 在 等 式 中 仅 给 出 3 位 精度 . ) 
zi — 42! + 72! — 5z — 2 = (2—2)(2+0. 276) (2? — 2. 28z + 3.63) 


先前 给 出 的 系数 值 具 有 较 高 的 精度 ，p 的 两 个 复 根 可 从 二 次 因 式 求 得 (利用 它 的 更 高 精度 的 系 


数 ); 它们 是 


1. 137 841 101 825 5 + (1.527 312 250 886 6)i a 
为 完成 贝尔 斯 托 法 的 分 析 ， 我 们 需要 建立 (在 合理 的 假设 下 ) 雅 可 比 行列 式 在 解 点 不 为 0. 
定理 9( 贝 尔 斯 托 法 中 的 雅 可 比 行列 式 定理 ) 设 (u。，vo) 是 一 个 使 得 z? 一 woz 一 wo 的 根 为 力 


的 单 根 的 点 ， 则 贝尔 斯 托 法 中 的 雅 可 比 行列 式 在 (xu ，zm) 不 为 0. 


证 明 在 这 个 过 程 中 的 每 一 步 ， 我 们 有 
pC) = (24 — uz — v)qlz) +b (z — u) +b 


KF u 和 vw 的 偏 微分 给 出 下 列 两 个 方程 : 


0 =~ ag 2) + (2? — uz — v) PA h, + Ëa u) 4 2 
au Ju Ju 
2 by 
av 


LOVA 


0 =— gla) + (2? — uz — v) + 
ðv av 
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采用 假设 条 件 ， 我 们 知道 z? 一 wz 一 vo。 有 两 个 根 ， 比 如 说 z 和 z:、 由 此 可 得 p(2.)=0, 
b(2.)=0,6,=0, & 二 0。 在 上 面 的 等 式 中 , Rusu, v= 二 vo， 且 z 一 或 z= 二 x,， 由 此 产生 4 
个 方程 
=—zg(z) +a lz ~—u) +e G = 142) 
=— gz) tos —uw) +e G =1,2) 
其 中 我 们 直接 使 用 了 定理 8 证 明 中 的 记号 和 分 析 ， 这些 等 式 的 矩阵 形式 是 
© c 1 1 7 fag) zq) 
[ IEA eg Ee pe 
为 了 看 出 雅 可 比 矩阵 不 是 奇异 的 ， 只 需 证 明 上 式 右边 的 矩阵 不 是 奇异 的 即 可 .这 个 矩阵 的 行列 
REl — 2 ale; gle). WA Me 是 p 的 单 根 ， 所 以 它们 不 可 能 是 g 的 根 ， 此外，zm 天 
zz， 因 此， 这 个 行列 式 不 为 0. a 
贝尔 斯 托 法 的 讨论 仿效 了 Henrici[1964] 的 说 明 . 
3.5.3 拉 盖 尔 迭 代 
我 们 接 下 来 转向 求 多 项 式 p 的 根 的 拉 盖 尔 法 .这 个 方法 有 令 人 非常 满意 的 收敛 性 质 并 且 相 
当 稳健 ， 所 以 被 一 些 现代 软件 包 使 用 ， 它 在 每 个 单 根 附近 显示 三 阶 收敛 性 ， 这 个 算法 是 和 迭代 的 
并 且 通 过 计算 
A=— p'(2)/p(z) 
B= A? — p"(2)/pl2) 
C= n'[AtV@—1)@B—AD] 
Zw = 2+1/C 
从 一 个 近似 根 = 得 到 一 个 新 的 近似 根 ， 其 中 p 是 一 个 n 次 多 项 式 ， 在 C 的 定义 中 ， 选 择 正 负 号 
使 得 | C | 尽 可 能 大 . 
对 这 个 算法 ， 下 列 Kahan[1967] 的 定理 类 似 于 定理 6. 
定理 10( 拉 盖 尔 法 中 的 收效 半径 ) 著 户 是 nn 次 多 项 式 ，z 是 任意 一 个 复数 ， 并 且 C 按照 拉 
益 尔 算法 来 计算 ， 则 pp 在 复 平面 内 有 一 个 与 < 的 距离 小 于 Vn/C 的 根 . 
证 明 ” 像 定理 6 中 的 逐次 牛顿 迭代 那样 ,我 们 用 7 orn seer, 表示 多 项 式 的 根 . 因为 A, B,C 


的 公式 不 受 附 加 于 p 之 上 的 纯 量 因子 影响 ,所 以 我 们 可 假设 p(x) = T(z 一) ,其 首 项 系数 为 
1. 对 户 求 导 , 并 且 令 w= (7, 一 z) ,得 到 


p's) = A [e-r = Doer) =— pt Du, 
名 


jiii = 
ae) 


因此 ， 我 们 有 


=t y 
Am- go aM 


对 这 个 公式 求 导 ， 并 且 用 B 的 定义 导致 


121 


122} 
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-PDP HPDE Sy, pte Se 
B Or Do z) ye 


从 CC 的 定义 ,我们 有 
(nC — A)? = (n— 1) (nB — A?) 
定义 也 =(A 一 中 /(n 一 1)， 因 此 
A=(n—DD+C 
AOR, 立即 可 得 
nC — 2nCA + A?= (n—1)nB — nA? + AP 
(n— DB= nC? ~2CA + A? 
在 (7) 式 中 ， 用 (tn 一 1)D+C 代替 A， 得 到 
(n= DB= nC? — 2CL(n~- DD+C]+[(n— DD +CF 
(n— DB= nC? — 2(n— 1)CD — 2C + (n= 1)? D + 2(n— DCD 十 Ce 
(n= DB= (n— DC + (n= 1)? DF 
B= C+ (n—1)D* 
首先 用 (7) ， 再 用 (6) 和 (8) 得 到 
nB — A? = nC? — 2CA +B 
= nC? — 2C[ (n= DDC] +C + a- DD 
= (n= DC = (n—1)2CD + (n= DD 
= (n= D(C- DY? 
KHOR, HHA MB 的 公式 ， 得 到 
(a-1) | C—D |? =| nB- A? | 
n' | n*B—2nA? + nA? | 


=n '| Sorta} ~2naw, +49 | 
£ 

=| Som, -a| 

Sn iS | m,—-A ig 
£ 

iw ‘Sot | u; 1? — 2nRe(Āu,) 十 | A |?} 
; 


= nS} ly lA HAF 

Sit maz] “u lA}? 

=r ak =| G@-DD+Ci? 

一 +i sais ty 1—1 (C—D) + np i? 

=n max | u; |? ~| C— D |? — 2nRe[D(C— D)]— r? | D |? 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
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因此 ， 我 们 有 
n| C= D |? < n? max | u |? — rè | D |? —2nRe(DC) + 2n | D |? 


LCD |? < n max | u, n | D |? —2Re(DC) +2 | D [° 
IC |? + 2Re(CD) +l D |? < n max | u; |? —n | D |? — 2Re(DC)+2| D |? 


ICI + n= D tD |? < nmax |l u; |? = n/min | z>; |? 
í j 


这 给 出 
<ni CHa- D] D} 
以 及 
min | zs—n |<vn/VTCP FG@—-D IDE (10) 
上 面 这 个 不 等 式 比 该 定理 所 述 的 不 等 式 更 强 些 ， 这 个 证 明 来 自 Kahan[1967]. B T) 


下 面 提 供 … 个 指定 初 


Input ne Cui OS SW. a Mee 
for k= | to M do 


HE FAL Be SR AT HR Be AR G FB ; 


avu, 

peo 

yeo 

for jn- 1 to 0 step 一 | do 
your 


e 
end do 

As p'a 

Beal tye 

CELA VO DOB AT) n 


Bia 


€ then stop 


MEX AEE a HE p Coy) BSE p Ce) ,而 y 是 加 (zxo)12. 


引 理 1( 区 间 端 点 的 第 一 定理 ) Rosey, RERHEK. a= > )u 且 B = Sot. 则 
Ku 位 于 端点 为 7 


n'[atVG— Dip ay | ap 
的 闭 区 间 内 ， 
证 明 只 需 证 明 n 位 于 所 述 的 区 间 内 即 可 .回忆 柯 西 - 施 瓦 蒋 不 等 式 。 


(Spam)! < BA) Dy) 


By 
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ZHE, 我们 有 
a? — 2a, +f = (@— 4)? = CH tu tet)? 
[S AHP 4 PCH +R + +08) 
= (n= DG H + e ot) 
= (n—D(B— Hi) — (n~ D8- mi +i 
整理 这 个 不 等 式 ， 得 
må — 2av, +a — (n—DB<0 
这 说 明 二 次 函数 qr) = nz’? — arta’ —(n—-lD BAER qD MKB lal, BRA 
qa) >0, 因此 ，w 位 于 9 的 两 个 根 之 间 ， 并 且 它们 是 公式 (11) 中 的 端点 . a 
引 理 2( 区 间 端点 的 第 二 定理 ) KpRnKEFAR, KBr r ry rn 是 实 的 ， 对 任 
何 与 所 有 + 不 同 的 实数 ， 则 数 (x 一 rj) ! 位 于 端点 为 
[np {pd AN pT nn pr pz)} (12) 


的 区 间 内 。 
证 明 ”多 项 式 户 具有 户 (z) = all (zx 一 r)) 形式 . 因为 要 证 明 的 论断 与 < 无 关 ,所 以 假设 c = 


1. 像 定理 10 中 关于 拉 善 尔 法 收敛 半径 的 证 明 -一 样 , 用 也 = Gera = Sy, p= Se, 
我 们 有 


P'(2)/ p(x) = Sy, =a (13) 
名 
[Cpl = pa) p"(2)/(p(a))? 一 yu =, (14) 
名 
根据 引 理 1， 所 有 的 数 vv 都 位 于 以 公式 (11) 给 出 的 数 为 端点 的 区 间 内 ， 当 把 (13) 式 和 (14) 式 中 
的 值 a 和 8 代入 这 个 公式 时 ,结果 就 是 公式 (12). s 


定理 11( 拉 盖 尔 方法 的 单调 收 伊 性 定理 ) 设 户 是 实 多 项 式 ， 其 根 都 是 实 的 .由 拉 盖 尔 算 
法 以 任意 初始 点 产生 的 序列 单调 地 收 化 于 p 的 根 . 
证 明 kp MRA <<<, 假设 工 不 是 根 ， 则 根据 引 理 2， 所 有 的 数 (f 一 r;) Me 
于 端点 为 
u(x) = [Pp (x) +rw (zr) /nplz) 和 v(x) = [p(x) — wz)J/np(z) 
的 区 间 内 ， 其 中 


wr) =n- Dp a] nn Dp") p@) 
首先 ， 让 我 们 考虑 对 某 个 j， 7; 二 zrj+4 的 情况 : BRERA CG. rad E, p>, 其 
他 情况 是 类 似 的 ， 于 是 有 
vla) S (a>r)? <0 < (rrj)? < ula) 
由 此 立即 可 得 


1 1 
nsr- zpr Nm 
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Wm. ERIA C, ro OAR FR, FARR BRIT z 一 1/u(z) 和 一 1/v(zx)， 
则 这 两 个 新 点 将 位 于 [r,，rj;1 ] 内 当然 如果 这 两 个 新 点 中 任 一 个 是 这 个 区 间 的 一 个 端点 ， 
那么 p 的 根 就 已 经 算出 ， 反 之 ， 这 两 个 新 点 位 于 (r,，r;1) 内 ， 可 以 重复 这 个 过 程 .形式 上 依 
次 进行 ,我 们 令 


yo 一 工 
J= n luly) SD 


=r 
l =a l/a) RD 
来 定义 两 个 序列 [y,] 和 [z;]， 上 面 的 分 析 说 明 
Sy IRULE LIL L en Sr 
内 为 序列 [y] 递 减 并 以 且 六 HFR, AUER. Boyd y AERAR, RIA 
Mully) = ye — ym > 0 

因此 ，u(y,)->oo， 现 在 对 u 的 公式 表明 p(y)->0， 所 以 p(y) =0 且 y=rj， 类 似 地 ， 我 们 有 
结论 atria. 

余下 的 情况 就 是 初始 点 不 在 p 的 两 个 根 之 间 ， 设 x>>r,， 还 假设 在 (r,，oo) 上 ，p(y)>>0. 
如 前 所 述 进行 ,有 

0<(r—r)! < ulr) 

由 此 立即 可 得 r Sr l/u) <a R, E EAn 10) FF rn. a 

在 Bodewig( 1946], van der Corput{ 1946], Durand[ 1960], Foster [1981], Galeone 
[1977], Householder [1970], Kahan [1967], Ostrowski [1966], Parlett [1964], Redish 
[1974] 以 及 Wilkinson[1965] 等 论文 和 著作 中 可 找到 有 关 拉 盖 尔 法 的 讨论 
3.5.4 复 牛顿 法 

对 复 系数 的 多 项 式 ， 牛 顿 法 应 该 以 复数 运算 来 编程 ， 在 求 出 一 个 根 之 后 ， 应 该 使 用 降 阶 过 
程 (也 是 以 复数 运算 编程 )， 央 此 牛顿 法 能 应 用 于 降 阶 后 的 多 项 式 ， 这 个 过 程 可 以 重复 直到 确定 
所 有 的 根 为 止 ， 进 一 步 分 析 和 实验 指出 ， 一 般 说 来 ， 如 果 采 取 了 下 面 两 个 措施 ， 那 么 这 个 过 程 
是 相当 邻 人 满意 的 : 

1. 按 值 的 递增 次 序 来 计算 根 . 

2. 用 根 的 最 佳 估计 作为 初 值 ， 通 过 对 原始 多 项 式 应 用 牛顿 法 来 直接 改进 在 降 阶 后 的 多 项 
式 上 使 用 牛顿 法 所 得 到 的 任何 根 . 并 只 在 完成 这 些 以 后 ， 才 执行 下 一 步 降 阶 . 

关于 预防 措施 总 体 方法 的 进一步 说 明 ， 我 们 推荐 读者 参考 Wilkinson[1984] 和 Peters and 
Wilkinson[1971]， 对 于 多 项 式 求 根 问题 ， 可 以 讨论 其 他 许多 方法 ， 拉 盖 尔 法 是 特别 吸引 人 的 ， 因 
为 它 有 良好 的 整体 收敛 性 态 ，Jenkins and Traub[1970a] 已 经 推出 了 一 种 适合 通用 软件 的 稳健 方 
法 .其 他 没有 提 到 的 文献 有 Allgower, Glasshoff, and Peitgen[1981]、Gautschi[1979，1984]、 
Henrici[ 1974 ]、 Householder [1970], Ostrowski [1966], Jenkins and Traub [1970b]、Marden 
C1966], Smale[ 1981]、 Stoer and Bulirsch{ 1980], Ralston and Rabinowitz[1978] 以 及 Traub[ 1964]. 


(127 


100 第 3 章 


这 里 有 一 个 怎样 得 到 图 3-8 的 简短 解释 ， 它 涉及 复 平面 内 的 牛顿 法 . 
设 是 一 个 至 少 2 次 的 多 项 式 ， 并 设 是 它 的 一 个 根 . 如果 牛顿 法 从 复 平面 内 的 一 点 = 开 
始 ， 那 么 它 就 产生 一 个 由 等 式 


z。 — p(z,)/p' (z,) (n> 0) 
定义 的 序列 ， 如 果 limz, =E, 我 们 说 =( 初 始点) 被 吸引 到 E. 所 有 被 吸引 到 # 的 点 的 集合 称 为 对 
应 于 & 的 吸引 人 钥 ，p 的 每 个 根 都 有 一 个 吸引 盆 ， 并 且 它 们 是 彼此 不 相交 的 集合 ， 因 为 收敛 于 p 
的 一 个 根 的 序列 不 会 再 收敛 于 其 另 一 根 . 有 些 复数 不 属于 任何 吸引 贫 ， 它 们 就 是 使 得 牛顿 法 不 
收敛 的 初始 点 .这 些 例外 点 构成 p 的 茹 利 亚 集 . 之 所 以 这 样 命名 是 为 了 纪念 法 国 数学 家 G. 
Julia( 茹 利 亚 )， 她 于 1918 年 发 表 了 一 本 关于 这 个 主题 的 重要 论文 集 ， 若 p 的 所 有 根 都 是 单 的 ， 
则 吸引 盆 是 复 平 面 内 的 开 集 ， 并 且 茹 利 亚 集 是 每 个 吸引 盆 的 边界 . 

EMR p(z) =z 1 的 吸引 盆 如 图 3-8 所 示 . 户 的 5 个 根 是 


ös cos(2nk)+ i sin(2 xk) b= 01525304 


我 们 在 复 平面 内 取 一 个 正方 形 区 域 并 在 这 个 正方 形 中 生成 大 量 的 格 点 ， 对 于 每 个 格 点 ， 我 们 进 
行 一 个 粗略 的 试验 来 确定 它 属于 哪个 吸引 和 贫 ， 这 个 试验 由 两 部 分 组 成 : 记录 前 20 次 牛顿 迭代 
和 检验 每 个 迭代 值 与 一 个 根 的 距离 是 否 都 在 0. 25 之 内 ， 果 真如 此 的 话 ， 那 么 随后 的 迭代 就 二 
次 收敛 于 那个 根 .在 复 平面 中 ， 这 个 事实 可 以 用 牛顿 法 的 标准 收敛 理论 来 证 实 ， 以 这 种 方式 ， 
生成 了 一 列 属 于 每 个 吸引 盆 的 格 点 .对 根 on 的 吸引 盆 指 定 一 种 颜色 ， 并且 对 根 w，w，w， 
w 的 吸引 个 分 别 指定 其 他 四 种 颜色 ， 在 工作 站 的 彩屏 上 显示 出 这 5 个 吸引 盆 ( 实 际 上 仅仅 是 它 
们 中 的 格 点 )， 由 此 在 屏幕 上 形成 了 一 幅 彩 图 .这 5 个 彩色 集 以 不 可 思议 的 方式 组 合 在 一 起 显 
示 了 一 种 分 形 现象 . 即 放大 两 个 集合 相交 处 所 在 平面 的 一 部 分 ， 我 们 看 到 重复 着 同样 的 通用 图 
案 ， 在 反复 放大 的 过 程 中 ， 这 个 图 形 依然 保持 不 变 ， 此 外 ， 这 5 个 集合 中 每 一 个 的 边界 点 也 是 
其 他 3 个 集合 的 边界 点 ! 


图 3-8 多 项 式 p(=) 一 :一 1 的 吸引 盆 


菲 线 性 方程 的 解 101 


最 近 ， 出 版 了 一 些 关 于 分 形 和 混沌 的 论文 与 书籍 . 更 多 的 资料 可 以 在 Barnsley[1988]、 
Curry, Garnett, and Sullivan[1983]、Dewdney[1988]、Glieck[1987]、Mandelbrot[1982]、 
Peitgen and Richter [1986], Peitgen, Saupe, and Haeseler [ 1984], Pickover [1988] 以 及 
Sander[1987] 中 找到 . 
习题 3.5 
1. RARER p(4)， 这 里 

(2) =325 —72' —52" +2? —8r+2 
2. ( 续 ) 对 上 题 的 多 项 式 ， 求 泰 勤 级 数 关 于 点 x= 4 的 展开 式 . 
3. ( 续 ) 对 (上 面 ) 习 题 3. 5. 1 的 多 项 式 ， 在 点 <。=4 开始 牛顿 法 试问 =, 是 多 少 ? 
4.( 续 ?对 (上 面 ) 习 题 3. 5. 1 的 多 项 式 ， 运 用 贝尔 斯 托 法 ， 初 始点 为 Cu， 了 可 =(3，1)， 计算 修正 值 gu M òv. 
5.( 续 ) 对 (上 面 ) 习 题 3. 5. 1 的 多 项 式 ， 求 一 个 中 心 在 原点 包含 所 有 根 的 圆 盘 . 
6.( 续 ) 对 (上 面 ) 习 题 3. 5. 1 的 多 项 式 ， 求 一 个 中 心 在 原点 不 包含 任何 根 的 圆 盘 . 
7. 定理 3 有 时 是 否 能 给 出 圆心 在 原点 、 包 含 已 知 多 项 式 所 有 根 的 最 小 圆 的 半径 ? 
8. 证 明 每 个 实 系数 多 项 式 能 因 式 分 解 成 实 系数 线性 因 式 和 实 系数 二 次 因 式 的 积 . 
9, 验证 贝尔 斯 托 法 讨论 过 程 中 的 递归 关系 a Md, 以 及 给 定 的 初始 值 . 
10. 对 多 项 式 plz)=9et 723 +2 —22+5, 计算 p(6)，p'(6)， 以 及 从 < 一 6 开始 用 牛顿 选 代 计算 中 的 下 一 个 点 
N. 用 课文 中 所 采用 的 多 重 性 定义 ， 证 明 若 = 是 多 项 式 p 的 m AR, W plz) =p (2) =e =p (2) =0 tf 
(2) #0, 
12. (HR) HE BAF IB 9 a Sr A. 
13. 贝尔 斯 托 法 是 否 产生 二 次 收敛 的 序列 (wu ，w)? 
14, 当 根 x 已 知 时 ， 编 写 一 个 降低 P(z) 次 数 的 算法 ， 但 是 以 升 午 方 式 一 一 首先 是 常数 项 ， 计 算 降 阶 后 的 多 项 
式 的 系数 ， 
15. 推导 贝尔 斯 托 法 讨论 过 程 中 的 (4) 式 . 
16. 就 多 项 式 p(x) 二 ao tart tar" 耐 言 ， 证 明 下 列 结论 ， 对 给 定 的 x， 我 们 令 (o， Bor X= (a,，0， 
0) 并 且 归 纳 定 义 


Cay 5B 7) = Cay + mayer ram + Bi Bpa + aY) 
j=n—1, n—2, =, 0. M ple) =a» p'(x)=foy pr) =2y0. 
e 证 明 在 拉 盖 尔 法 的 分 析 中 的 


C+a-DD = Sy 
.在 拉 洲 尔 法 的 描述 中 ， 最 A 和 B 都 是 = OY RCH CT EO OER p. Rri p 的 根 、 证 明 p(z)/ 
(< 一 站 的 对 应 丽 数 A 和 B 分 别 是 


S 


A+(2—r) M B= (z=)? 
19. 证 明 若 p 是 一 个 实 系数 次 多 项 式 ， 则 
(n— DIP DT > npt) p(x) 
这 里 假定 所 有 根 都 是 实 的 . 
计算 机 习题 3. 5 
1 编写 一 个 程序 ， 多 项 式 p 的 系数 和 特殊 点 z EIMA, TEER pro), pr), PC zo) 作为 输出 
编写 只 有 一 次 循环 的 伪 代 码 ， 用 习题 3. 5. 1 中 的 多 项 式 作 试 验 ， 取 z=, 一 4. 
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2. 编写 一 个 在 复 平 面 内 给 定 初始 点 和 给 定 选 代 次 数 的 复 系数 多 项 式 的 复 牛 顿 法 ， 用 习题 3. 5. 1 的 多 项 式 对 你 
的 程序 进行 测试 ， 其 中 初始 点 为 mn 一 3 一 2 

3. 用 按照 复数 运算 编码 的 拉 盖 尔 法 进行 实验 . 求 出 本 节 例 题 中 使 用 的 多 项 式 的 所 有 4 个 根 . 

4, 使 用 牛顿 法 和 多 项 式 P(z) 一 二 一 1， 求 3 个 邻近 的 初始 点 (彼此 相距 0. 01 以 内 ) 使 得 由 此 产生 的 序列 收敛 于 
不 同 的 根 ， 用 线段 连接 相继 的 点 ， 在 图 形 显示 器 上 显示 这 些 点 的 序列 在 一 个 包含 根 的 正方 形 内 的 轨迹 . 

5. 编写 一 个 使 用 牛顿 法 和 降 阶 求 多 项 式 所 有 根 的 计算 机 程序 ， 用 计算 机 习题 2. 3. 6 中 Wilkinson 的 Perfidious 
多 项 式 对 这 程序 进行 测试 . 

6 编写 并 且 测 试 一 个 计算 复 多 项 式 所 有 根 的 程序 ， 使 用 拉 盖 尔 法 以 根 的 模 增 大 的 次 序 计算 根 ， 使 用 降 阶 ， 并 
且 通 过 对 原始 多 项 式 的 拉 盖 尔 选 代 来 改进 从 已 降 阶 的 多 项 式 中 获得 的 根 ， 为 了 测试 你 的 程序 ， 计 算 多 项 式 
a* 362) +5462° — 4 5362° +22 449z4 一 67 2842° 
+118 12427 —109 584z 十 40 320 
的 所 有 根 ， 正 确 的 根 是 整数 1，2，…，8， 接 下 来 ， 当 把 2 的 系数 改 成 一 37 时 ， 求 解 同样 的 方程 ， 观 察 系 

数 中 较 小 的 扰动 是 怎样 引起 根 中 的 巨大 变化 的 。 因 此 ， 根 是 系数 的 不 稳定 函数 . 
.修正 拉 盖 尔 算法 使 得 在 震 纳 算法 的 应 用 中 保存 商 多 项 式 的 系数 .在 求 出 一 个 根 之 后 ， 就 没有 必要 对 已 降 阶 
的 多 项 式 单独 进行 计算 了 . 用 
z'—(10+26i)z* —(216—190i)z* + (1 140+636i)z—(72—68i)=0 


测试 你 的 程序 
8, 像 在 本 节 中 所 讨论 的 那样 ， 编 写 一 个 使 用 复 牛 顿 法 来 计算 /(<) 二 x* 十 1 根 的 吸引 谷 的 计算 机 程序 ， 在 一 台 
图 形 计算 机 终端 或 图 形 工 作 站 上 显示 这 些 结果 . 


3.6 AMEMA 


在 本 节 ， 我 们 考虑 下 列 方程 求 根 的 问题 
f(z) =0 a 
这 里 /是 从 一 个 线性 空间 到 另 一 个 线性 空间 的 映射 ， 比 如 ，/: XY, BUR Mara 
组 、 积 分 方程 组 、 微 分 方程 组 等 非常 一 般 的 问题 ， 这 里 考虑 的 方法 与 前 面 各 节 中 所 采用 的 策略 稍 
有 不 同 ， 并 且 这 个 新 方法 还 需要 常 微分 方程 组 的 数值 解 ， 在 本 书 中 这 个 主题 直到 8. 6 节 才 开始 讨 
论 ， 此 外 ， 有 关 这 个 方法 的 一 个 例子 涉及 线性 规划 问题 ， 我 们 将 在 10. 3 节 中 讨论 这 个 问题 
3.6. 1 基本 概念 
延 拓 法 的 基本 思想 是 使 用 一 个 取 饥 区 间 [0，1] 的 参数 +， 把 一 个 已 知 问题 嵌入 到 一 个 单 参 
数 的 问题 族 中 ， 先 安排 原始 问题 与 + 一 1 对 应 ， 再 安排 一 个 有 已 知 解 的 问题 与 :0 对 应 ， 例 如 ， 
我 们 可 定义 
h(t,7) = tf(2) + (i—tg(7r) (2) 
方程 g(z) 一 0 BAPE. FRE te hs e, ta 使 得 
0 一 如 < 二 二 和 一 …< 和 一 1 
然后 ， 我 们 试图 求解 每 个 方程 h(t,，z) =0，1<i<m， 假 定 将 使 用 菜 种 挝 代 方 法 (比如 牛顿 
法 )， 那么 用 第 i 步 的 解 作为 计算 第 :+1 步 解 的 初始 点 是 明智 的 . 
这 整个 过 程 可 看 作 是 解决 困难 的 一 个 对 策 ， 牛 顿 法 的 困难 就 是 需要 好 的 初始 点 
关系 (2) 把 原始 问题 1) 嵌入 到 一 个 问题 族 ， 它 是 连接 两 个 函数 上 和 & 同 伦 的 一 个 实例 ， 一 
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般 而 言 ， 同 伦 可 以 是 了 和 & 之 间 任 何 连续 的 连接 正式 地 讲 ， 两 个 函数 S g: XY 之 间 的 
同 伦 是 一 个 连续 的 映射 

h:[01XX-=Y (3) 
ERO, D=g( DAHA, zx) 二 f(z)， 如 果 这 样 的 映射 存在 ， 我 们 就 说 是 与 g 同 伦 的 ， 这 
是 一 个 从 到 Y 连续 映射 之 间 的 等 价 关系 ， 此 处 X 和 了 了 可 以 是 任意 两 个 拓扑 空间 . 


一 个 常常 用 于 延 拓 法 的 简单 同 伦 是 
A(t. 2) = tf (2) + — Of (2) — flav] 
= f(x) + a D fly) (4) 


这 里 re 可 以 是 X 中 的 任意 点 ， 并 且 显然 r 是 :一 0 时 问题 的 一 个 解 ， 
若 对 于 每 个 4E[0，1]， HERG, D 二 0 有 唯一 的 根 ， 则 那个 根 就 是 : 的 一 个 函数 ， 并 且 
可 以 记 zx(0) 为 使 方程 At，z(t)) 一 0 成 立 的 X 的 唯一 成 员 .， 集合 
{zr( *©0<t<1} (5) 
可 解释 为 X 中 用 参数 : 表示 的 弧 或 曲线 ， 这 条 弧 从 已 知 点 z(0) 开 始 到 问题 的 解 z(1) 结 束 ， 延 
拓 法 试图 通过 计算 这 条 曲线 上 的 点 zx(b)，z(o)，…，z(to) 来 确定 这 条 曲线 . 
车 函数 :rz(2) 是 可 微 的 ,也 是 可 徽 的 ， 则 隐 范 数 定理 使 得 我 们 能 计算 z'(1)， 沿 着 这 个 
思路 ， 我 们 可 用 微分 方程 来 刻画 (5) 中 的 曲线 .假定 任意 的 同 伦 ， 我 们 有 
0 = Alt,x(t)) (6) 
KF ORG, BB 
O= he(tox(t)) +h, tr) (t) (7) 
其 中 下 标 表示 偏 导 ， 因 而 ， 
x) =— [ha (t,20)) Th, 22)) (8) (131) 
这 是 一 个 关于 z 的 微分 方程 ， 它 有 已 知 的 初 值 ， 因 为 z(0) 是 假定 已 知 的 ， 则 对 这 个 微分 方程 
进行 积分 (通常 利用 数值 过 程 )， 得 到 值 x(1) ， 它 就 是 解 . 
例 1 设 X=Y=R:， 并 且 定义 
f(x) = pated r= GER 


解 等 式 (4) 给 出 一 个 方便 的 同 伦 ， 我 们 选择 zs 一 (1，1). 计算 (8) 式 右边 的 导数 是 


td pg da 
naro Geol G] 
OLTI 
A =w] = aL a] A=2 +628 


控制 引导 远离 点 z 路 径 的 微分 方程 是 (8) 式 ， 在 此 情形 下 ， 它 是 一 对 常 微分 方程， 


此 ]-- 并 和 和][D]-- 寺 [ss] 
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在 区 间 OSSI 上 ,对 这 个 方程 组 数值 积分 (使 用 第 8 章 所 介绍 的 任何 一 种 方法 )， 并 且 在 上 一 1 
处 解 是 (一 2. 961，1. 978). 注意 上 有 根 ( 一 3，2). 
我 们 可 以 从 由 同 伦 方法 产生 的 点 开始 进行 牛顿 迭代 来 结束 这 个 问题 ， 并 且 求 出 它 的 数值 
解 . 牛顿 迭代 用 x 一 6 来 代替 任何 近似 根 +， 这 里 给 出 的 修正 3 为 
è= [fD] fa) 


在 此 例 中 ， 向 最 3 是 
6 5 — 38 +3 
a be +6 ] 


3 BA LER FIAR: 
k & & 
0 一 2.961 000 000 000 1.978 000 000 000 
1 —3, 000 253 281 314 2.000 320 274 478 
2 一 3.000 000 005 780 2. 000 000 037 824 
3 ~ 3.000 000 000 000 2. 000 000 000 000 (] 

下 列 结果 属于 Ortega and Rheinboldt[1970]， 在 他 们 所 给 的 条 件 下 ， 同 伦 方法 将 会 成 功 . 

定理 1( 连 续 可 微 解 定理 ) Ff, RR 是 连续 可 微 的 并 且 在 BR" E|] || <M, 
则 对 任意 ER. AR 中 存在 唯一 的 曲线 {7(1) :0<t<<1} 使 得 fCz(D)) 十 (一 1) f(a) =0, 
KP OSS, Bet >z(1) 是 初 值 问题 x 一 一 [1(z)] fae ET HR, KL rz(0) 一 zo。 
3.6.2 ”跟踪 路 径 

跟踪 路 径 (12) 的 另 一 种 方法 是 由 Garcia and Zangwill[1981] 给 出 的 .我 们 从 方程 h(t，zx) 
=O Fih, WEER, 并且 +E [0，1]. 向 量 yE R"*' 定 义 为 

Y= (bb) 
ABe, e. 名 是 z 的 分 量 ， 因此， 方程 就 是 h(y) 二 0。y 的 每 个 分 量 ， 包 括 :， 人 允许 是 一 
个 独立 变量 * 的 函数 ， 并 且 可 写成 A(y(5)) 一 0， 关于 * 求 导 ， 就 得 到 基本 微分 方程 

A’ (ys) y'(s) = 0 (9) 
变量 * 如 上 那样 ， 从 0 开始 ，z 的 初 值 是 x(0) 二 xz。 因而 微分 方程 (9) 有 合适 的 初 值 . 

WD SA g ER BIR" 内 的 映射 , h ERU AR 内 的 映射 因此， 导数 h(y) 用 一 个 nX 
HDR A 来 表示 向 量 y(s) 有 nn 十 1 个 分 量 , 我 们 用 力 ， 加 ，…， 力 ,1 来 表示 它们 ， 那么 
利用 下 面 的 引 理 ， 我 们 可 得 到 方程 (9) 的 另 一 种 形式 ， 即 

i = (1) det(A,) Gd<j<nt+l) (10) 
这 里 A, 是 把 A 的 第 / 列 划 掉 后 所 得 到 的 xn 矩阵、 下 面 用 例 1 中 的 同样 问题 来 说 明 这 个 形式 
记号 . 

例 2 取 例 1 中 的 广 和 ze， 我 们 有 

Ä — 38 十 2 十 二 


nex) = [ 
&&—1+7 J 
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解 h 


, an 
t 


PA ah /ak& 3h/ 3&7] $ =i 
ai/at ah/a& ah:/a&-|")| Lo 
; 
1 2 —6&7/,,|_ po 
Ge e-e 
i 


给 出 微分 方程 (9)， 然 而 使 用 方程 (10) 更 可 取 ， 我 们 把 微分 方程 写成 下 列 形式 
人 10) =0 


总 =-& — 428 & (0) =1 (12) 
&=&-M4& &(0) =1 
上 面 方程 组 中 的 导数 是 关于 s 的 ， 执 行 数 值 积 分 ， 我 们 得 到 : 
5 一 0.087 ! 一 0.969 & =—2.94 & =1.97 
s= 0.088 1 一 1.010 4 = 一 3.02 & =2.01 
如 例 1 中 所 做 的 那样 ， 它 们 中 的 每 一 个 都 能 用 来 开始 进行 牛顿 迭代 .这 个 同 伦 方法 所 生成 的 路 
径 如 图 3-9 所 示 . 


图 3-9 例 2 中 生成 的 路 径 


使 用 例 2 中 方法 的 缺点 是 我 们 对 相应 于 =] 的 * 值 不 能 事先 知道 ， 在 实践 中 ， 这 可 能 就 需 
要 好 几 台 计算 机 来 运行 . 

引 理 1( 齐 次 方程 的 解 引 理 ) HA R—PDnX (nt DEM, PRZ A=0 HRA Y T= 
(一 1)det(Aj) 给 出 的 ， 这 里 Ai 是 A PERE] NEAR HEE, 

证 明 选择 A 中 任意 一 行 (比如 ， 第 i 行 )， 把 它 作为 新 的 一 行 添加 在 A 的 顶端 ， 这 就 产 
AT POF DX r+ 1) RE B， 因 为 A 的 第 i 行 在 B 中 出 现 了 两 次 ， 所 以 它 显然 是 奇异 的 . 
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按 B 的 第 1 行 展开 它 的 行列 式 ， 我 们 得 到 


m mH 


0 = detB = ye 1)/*a,det(A,) =— Zas z; 
因为 这 对 ;一 1，2，…， n 都 是 成 立 的 ， 所 以 我 人 有 Az 一 0. i 
3.6.3 与 牛顿 法 的 关系 
同 伦 方法 与 牛顿 法 之 间 的 关系 要 比 直观 所 见 深刻 的 多 ， 让 我 们 从 同 伦 
Atz) = f(x) — ef (a) (13) 
开始 ， 在 此 式 中 ,+ 将 取 遍 0 到 c= 的 所 有 值 ， 我们 寻找 一 条 曲线 或 路 径 zx 一 z(i)， 使 得 在 其 
上 有 
0 一 Atz(D) = f1) — e f (2) 
通常 ， 关 于 上 的 微分 将 产生 一 个 刻画 路 径 的 微分 方程 ; 
O= f'E) + ef (xo) 
= f(x) OD H fa) 
OEO fz)) a4) 
如 果 用 欧 拉 方法 (第 8 章 中 说 明 ) 对 这 个 微分 方程 求 积 ， 其 中 步 长 取 1， 那 么 结果 就 是 公式 
te = za — [FT flay) 
显然 这 是 牛顿 法 的 公式 ， 当 然 人 们 可 以 期 望 用 更 精确 的 数值 方法 和 可 变 的 步 长 来 对 (14) 式 求 
积 以 得 到 更 好 的 结果 . (有 关 这 些 内 容 ， 参 考 第 8 章 . ) 
3.6.4 线性 规划 
同 伦 方法 可 用 来 解 线性 规划 问题 .这 样 的 问题 在 10. 3 节 中 讨论 . ) 这 个 方法 自然 地 导致 
出 由 Karmarkar[1984] 提 出 的 算法 ， 在 本 文中 解释 同 伦 方法 时 ， 我 们 较 完整 地 沿用 Brophy and 
Smith[1988] 所 给 出 的 描述 希望 进一步 研究 这 些 思想 的 读者 可 以 参考 其 他 文献 . 
考虑 标准 线性 规划 问题 
最 大 化 clr 
Ar = b,x >0 
RE, cER", cER", DER", HHA 是 一 个 m Xn 矩阵， 我 们 从 可 行 点 (满足 约束 条 件 的 点 
DFE. AT ME 


(15) 


FHize€R:Ar=bMx>0} 

我 们 的 意图 是 从 z'" 移动 到 始终 保持 在 大 内 的 其 他 后 续 点 ， 并 且 增加 目标 函数 crz 的 值 ， 显 然 
MR 2° 移动 到 2. E rO 一 x 中 必然 就 在 A 的 零 空 间 内 、 我 们 将 设法 在 可 行 集中 找到 一 条 
曲线 tr), 2 开始 ， 导 出 极 值 问题 的 一 个 解 ， 我 们 要 求 必 须 具备 下 列 条 件 ， 

1. e()>0, t>0 

2. Ax(t)=b, t>0 

3. 对 0, rA 

这 条 曲线 用 初 值 问题 
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{ EES) as) 
(0) =” 
来 定义 .我 们 面临 的 任务 是 确定 一 个 适当 的 f. 为 满足 条 件 1， 我 们 约定 当 分 量 x; 接近 0 时 ， 
它 的 速度 x'(t) 也 接近 0， 这 可 通过 令 


T 0 
D(z) = $ 
0 x, 
和 假定 对 某 个 有 界 责 数 G， 有 
f(x) = D(x)G(x) (17) 
来 达到 目的 ， 若 是 这 种 情况 ， 则 从 (16) 和 (17) 式 ， 我 们 有 
x, = xG, (x) 


HE 2, -+0 的 条 件 下 ， 显 然 一 0. 
为 满足 必要 条 件 2， 只 需要 求 Az' 一 0 即 可 .因为 z' 二 /二 DG， 所 以 要 求 ADG 一 0， 其 最 
方便 的 安排 是 令 G=PH， 这 里 日 是 任何 函数 而 P 是 到 AD 零 空 间 上 的 正 交 投影 . 
最 后 ， 为 满足 条 件 3， 选 择 HUE rN. Al, RN 
o< dea = da’ = f(a) = DG = DPH 


De 是 H 的 方便 选择 ， 用 v 一 Dec， 我 们 有 
cTDP = crDPDec = viPv = (v, Pv) 
= (v— Pu + Pu, Pv) = (Pv, Pv) >0 
注意 v 一 Pv 正 交 于 P 的 值 域 ， 于 是 (v 一 Pu，Pv) =0. 
那么 初 值 问题 的 最 终 形式 是 
2 =D@P)Dae x0) = 1” (18) 
P 的 理论 上 的 公式 是 
P = 1—(AD)'[(AD)(AD)™]'AD (19) 
它 的 正确 性 依赖 于 B=AD WK, HE BB EAR. 同样 这 将 要 求 每 个 分 量 zx, 之 0、 因 而 ， 点 
xz(0) 应 该 继续 保留 在 集合 
{z!x>0} 
的 内 部 ， 特 别 是 x” 就 应 该 这 样 选择 ， 实 际 上 ，Pv 不 用 (19) 式 来 计算 ， 而 是 通过 解 方程 BBr z= 
Bu 和 用 
Po 一 uv 一 Brz 
来 计算 . 
初 值 问题 (18) 不 需要 非常 精确 地 求解 。 可 以 使 用 欧 拉 方 法 的 一 种 变形 ， 回忆 针对 方程 (16) 
欧 拉 方法 是 用 
(t+) = z(t) Hår’ = x(t) +of (2) 
来 向 前 推导 解 ， 利 用 此 类 公式 ， 我 们 可 由 等 式 
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生成 向 量 序列 x”， h, e. 虽然 8 的 值 取得 越 大 越 能 达到 必 备 的 条 件 zx“ E 下 ， 但 那 将 使 
得 点 zx“ "至少 要 有 一 个 0 分 量 ， 如 前 所 述 ， 这 又 将 导致 其 他 的 麻烦 .在 实践 中 最 适当 的 方法 
是 近似 地 取 8: 为 最 大 可 能 步 的 9/10， 因 为 最 大 可 能 步 是 满足 z**" > 0 的 最 大 4A， 所 以 很 容易 
计算 出 来 . (AR Ar=b 被 自动 地 维持 . ) 
习题 3.6 
1. 用 例 2 中 使 用 的 同 伦 方法 解 方程 组 
工 一 2y 十 站 十 凡 一 4 一 一 工 一 y 十 2 六 一 1 一 0 

初始 点 为 (0，0)，( 不 要 借助 数值 方法 来 执行 所 有 计算 . ) 

,考虑 同 伦 h(t，7)==1/(z) 十 (1 一 g(x)， 其 中 
f(D=r—5r+6 gael 

证 明 不 存在 连接 g 的 根 与 的 根 的 路 径 . 
3. 设 y= OEMAR RR 的 可 微 丙 数 ， 并 且 满 足 微分 方程 (9)， 假 定 h(y(0))=0， 证 明 h(y(s))=0。 
A. 如果 例 2 中 的 同 伦 方法 用 于 方程 组 

sin z 十 cosy 十 ec =tan™' (z+y)— zy=0 

初始 点 为 (0，0)， 试 问 怎样 的 微分 方程 组 将 决定 此 路 径 ， 求 解 的 计算 机 程序 或 许 会 有 启发 . 
,证明 同 伦 是 在 从 一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 的 连续 映射 之 间 的 一 种 等 价 关 系 . 
PE (Cr) > sin 工 和 &(z) 一 cos 工 是 否 同 伦 ? 
ABIL, 1AL0, 1JUC2, 3A OOBR AT: 

f(2=0 g(x)=2 


moa 


它们 是 否 同 伦 ? 
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4.0 概述 


本 章 中 我 们 将 构造 求解 问题 Ar=b 的 通用 算法 ， 然后， 我 们 分 析 与 计算 机 解 相关 的 误差 
并 研究 控制 和 减少 误差 的 方法 ， 最 后 ， 我 们 对 此 问题 介绍 重要 的 迭代 算法 . 


本 章 的 总 体 目标 是 讨论 求解 线性 方程 组 


| anzi Hanz: tars to 
nT + azzzz tant, + 


anti Hant: Hayr, t+ 


anti Hant: Hants +o" 


KRAHAS ERE. EA n DRAR a ，z，…， 


Fait, = by 
Hant, = b: 


Hant, = bs 


Fmt n= b, 
x, 的 n 个 方程 的 方程 组 ， 元 素 a 


Ab, 假定 为 实数 . 
矩阵 是 表示 方程 组 的 有 用 的 工具 ， 于 是 上 面 的 线性 方程 组 可 写成 
an an an o Ain] [2 b] 
an an an aza | | zz b: 
an ax an as | |z; |= |b; 
an a2 as 8% Am) lEn b, 


然后 我 们 可 分 别 用 A，zx 和 4 来 表示 这 三 个 矩阵 ， 从 而 方程 就 变 成 


Ar =b 


4.1 矩阵 代数 


本 节 是 对 算 阵 论 基本 概念 的 复习 .关于 这 个 主题 的 进一步 材料 将 在 后 续 各 节 中 需要 时 引进 
和 讨论 ， 因 为 这 是 复习 材料 ， 大 多 数 读者 可 浏览 一 下 或 跳 过 . 


矩阵 是 具有 如 下 形式 的 一 个 矩形 数组 : 


r3. 0 1.1 —0. 125 
6.2 0.0 0.15 
0.6 一 4.0 1.3 
9.3 2.1 8.2 


Ee =) fir] 


0.11 


这 些 分 别 是 4X3，1X4 和 3X1 ERE ERE, RITA EA h TOP 
线 )， 其 次 给 出 列 数 (垂直 线 )， —th mX1 矩阵 称 为 列 向 量 或 者 就 称 为 向 量 . 

如 果 A 是 一 个 矩阵 ， 则 用 记号 az, (O RAG, D 表示 第 i TAB j 列 相交 处 的 元 素 . 
例如 ， 如 果 A 表示 上 面 展 示 的 第 一 个 和 矩阵， 那么 4(3，2) 一 一 0. 4. 矩阵 A 的 转 置 用 Ar 表示 ， 


(139) 


140 


110 RAE 


AT 一 11 0.0 一 40 21 
—0.12 0.15 1.3 82 
车 矩阵 A 有 性 质 A' 二 A， 则 我 们 就 说 A 是 对 称 的 . 
E A 是 一 个 矩阵 而 是 一 个 纯 量 (在 此 处 它 是 一 个 实数 )， 则 用 (X44)s =Xas 来 定义 44， 若 
A=(qs) 和 B=(b,) 是 mXn 和 矩阵 ， 则 用 (A 十 B); =a, 十 bs 来 定义 A 十 B， 当 然 ， 一 A 意味 (一 1)A. 


HA mx p EM, M BAR p Xn EPR, W AB Sam Xn EE, FRE: 


3.0 6.2 0.6 1| 


: 
(AB), = Darbys (<i<ml<i<n 
a 


下 面 是 一 些 代数 运算 的 例子 : 
1 37) (6 Oo 7 3 
eae es 
8 2 12 一 2 


1 3 3 9 
l: ~il- [s - 
4-4 12 一 12 
1 3 
1 0 | 


N 
Yl 
a n 


15 -6 
2 1 5 
0 3 
Oo 1 —2. oad —2. 
当 我 们 处 理 线性 方程 组 时 ， 等 价 性 概念 是 重要 的 ， 设 给 出 两 个 方程 组 ， 每 一 个 都 由 n 个 未 
知 数 的 n 个 方程 组 成 : 


Ax=6b Bzr=d 

若 两 个 方程 组 正好 有 相同 的 解 ， 则 我 们 称 它们 为 等 价 的 方程 组 ， 因 此 ， 为 求解 一 个 方程 
组 ， 我 们 可 蔡 换 求 解 任何 的 等 价 方程 组 ， 不 丢失 解 并 且 不 出 现 新 的 解 ， 这 个 简单 的 思想 就 是 我 
们 数值 方法 的 核心 。 给 定 一 个 有 待 求解 的 方程 组 ， 我 们 先 用 一 些 确定 的 初等 运算 把 它 变换 成 为 
一 个 更 简单 的 等 价 方程 组 ， 然 后 替换 求解. 

在 前 段 中 提出 的 初等 运算 有 下 面 三 种 类 型 ，( 这 里 6; 表示 方程 组 中 第 i 个 方程 . ) 

1. 交换 方程 组 中 的 两 个 方程 E+>E,. 

2. PAE BBR — THB: AEE. 

3. 一 个 方程 加 上 某 个 其 他 方程 的 倍数 ，E, HAEE. 

“定理 1( 等 价 方程 组 定理 ) 若 一 个 方程 组 是 由 另 一 个 方程 组 通过 有 限 个 初等 运算 得 到 的 ， 
则 这 两 个 方程 组 是 等 价 的 . 

证 明 考察 单独 应 用 每 个 初等 运算 的 影响 就 足够 了 ， 假 如 一 个 初等 运算 变换 方程 组 Ar 一 
为 方程 组 Br 一 qd， 若 运算 为 类 型 1， 则 这 两 个 方程 组 正好 由 同样 的 方程 所 组 成 ， 虽 然 写成 了 不 
同 的 次 序 。 BR, MR z 是 第 一 个 方程 组 的 解 ， 那 么 它 也 是 第 二 个 方程 组 的 解 ， 反 之 亦 然 ， 若 
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运算 为 类 型 2， 则 假定 第 ; RRR — Tal, 240. E Ar=b 中 第 i 个 方程 和 第 j 个 方 
程 是 


aan +e Hanz, = b; a) 
和 
ant to tat, = b; (2) 
而 在 Br=d 中 第 i 个 方程 是 
Aa ty Hee + daar. = Àb; (3) 


因为 4 才 0， 所 以 任何 满足 方程 (1) 的 向 量 x 也 满足 方程 (3)， 反 之 亦 然 ， 最 后 ， 假 如 运算 为 类 
型 3. HARB) 个 方程 被 加 到 第 i 个 方程 上 ， 则 Br=d 中 的 第 i 个 方程 为 

(on + Aan dx) + + (ay + Aap tn = b; + Ab; (4) 
特别 地 观察 到 Br=d 中 第 j 个 方程 没有 改变 ， 车 Ar 一 bp， 则 方程 (1) 和 (2) 是 正确 的 ， 因 此 ， 
方程 (4) 是 正确 的 于是， 有 Bx=d， 另 一 方面 ， 若 我 们 假定 x 是 Bz =d 的 解 ， 则 方程 (4) 和 
(2) 是 正确 的 。 若 由 方程 (4) 成 去 A 乘 以 方程 (2)， 所 得 结果 是 方程 (1)， 因 此 ，Az= 妨 a 
4.1.1 EREET 

nX n 和 矩阵 


1 
0 1 0 … 0 
0 


I= 0 1 … 0 


loo om 4 
称 为 单位 短 阵 ， 对 任何 nxn SERA, EAHH: IAS A=ALL, 
HARB AMT AB= 1 HER, MRI BAA MER, 而 A 是 B MER H, 


1 0 
1 0 0 1 0 
li: 1 slp 小 i] 3 
我 们 从 此 例 可 看 出 ， 如 果 一 个 矩阵 有 一 个 右 道 ， 则 右 逆 不 一 定 是 唯一 的 ， 而 对 方 阵 来 说 ， 情 况 
较 好 些 ， 正 如 我 们 下 面 所 指出 的 那样 . 
定理 2( 右 北 的 定理 ) 一 个 方 阵 最 多 可 能 具有 一 个 右 逆 . 


证 明 设 AB=T， 这 里 A，B，T 都 是 anXn HE. HAY RAR A 的 第 j 列 且 用 Tw 表 示 I 
的 第 上 列 ， 等 式 4B= 工 意味 着 


Sa” =e a<k<n) (6) 
mt 
PUA TBAB A 的 列 的 线性 组 合 ， 因 为 了 的 列 生成 R*"， 所 以 A 的 列 也 都 是 工 的 列 的 线性 
组 合 ， 因 此 ，A 的 列 构成 R" 的 一 个 基底 ， 从 而 (6) 式 中 的 系数 b 是 唯一 确定 的 . a 


ERIEK) $A BARA AB=I HAH, 则 BA 一 了 
证 明 i C—BA—I+B, W 
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AC = ABA—AI+AB =A-A+I=1 
FE, CRA 的 一 个 右 逆 ( 如 同 B 一 样 )， 由 定理 2，B=C; 因此 ，BA=I. (C 
由 上 述 两 个 定理 可 得 ， 若 方 阵 A 有 一 个 右 逆 BB， 则 B 是 唯一 的 且 BA=AB=I, FERN 
K BAA 的 逆 并 且说 A 是 可 逆 的 或 非 奇 异 的 . (当然 BEETA A 是 它 的 逆 . ) 我 们 记 B 
二 A 1 和 A=B '， 下 面 是 一 个 例子 
a ri Horio 
[a alb UE Jie -2)-0 9) 
车 A Wi, WTR Arb 有 解 工 一 A 60， 如 果 4 已 经 得 到 ， 那 么 这 个 等 式 提供 了 一 
个 计算 + 的 好 方法 ， 如 果 还 没有 得 到 4 '， 那 么 一 般 来 说 ， 不 应 该 仅仅 为 了 得 到 z HA. 
更 高 效 的 方法 将 在 后 面 儿 节 中 讨论 . 
正如 我 们 现在 指出 的 那样 ， 前 面 讨论 的 初等 运算 可 以 用 矩阵 乘法 来 执行 ， 我 们 把 初等 运算 
应 用 于 nXn 单位 矩阵 时 产生 的 一 个 nXn 矩阵 定义 为 初等 矩阵 ， 根 据 矩 阵 A 的 行 表达 的 初等 
ZHE: 
1. 交换 A HRI: AoA, 
2. 用 一 个 非 零 常数 乘 一 行 ，14, 一 A,. 
3. 一 行 加 另 一 行 的 倍数 : A, +AA, 
在 此 ， 我们 用 下 标 A. A, 等 等 来 表示 A 的 行 ， 对 A 的 每 个 初等 行 运算 可 以 用 一 个 初等 矩 
阵 左 乘 A 来 实现 ， 下面 是 三 个 例子 ， 它 们 说 明 三 类 运算 ， 


1] 0 O)fan an an an qz ais 

0 u ax an 2 ë an an 

1 ün an an an ar an] 
o| 1 an an -es daz | 


i ax ani 


1 
0. 
0 
1 


S 
-0o oxo = 


az 

s 
O] fan anr an an an ai 
o] |an an el- an ar an | 
0 A lla ay as ntan antar Man 十 aa 
如 果 我 们 希望 对 A 连续 应 用 初等 行 运算 ， 那 么 引入 初等 矩阵 El En e, En AE CEKJA 
的 矩阵 为 

E, EE: EA 
车 一 个 矩阵 是 可 逆 的 ， 如 此 一 系列 初等 行 运算 可 应 用 于 A, LAXI TR, 我们 有 
EVE.-1"E,E,A = I 

由 此 可 得 A， 二 EE。 En oE E\， 因 此 ， 可 以 通过 对 I 作 相 同 的 一 系列 初等 行 运算 得 到 A. 
下 面 是 说 明 计 算 北 的 一 个 例子 : 
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1 2 3] fl 0 

A={|1 3 3 0 1 O}=T 
L 4 7 0 0 1 
1 2 3) 1 0 0 

EA=|0 1 0 =] E o|- EI 
2 4 7. 0 0 1 
tg 100 
E,E,A=|0 1 0 =h f o|- sas 
lo 0 1 2) Gri 
10 3] 3-2 0 
EEEA=|I0 1 0 =i 1 o|- se 
w0 0 1 一 2 0 1 
fl 0 0 9 -2 -3 
E,E,;E,E,A=|0 1 0 -1 1 | = E,E,E,E,I = A` 

oo 1) L2 0 1 


其 中 初等 矩阵 是 
10 0 
0 0 
0 
1 


1 
0 1 0 
I-20 1 0 0 
定理 4( 非 奇异 短 阵 性 质 定理 ) shnXn BHA, FIRM 

LAEE; PAREEK. 

2. A 的 行列 式 非 零 . 

3. A 的 行 构成 R" 的 一 个 基底 . 

4. A 的 列 构 成 民 " 的 一 个 基底 . 

5. 作为 RR" 到 RR" 的 一 个 映射 ， A 是 单 射 的 (一 对 一 的 ). 

6. 作为 R" 到 民 "的 一 个 映射 ，A 是 满 射 的 ( 映 上 的 ). 

7. 方 程 hr 一 0 推出 工 一 0. 

8, 对 每 个 bE RR"， 刚 好 存在 一 个 了 TER" 使 得 Az 一 b. 

9. A 是 初等 矩阵 的 乘积 . 

10.0 不 是 A 的 特征 值 . 

一 个 重要 的 基本 概念 是 矩阵 的 正定 性 .如 果 对 每 个 非 零 
REE. Him, HE 


E, = 


工 有 z7Azr>>0， 那 么 称 矩阵 A 
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是 正定 的 ， 因 为 除了 52:50 之 外 ， 对 一 切 x, Mr 


2 1 
atAr = (x, nl, JEJ- tant tata eo 
Tz 


这 里 rAr 称 为 二 次 型 . 由 习题 4. 1. 17 一 4. 1. 19 可 知 ， 当 处 理 正定 性 时 ， 我 们 可 假定 对 称 性 . 
利用 定义 来 证 明 一 个 矩阵 的 正定 性 通常 不 是 件 容易 的 事 ， 因 为 它 涉及 一 个 任意 的 zx 天 0. HA 
是 正定 和 对 称 的 ， 则 它 的 特征 值 都 是 正 实数 . 
4.1.2 分 块 矩阵 

把 矩阵 分 块 成 子 矩阵 并 且 把 子 矩阵 看 成 数 来 计算 矩阵 的 积 通常 是 很 方便 的 ， 下 面 是 这 种 方 
法 的 一 个 例子 . 


rr 101 2 1 
1. 2 1-1 oaf ] [ ] 
[ 了 上 lea 12 0 1 
一 1 1 0-11 
1 0 1 12 
o af jı 1 ol 
-1 1 0 0 1 
1 一 e'° oo 32.4 
21 of |-2 1 
1 “9, Ter Bs TENG, 
01J 11 
[12 7 2 5J 
=e 42°F 0 2 
=||-3 3 2) |-2 1 
4 0 一 1 0 1 
29 «2, 1 


如 果 这 此 矩阵 被 分 块 成 式 中 所 指出 的 那样 ， 有 信和 县 区 Te 那么 就 有 下 列 
形式 的 乘积 

An AnJfBn Ba] [CCo 

Pa aee mile Cad 
我 们 可 以 验证 C, = STAB, . Am, RNE 


u al; 1 Ha = 0af 


KH emo 


0 
并 且 如 计算 所 示 那样 ，Cu 一 An Bu 十 As Ba. 
为 建立 这 种 方法 的 一 个 一 般 的 结果 ， 设 A，B，C SR BES} Sea FU AS 
An An oo An By Be = Bu Cu Ce Cu 
a= |^ ^n = Anf p [Bu Ba Bul o_O C a Ca 


Am Am e Am Ba Ba = Ba Cai Ca BY Ca 
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EBS PREBREZR) 若 可 以 构成 每 个 乘积 AsB。， 并 且 若 Cu 一 D ABs, 则 C= 


AB. 
证 明 设 A 的 维 数 是 m, Xn,，B, 的 维 数 是 ,Xn;。 因 为 AsB; 存 在 ， 所 以 对 一 切 s， 我 们 


必须 及 二 加 ,， 于 是 C; 将 有 维 数 m, Xa. RERE C 中 的 任意 一 个 元 素 cy、 假 如 cy TER 
Co 中 ， 并 且 位 于 CHR p 行 和 第 g 列 ， 则 我 们 一 定 有 
i= m +m + +m, +p (7) 
了 一 而 十 下 十 …… 十 mi 十 9 (8) 


内 此 ， 我 们 有 


y= Come = (XAB), = PAB = D D An (Bede 


因为 (7?) 式 ， 所 以 元 素 (A.)= 位 于 A 的 第 i 行 . 因为 1<1<n H 1<a<n,, 所 以 这 些 元 素 填 满 A 
的 整个 i 行 ， 由 于 (8) 式 ， 按 类 似 的 推理 表明 元 案 (B。)。 位 于 B 的 第 j A, 而且， 旦 现 B 的 整 
个 了 列 并 以 其 自然 次 序 出 现 ， 因此 ， 


cy = >) (Ade (By = (AB); a 
= 

习题 4. 1 

说 明 第 一 种 类 型 的 初等 运算 可 用 4 个 其 他 类 型 的 初等 运算 来 实现 ， 并 且 我 们 可 限制 》 为 士 1. 

对 方程 个 数 与 未 知 数 个 数 不 同 的 方程 组 ， 定 理 1 是 否 成 立 ? 

证 明 ， 每 个 初等 运算 可 以 用 相同 类 型 的 一 个 运算 还 原 . 
考察 线性 方程 组 Ar 一 0， 这 里 A 是 mXn 和 矩阵 ，z 是 xnX1 耐 b 是 mX1l， 用 Al，As，…，A, 表示 A 的 列 . 

证 明 : 方程 组 有 解 当 且 仅 当 6 是 由 {4, ，A: ，…，A.} 线 性 生成 的 ， 证明: RA, A e AREK, 

则 方程 组 至 多 有 一 个 解 . 

BEC. q, DÆMA 乘 ”Xn 单 位 阵 的 第 9 行 加 到 第 畏 行 后 得 到 的 矩阵 . (假定 pH.) 证 明 关系 EG, q 
A) "二 E(p，q， 一 和 A) 成立 ， 证 明 对 任意 的 m Xn REA, PE A 中 把 RAR p 列 加 到 第 gq TW BL 
AE(py qs De 

TSE RE — PE, IS tT A EE A AEE. ET PE a SEO. 

A 有 分 块 形式 

BC 
ay [， 吕 


其 中 块 是 mnXn 的. 证明: 若 B 一 1 非 奇异 ， 则 对 ADI, 
-D@B- D 
~ -DBI °) 
0 了 


=> 


E3 


.( 续 ) 参 照 寺 题 ， 当 
B 0 
aS 民 
时 ， 求 AY 的 块 结构 ， 并 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结论 . 
, 执行 下 列 两 个 矩阵 的 乘法 一 先 用 块 积 方法 ， 再 用 通常 的 乘法 . 


的 


iea 
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Pp 二 
ua m-ont bd 
A 

a ol 
1-1 0 0 1 0 ziù bsi 
oe it ye 0 1 1 一 1 1 


10. 证 明 上 三 角 wx 矩阵 集合 是 全 体 w Xn 矩阵 代数 的 子 代数 ， 换 言 之 ， 证 明 这 个 集合 在 加 法 、 乘 法 和 数 乘 运 
算 之 下 是 代数 封闭 的 . 
11. 证明， 非 奇 异 上 三角 矩阵 之 着 也 是 上 三 角 矩 阵 . 
12. BEA Mn Xn OT MERE. Hiu Rly 是 "中 的 两 个 向 量 ， 求 uw 和 使 
Au 
(ol 
可 六 的 必要 和 充分 条 件 ， 当 道 存在 时 ， 给 出 赣 矩 阵 的 公式 . 
13. 设 是 一 个 分 块 形式 的 逢 阵 : 
AB 
B= [e 1 
证 明 ; 车 A 一 BC 韭 奇异 ， 则 D 也 非 奇异 . 
14. CH) EY D 的 零 空间 维 数 不 大 于 A 一 BC 的 零 空间 维 数 这 个 更 强 的 结果 . 
15. 下 列 这 些 逢 阵 是 否 正定 ? 


Ta 


4 2 1 
b. k 5 | 
1 2 4. 


16. Xf a 的 什么 值 ， 上 列 矩 阵 正定 ? 


laa 
al 


17. 如 果 A” A， 方 阵 A 称 为 反对 称 的 。 证明: 若 A 是 反对 称 的 ， 则 对 一 切 zx，zTAz=0. 

18.( 续 ) 证 明 一 个 反对 称 矩 阵 的 对 角 元 为 0、 并 当 这 个 矩阵 是 奇数 阶 时 ， 证 明 它 的 行列 式 为 0. 

19. (BEY A 是 任意 方 阵 ， 定 义 Ao =(A+A™)/2, Ay =(A~A™)/2, 证 明 A 对称，A, 反对 称 ，A= Ao 十 Al， 
HAM Wry x Ar 一 zzr， 这 说 明了 为 什么 在 讨论 二 次 型 时 ， 我 们 把 注意 力 限制 在 对 称 和 矩阵 范围 内 、 

0. 给 出 一 个 所 有 元 素 是 正 的 对 称 短 阵 使 得 z Ar 有 时 是 负 的 例子 

21. 一 个 矩阵 是 否 可 以 有 一 个 右 着 和 一 个 左 逆 而 它们 不 相等 ? 

计算 机 习题 4. 1 


L (程序 设计 课题 ) 对 有 兴趣 从 事 数值 实验 的 读者 ， 我 们 提出 一 个 程序 设计 课题 ， 它 可 分 凡 个 阶段 实现 ， 这 个 
课题 涉及 编写 若干 子 程序 去 做 线性 代数 中 的 基本 作业 ， 这 组 子 程序 将 提供 求解 线性 方程 组 ， 用 不 同方 法 分 
解 甜 阵 ， 计 算 特 征 值 和 广义 北 的 一 个 私人 软件 包 ， 相 继 的 部 分 为 计算 机 习题 4.2.1, 4.2.3, 4.3.1~4.3.8 
和 4.4.1. 

2. 对 下 列 问题 编写 和 测试 子 程序 或 过 程 : 


S 
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a Store(n, x, y), Fin 维 向 量 Hite 维 向 量 y: yer 
b.Prod(m, n, A, xz, y), M mXn SRA 左 乘 mn 维 向 量 z 并 把 结果 存放 在 m HH Ry P: > 一 Az. 
cMult(k，m，n， 有 A，B，C)， 计算 CAB， 这 里 和 是 kXm， BE mXn, HCREX nM. 


.Dot(n，z，y，)， 计 算 ( 用 双 精 度 运算 ) 内 积 a< 了) zy,， 并 且 存 放 答案 为 一 个 单 精度 实数 a， 注 意 : 
tie y a 都 是 单 精度 数 . 
4.2 LU 分 解 和 楚 列 斯 基 分 解 


让 我 们 考虑 一 个 一 个 未 知 数 zx, r ，…，z。 的 个 线性 方程 的 方程 组 ， 它 可 以 写成 如 下 


形式 

an an an an] [z b 

an an an az | | ze b: 

ân an as as | |zs |= |b; 

An An Ans" Om | Lr, b, 
将 这 个 等 式 中 的 矩阵 用 A，z 和 4 表示 . 那么， 我们 的 方程 组 就 是 

Ar =b a) 

4.2.1 容易 求解 的 方程 组 


我 们 开始 寻找 能 容易 求解 的 特殊 类 型 的 方程 组 ， 例 如 ， 假 如 nX n 和 矩阵 有 对 角 线 结构 ， 这 
意味 着 A 的 所 有 非 零 元 位 于 主 对 角 线 上 ， 方 程 组 (1) 是 


an 0 0 07 fx bi 
0 an 0 … Of} fa, b: 
0 0 as … 0||z|=| 5 
0 0 0 amd Ley, b, l 
此 时 ， 我 们 的 方程 组 化 为 ”个 简单 的 方程 ， 并 且 这 个 解 是 
bi/an} 
bilan 
z= |bs/ass 
bylam 


若 对 某 个 下 标 i a =0 Hb =0, W r, 可 以 是 任意 实数 . # a =0 而 六 天 0， 则 方程 组 无 解 . 
继续 搜寻 容易 求解 的 方程 组 (1)， 我 们 假定 A 有 下 三 角 结构 .这 意味 着 A 的 所 有 非 零 元 位 
于 主 对 角 线 上 或 其 下 方 ， 方 程 组 (1) 为 
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jan 0 0 07 fx bi 
a an 0 0 | |x bz 
an ax as 0 ||z:|= jbs 
an Am am * Om | Ltn ba 


为 了 解 这 个 方程 组 ， 假 定 对 一 切 i，o 天 0; 然后 ， 从 第 一 个 方程 得 到 n. HE MAK r 值 
代 人 第 二 个 方程 ， 得 出 第 二 个 方程 的 解 =:， 用 同样 的 方法 依 这 个 次 序 一 次 得 到 一 个 xi ， 最 后 
可 得 到 ayy rey oy zn 此 时 求解 的 一 个 有 效 的 算法 称 为 向 前 回 代 : 


input n, Cay), Ch) 
for i=1 to n do 


a (b> D agx; ) Ja 
end do 
output (zi) 


习惯 上 ,在 8 二 a 的 情况 下 , 形 如 六 x, 的 任何 和 式 被 认为 是 0. 
同样 的 思想 可 用 来 求解 具有 上 三 角 结构 的 方程 组 ， 这 样 的 矩阵 方程 组 具有 形式 


an Q 493 ” Ain | [Ty bi 
0 an an aan | | z2 b: 
0 0 an as | |z |= |b; 


0 0 0 … and Lt, b, 
必须 再 次 假定 : IIi, a, 40, RM z 的 一 个 有 效 的 算法 如 下 ， 并 且 称 之 为 向 后 回 代 . 


input n, Cay), (b) 
for i=n to 1 step —1 do 


Aike $ asz; )Jas 
end do k 
output (x,) 


还 存在 另 一 种 利用 上 述 思想 容易 求解 的 简单 的 方程 组 类 型 一 一 即 ， 置 换 一 个 三 角 方 程 组 中 
的 方程 所 得 到 的 方程 组 ， 为 了 说 明 这 点 ， 考 察 方程 组 
b 
= P (2) 


an an 07 fx 
an an az | |zz 
a 0 0 3 


只 需 对 这 些 方程 重新 排序 ， 我 们 就 可 得 到 一 个 下 三 角 方 程 组 ， 


an 0 OF fx bs 
zn azz Gast Lr 2 
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这 个 方程 组 就 可 按 前 面 同样 的 方法 求解 。 换 一 种 方式 ， 我 们 不 按照 通常 次 序 1，2，3 而 按照 次 
序 3，1，2 来 求解 方程 组 (2) 中 的 方程 . 

让 我 们 试 着 用 正规 的 方式 来 描述 前 面 矩 阵 的 性 质 ， 我 们 假定 A 的 某 一 行 ， 艾 如 第 p 行 ， 
在 2，3，…， mAb WE. 然后 ， 另 一 行 ， 警 如 第 p: 行 ， 在 3，4，…， 7 处 为 零 ， 如 此 等 等 . 
如 果 是 这 种 情况 ,我 们 将 用 第 p 行 得 到 2. P p 行 得 到 z,，…， 第 p 行 得 到 xz.， 若 我 们 按 
次 序 pis Pov > pa 重新 排列 这 些 行 ， 则 所 得 的 矩阵 应 该 是 下 三 角 阵 . 

如 果 A 是 刚才 考虑 过 的 置换 的 上 三 角 或 下 三 角 和 矩阵 ， 如 何 求解 Ar=b R? 让 我 们 假定 已 
知 或 事先 以 某 种 方式 确定 了 置换 向 量 ( 户 ，p,，…，p.)， 修 改 前 面 的 算法 .我 们 得 出 置换 的 下 
三 角 方程 组 的 向 前 回 代 . 

Input n, Cay). (b), (p> 

for i~ | ton do 

ne (by, eye 

end do 4 

output (x,) 

当然 ， 仅 当 A 有 性 质 : a,,=0 G>i)M a,, EOI dB, NIRA MEET. 类 似 
地 ， 置 换 的 上 三 角 方程 组 的 向 后 回 代 如 下 : 


input n, Cay). Ch), CPO 
for i= n to | step~ 1 do 


= (hn = Danes) [any 
end do $ 
output (x,) 
在 j<i, ay, 70 AI — i, a, #0 的 情况 下 ， 这 个 算法 起 作用 . 
上 述 四 个 算法 都 没有 给 出 直接 转换 成 大 多 数 程序 设计 语言 所 需 的 足够 细节 ， 例 如 ， 置 换 的 
上 三 角 方程 组 的 向 后 回 代 算法 可 能 就 需要 更 为 详尽 的 指令 : 
input n, (ay), Cb), (pid 
for i=n to | step —1 do 
sby, 
for j=i+1 to n do 
mi 
Zi-s/aps 
end do 
output (71) 


4.2.2 LU 分解 
假如 A 可 以 分 解 为 一 个 下 三 角 阵 L 和 一 个 上 三 角 阵 U 之 积 : A 二 LU， 则 求解 方程 组 
Ar 二 b 问 题 就 会 分 成 两 步 : 
Le =b 解 = 
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Ur=z fr 
前 面 的 分 析 表 明 求 解 这 两 个 三 角 方程 组 是 简单 的 . 
我 们 将 说 明 倘若 在 计算 的 某 些 步 中 不 会 遇 到 0 除数 ， 怎 样 实现 分 解 A 二 LU， 并 不 是 每 个 
和 矩阵 都 有 这 样 的 分 解 ， 现 在 将 研究 这 个 困难 . 
我 们 用 一 个 ">Xnm 和 矩阵 A 开始 搜索 矩阵 
Z 0 0 


Un un Ms uy 
O un un u, 
U=|0 0 us us 
0 0 0 um 
使 得 
A=LU (4) 


如 果 这 是 可 能 的 话 ， 我 们 就 说 A 有 一 个 LU RR. KORTER LAU 不 是 唯一 确定 的 ， 事 
实 上 ， 对 每 个 i， 我们 可 以 对 4 或 w; (但 不 是 两 者 ) 指 定 一 个 非 零 值 ， 例 如 ， 一 个 简单 的 选择 是 
W51, i=l, 2, e, n 于 是 使 了 为 单位 下 三 角 阵 ， 另 一 个 明显 的 选择 使 U 为 单位 上 三 角 
阵 (对 每 个 i， 必 一 1)， 这 些 特殊 情况 具有 特别 的 重要 性 . 

为 导出 A 的 LU 分 解 的 算法 ， 我 们 从 矩阵 乘法 公式 出 发 ， 


ay 一 Maus = Seu, (5) 
这 里 我 们 利用 了 事实 : s>i Bt, =0 H >j Btu, =0. 

这 个 过 程 的 每 一 步 确定 U 的 一 个 新 行 和 中 一 个 新 列 ， 在 第 上 步 ， 我 们 可 以 假定 U 的 第 
1，2，…， 一 1 行 和 上 的 第 1，2，…，A 一 1 列 已 算出 ，( 若 k=1， 这 个 假设 无 意义 . ) 在 (5) 式 
PRi=j=k, RNB 

au = D, luta + aun (6) 


E uw 或 bw 已 指定 ， 我 们 利用 (6) 式 来 确定 另 一 个 ， 已 知 6 和 ww 时 ， 我 们 用 (5) 式 分 别 写 出 第 
FT G=k) AUB k AG=k), 


n 
ay = Dy luuy thaws, (+ 1<j<n) (7) 
所 


aa = J leua Haua (kt 1<i<n) (8) 
= 
Bly AO, MTA RAAB EK u. 类似 地 ， 车 un 天 0， 就 可 用 (8) 式 来 得 到 元 素 (a. 
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有 趣 的 是 这 两 个 计算 理论 上 可 以 并 行 实现 ( 即 同 时 地 ). 在 某 些 计算 机 上 执行 时 间 内 用 相当 
大 的 存储 量 这 件 事 情 实际 上 是 可 行 的 ， 细 节 见 Kincaid and Oppe[1988]， 正如 所 述 的 那样 计 
算 U 的 第 人 行 和 上 的 第 上 列 完成 算法 的 第 上 步 ， 而 这 些 计算 需要 用 如 和 uwn 作 除法 ; 因此 ， 
若 这 些 除数 为 0， 则 计算 通常 不 能 完成 ， 然 而 ， 在 某 些 情况 下 ， 它 们 又 是 可 以 完成 的 .( 见 
习题 4. 2. 43. ) 

基于 前 面 的 分 析 ， 当 上 了 上 是 单位 下 三 角 阵 (4 王 1，1 近 ij 生 四 时 ， 算 法 称 为 Doolittle 分 解 ， 当 UU 
是 单位 上 二 角 阵 (wu 一!，1 志 i 和 <m) 时 ， 算 法 称 为 克 劳 特 分 解 ， 当 U=L" 使 得 u Lin, 
算法 称 为 楚 列 斯 基 分 解 。 我 们 将 在 本 节 的 后 面 详细 讨论 楚 列 斯 基 分 解 ， 因 为 这 个 分 解 要 求 A 
有 若干 特殊 的 性 质 ， 即 A 应 该 是 实 对 称 和 正定 的 . 

这 些 分 解 中 哪个 比较 好 呢 ? 因为 每 个 分 解 都 与 基本 的 高 斯 消 元 法 的 不 同 变形 有 关 ， 所 以 我 
们 需要 对 它们 有 一 个 全 面 的 理解 . 

一 般 的 LU 分 解 算法 如 下 : 

input n. Cay) 

for k= | ton do 

Specify a nonzero value for either 
Au or um and compute the other from 
duun = an S ane 
for j= k 41 ton do y 
m ay Sirus /eu 
end do i 
for i= k* | to n do 
ton (as AYA 
end do i 

end do 

output (2p), Cuy) 

注意 在 计算 U 的 第 k 行 和 1 的 第 k 列 时 可 能 的 并 行 性 (同时 性 )( 见 习题 4. 2. 56. ) 

详细 地 修改 像 LU 分 解 和 楚 列 斯 基 分 解 那样 的 算法 ， 使 得 它们 能 以 不 同形 式 适用 于 高 性 能 
计算 机 的 高 精度 计算 ， 为 求 得 利用 多 指令 多 数据 (MIMD) 分 布 式 存储 并 行 计算 机 独 有 特性 的 可 
升级 算法 ， 在 重新 设计 的 过 程 中 使 用 了 很 多 技巧 .例如 ， 块 -分 段 算法 被 用 于 减少 存储 结构 中 
不 同 层次 之 间 数 据 移动 的 频率 此外， 特别 分 散 版 本 的 基本 线 件 代 数 子 程序 (BLAS) 被 用 作 计 
算 和 通信 的 标准 部 件 ， 诸 如 LAPACK 和 ScaLAPACK 这 样 的 软件 库 也 利用 这 些 设计 特性 来 编 
写 ， 关 于 这 些 问 题 的 讨论 可 见 Anderson et al. (1995 ]#€LAPACK Users’ Guide》 与 Dongarra 
and Walker [1995]. 

在 分 解 A 一 LU 中, LEK 26H U 是 上 三 角 阵 ， 从 (5) 式 得 到 工 和 UU M n’ tn 个 未 知 
Bhn 个 方程 显然 必 须 指定 它们 中 的 个 未 知 数 。 甚 至 一 个 更 一 般 的 分 解 也 允许 指定 上 和 
U 的 任意 % 个 元 素 并 求解 所 得 的 方程 组 ， 遗 憾 地 ， 这 个 方程 组 可 能 关于 心 和 是 非 线性 的 . 
OLJE A. 2.00.0 在 前 面 的 算法 中 ,必须 先 指明 ls 或 wu ， 然 后 在 转移 到 下 一 列 和 下 一 行 之 前 
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计算 工 的 第 4《 WAMU 的 第 上 行 的 全 部 元 素 ， 而 且 在 这 些 计算 中 次 序 上 一 1，2，…， n 是 相当 重 


sq) EW. 
执行 Doolittle 分 解 的 伪 代 码 如 下 : 
input n, (an ) 
for k=1 ton do 
luel 
for j=k to n do 


un = ay — Do lau 
a 
end do 
for i=k+1 ton do 


tam (aa So, ) /uu 


end do 
end do 
output (0,), Cuy) 


例 1 求 下 列 矩阵 的 Dooli 


解 ”从 算法 可 得 Doolittle 


与 其 直接 计算 下 面 的 两 个 分 解 
MED, RANT 


1 
1 
A= |2 
1 


3 


ttle、 克 劳 特 和 楚 列 斯 基 分 解 
60 30 20 

A= |30 20 | 

20 15 12 


分 解 是 


60 30 20 


1 0||" 5 sow 


1 
0 0 3 


1 
l= woj = 


， 倒 不 如 从 上 面 的 Doolittle 分 解 得 到 它们 ， 取 U 的 对 角 元 为 对 


60 0 0 1 
3 
1 oljo5 o =LDU 
1 1 
3 1 


0 0 


通过 取 世 一 LD， 我 们 得 到 克 劳 特 分 解 


60 0 1 


0 
0 


wl oo 
o = sl- 


20 5 


通过 分 裂 LDU MPH D 为 形式 D'*D'*， 并 与 上 结合 一 个 因子 以 及 与 结合 另 一 个 因子 得 


到 楚 列 斯 基 分 解 ， 于 是 
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o = vje 
= m aj 


Wa 8 308 = 
我 们 最 关注 的 分 解 是 4 王 LU， 这 里 二 是 单位 下 三 角 阵 而 U 是 上 三 角 阵 ， 因 此 ， 每 当 提 到 
LU 分解 时 ， 我 们 意 指 其 中 上 是 单位 下 三 角 阵 ， 下 面 是 方 阵 A ALU 分 解 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 1CLU 分 解 定理 ) ËnXn ÆA 的 n 个 前 主子 式 非 奇异 ， 则 A 有 LU 分 解 . 
证 明 回想 矩阵 A 的 第 k 个 前 主子 式 是 矩阵 


a ae au 

an an an 
A= s 

an an “o Ay 


BA Li Us HEA, L, UBER 个 前 主子 式 ，A, ，A, es A, 是 非 奇异 的 ， 为 归纳 证 
明 起 见 ， 假 定 已 经 得 到 LMU. 在 (5) 式 中 ,， 若 ;和 7 在 范围 1，2，…，k 一 1 中 ， 则 "也 
在 这 范围 中 ， 因 此 ，(5) 式 说 明 
Ari = LiUs 
因为 由 假设 A, EAR, MAL ALU, ,也 非 奇异 .因为 L，, 非 奇异 ， 所 以 ， 我 们 可 解 

方程 组 

Sena =a U<i<k-1 
求 us，1<s<4 一 1、 这 些 元 素 位 于 U 的 第 k 列 . 因 为 U ,也 非 奇 异 ， 所 以 我 们 可 解 方程 组 

Dau =a, U<j<e-l 
求 bl。，1<s<k 一 1， 这 些 元 素 位 于 工 的 第 行 。 因 为 bu 已 指定 为 1， 所 以 从 要 求 

au = D luus = D luus + luun 
可 得 到 uy. FE, AML, 和 U 一 切 必要 的 新 元 素 已 经 确定 了 .注意 lauan, HY, ba 
三 1，un 二 an， 至 此 归纳 法 完成 . a 
4.2.3 MAMEDMR 


正如 本 节 前 面 提 到 的 那样 ， 由 数学 家 André Louis Cholesky 名 字 命名 的 一 个 矩阵 分 解 在 某 
些 情况 下 是 有 用 的 ， 楚 列 斯 基 证 明了 下 列 结果 . 
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定理 2( 楚 列 斯 基 LL 分 解 定理 ) 若是 一 个 实 对 称 正定 阵 ， 则 它 有 唯一 的 分 解 4 一 
LL', 其 中 攻 是 具有 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 . 
证 明 ”记得 如 果 ASAT 并 且 对 每 个 非 零 向 量 x A x7 Ar>0, MAME A 为 对 称 正定 的 . 
内 此 即 得 A 是非 奇异 的 ， 因 为 A 显然 不 能 映射 任何 非 零 向 量 为 0 向 量 . 进而， 考虑 特别 形式 
的 向 量 z 一 (zx1，x;，*…，Xs，0，0，…，0)". 可 看 出 A 的 前 主子 式 也 是 正定 的 .定理 1 推出 
AA LU 分 解 . 由 A 的 对 称 性 ， 我 们 有 
LU=A=AI=UTLT 


这 可 推 得 
UCL?) = LUT 

这 个 等 式 的 左边 是 上 三 角 阵 ， 而 右边 是 下 三 角 阵 .( 见 习题 4. 2. 1. ) 因此 ， 存 在 一 个 对 角 阵 D 
UCL") =D, 因此 , U=DL', A=LDL". 由 习题 4. 2. 26 知 D 是 正定 的 ， 并 且 它 的 对 角 
元 d, 是 下 的， 用 D'“ 表 示 对 角 元 是 /4 的 对 角 阵 ， 我 人 有 A 二 LLT7， 其 中 上 三 LD'?* ， 这 就 是 楚 
列 斯 基 分 解 ， 唯 一 性 的 证 明 留 作 习 题 . a 

楚 列 斯 基 分 解 算法 是 一 般 的 LU 分 解 算法 的 一 种 特殊 情况 ， 若 A 实 对 称 正定 ， 则 由 定理 2 
知 ， 它 有 唯一 的 形 如 ASLI 的 分 解 ， 其 中 二 是 有 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 ， 因 此 ， 巾 (4) 式 ， 
U=1.'， 在 一 般 算法 的 第 上 步 ， 对 角 元 由 下 式 计算 


ta = (aa — DG)” (9) 
于 是 ， 楚 列 斯 基 分 解 的 算法 如 下 : 


input n. Cay) 
for k=1 to n do 


ta = Cale Say 
ʻi 
for i=Ł+1 to n do 
la + (aa — Siesta )/t» 
end do 


end do 
output (¢,,) 


定理 2 保证 uD. WIRD), jk, BH PAAR: 


au = ASG 
a 
由 此 ， 我 们 得 出 
lt | 和 vau (<j<h 

因此 ，L 的 任何 元 素 以 A 相应 对 角 元 的 平方 根 为 界 ， 这 就 推出 即使 不 选任 何 主 元 素 ，L 的 元 素 
相对 于 A 也 不 会 变 大 . 〈 选 主 元 在 下 节 中 说 明 . ) 

在 楚 列 斯 基 和 Doolittle 这 两 个 算法 中 ， 应 该 以 双 精 度 计算 内 积 以 避免 伟人 误差 增 大 ，( 见 
计算 机 习题 2. 2. 6. ) 
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习题 4. 2 
1. 证 明定 理 2 的 证 明 中 所 需要 的 事实 . 
a HU A PE, WU = a. 
b. 单位 下 三 角 阵 之 逆 是 单位 下 三 角 阵 - 
c 两 个 上 (下 ) 三 角 阵 之 积 是 上 (下 ) 三 角 阵 . 
2. TEMA: 若非 奇异 阵 A ALU 分 解 ， 其 中 工 RPE ES, WL MU. 
3. 若 A 非 奇异 . 证明: 向 前 回 代 和 向 后 回 代 算法 及 它们 的 置换 形式 总 能 求解 Ar=b. 
4. ( 续 ) 计 算 这 四 种 算法 中 包含 的 算术 运算 次 数 . 
5. 证 明 一 个 上 三 角 阵 或 下 三 角 阵 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 对 角 元 全 不 为 0. 
6. EH: 车 A 的 全 部 主子 式 都 非 奇 异 并 且 对 每 个 1i，4 天 0， 则 对 IKAN, uu #0. 


7. WEM A ie Jea LUS PE: 这 不 是 本 节 所 证 明 的 定理 1 的 一 个 简单 推论 
B. a. 写 州 Doolittle 算法 的 行 形式 ， 在 第 人 步 计算 上 的 第 行 和 U 的 第 行 ，( 因 此 ， 在 第 人 步 的 计算 次 序 是 


pl) 
b. Hk Doolittle 算法 的 列 形式 ， 在 第 k 步 计算 U 的 第 k WAL 的 第 上 列 .( 因 此 ， 在 第 步 的 计算 次 序 是 
Ma 


9, 利用 等 式 UU “一 1， 得 出 一 个 求 上 三 角 阵 之 逆 的 算法 ， 假 定 U HE, DU 的 对 角 元 全 不 为 0. 

10. 矩阵 A=(a,) : 当 j>i 或 j<i 一 1 时 a, 一 0， 称 A 为 斯 蒂 尔 切 斯 矩阵 ， 设 计 一 个 求 这 种 矩阵 之 赣 的 有 效 
WK. 

11. BA Bn Xn HEP. (s pe ore PORA, 2, e, ) 的 一 个 置换 ， 它 使 得 A 中 第 i 行 (对 i=1，2，…， 
nM ) 仅 包含 pis ps e p 列 中 的 非 替 元 ， 编 写 一 个 求解 Ar=b 的 算法 . 


12. 说 明 得 个 形 如 A= | 。 sme a LU Se, 说 明 即 使 上 是 单位 下 三 角 阵 ， 这 个 分 解 也 不 唯一 ，( 这 个 问 


题 和 下 面 两 个 问题 ， 都 说 明了 Taussky 准则 ， 如 果 关 于 和 矩阵 的 猜测 不 成 立 ， 通 常 可 以 用 一 个 2X2 矩阵 证 
明 其 不 成 立 . ) 


13. ( 统 ) 说 明 每 个 形 如 A= |" p ema Lu a. 它 是 否 有 一 个 上 [分解 ， 其 中 的 了 是 单位 下 三 角 阵 ? 
14。( 续 ) 说 明 下 列 形式 的 每 个 敌阵 有 LU 分 解 ， 它 是 否 有 一 个 LU 分 解 ， 其 中 的 上 是 单位 下 三 角 隆 ? 


15. 证 明 : AA AA LU 分 解 ， 则 A 的 所 有 主子 式 都 非 奇异 . 

16. 设 方程 组 Ar= 必 有 下 列 性 质 : 存在 (1，2，…，n ) 的 两 个 置换 户 =- ( 户 ， 户 ，…， 户 ) 和 9g= Cais ges os qe) 
使 得 对 每 个 RG p 的 方程 只 含有 变量 zy, ryo o r .编写 一 个 求解 此 方程 组 的 有 效 算法 . 

17. 计算 对 一 个 单位 下 三 角 阵 求 逆 所 需要 的 乘法 和 /或 除法 次 数 . 

18. 证 明 或 否定 : 若 A 有 一 个 LU 分 解 ， 其 中 二 是 单位 下 三 角 阵 ， 则 A 还 有 一 个 LU 分 解 ， 其 中 是 单位 上 
三 角 阵 . 

19. 假如 A 的 LDU 分 解 已 知 ， 给 出 一 个 求 4 的 递 的 算法 .( 利 用 上 面 的 习题 4. 2. 9 和 计算 机 习题 4. 2. 1. ) 

20. FEWE A 有 性 质 : ai 一 0，i+j<m 讨论 求 A 的 逆 的 算法 . 
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21. 利用 楚 列 斯 基 定 理 证 明 对 称 矩阵 A 的 下 列 两 条 性 质 等 价 . 
a A 是 正定 的 . 
b. 在 R" 中 存在 一 组 线性 无 关 的 向 量 z，”，z”，…，z" 合 得 A, = OT). 
22， 证 实 下 列 求解 Uz =6 算法 的 正确 性 此 时 U 是 上 三 角 阵 - 
for j=n to | step 一 1 do 
Tb/ 
for i=l to j— 1 do 
birbi tty rs 
end do 
end do 
23， 证 明 : 若 A 的 全 部 前 主子 式 非 奇 异 ， 则 A 有 分 解 LDU， 其 中 是 单位 下 三 角 阵 ，U 是 单位 上 三 角 阵 ， 而 
DHM. 
( 续 ) 若 A 是 对 称 阵 且 其 前 主子 式 非 奇 异 ， 则 A 有 分 解 LDL"， 其 中 工 是 单位 下 三 角 阵 ， 而 DERMEN. 
( 续 ) 编 写 一 个 计算 对 称 阵 A 的 LDL 分 解 的 算法 ， 你 的 算法 应 该 大 约 做 标准 高 斯 算法 一 半 的 工作 量 ， 注 
意 ; 若 A 有 奇异 主子 式 ， 这 个 算法 可 能 会 失败 (这 个 修改 楚 列 斯 基 算法 不 包含 平方 根 计算 . ) 
26, 证 明 ，A TES E B 非 奇 异 当 且 仅 当 BABT ER. 
27. 若 A 正定， 是 否 可 得 A WES? 
2 6 一 4 
A= | 6 17 =| 
—4 -—17 —20. 


28. 考虑 

不 用 高 斯 消 元 法 直接 求 分 解 A 二 LDL"， 其 中 D 是 对 角 阵 ，L 是 单位 下 三 角 阵 . 
讨论 直接 求 A 的 UL 分 解 的 算法 ， 这 里 了 上 是 单位 下 三 角 阵 ， 而 U 是 上 三 角 阵 ， 给 出 一 个 求解 ULz 一 
的 算法 . 7 


30. 求 矩阵 
0 1 
和 


的 LU 分 解 ， 其 中 工 是 下 三 角 阵 ， 而 U 是 单位 上 三 角 阵 . 
` = E MR 3 air EN 
SHAPER A L 5] 合 4 LL, RB LB F=f. 


24. 
25. 


2 


2 


3 


32. 


直接 求 下 列 矩阵 A 的 LL" 分 解 ， 其 中 了 是 具有 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 . 
Hp tee oF 


1 


33. 假如 非 奇异 阵 A 有 楚 列 斯 基 分 解 . 那么 A 的 行列 式 会 怎样 呢 ? 
1 5 
34. 求 矩阵 4-[， MC 工 U 分 解 ， 其 中 志和 U 都 有 单位 对 角 元 .再 把 数 16 变 成 15， 重 做 一 遍 . 
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35. 考虑 对 称 三 对 角 正定 矩阵 
136.01 90.860 0.0 0.0 


90.860 98.810 — 67.590 0.0 
0.0 —67.590 132.01 46. 260 
0.0 0.0 46.260 177.17 
使 用 5 个 有 效 数字 ， 按 下 列 方法 分 解 A: 
a A=LU， 这 里 上 是 单位 下 三 角 阵 ，U 是 上 三 角 阵 . 
DU, 这 里 二 是 单位 下 三 角 阵 ， 忆 是 对 角 阵 ，U 是 单位 上 三 角 阵 . 
LU, 这 里 了 上 是 下 三 角 阵 ，U 是 单位 上 三 角 阵 . 


中 A=LL'， 这 里 上 是 下 三 角 阵 . 
6 10 o 
A= | 26 ‘| 
0 9 12. 


36. RAPE 
LU, We L REM ICH 2 的 下 三 角 阵 . 
37. 证 明 或 否定 : 若 一 个 奇异 阵 有 Doolittle 分 解 ， 则 分 解 不 唯一 . 
38. 证 明 分 解 4= LL" 的 唯一 性 ， 其 中 了 是 具有 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 . 


39. 对 称 正定 (SPD) 的 矩阵 A 有 SPD 的 平方 根 X， 于 是 X= AL a-[ 
.讨论 下 列 两 种 特殊 情况 OR MERE IT BRL Ar=b 的 算法 


aay = 0, jn—i 
1-2 
A=|4 2 -1 
6 3 n 


bay =O. j>nt1—i 
. HAG, MAOR, REE 
的 所 有 Doolittle 分 解 ， 在 此 例 中 ， 尽 管 un = 0， 算 法 还 是 能 执行. 
42， 证 明 ， 着 A 对 称 ， 则 在 它 的 LU 分解 中 的 列 是 U 的 行 的 倍数 ，. 
1s 
a 对 A=[，。 | 求 一 切 LU 分 解 和 UL 分 解 ， 其 中 工 是 单位 下 三 角 阵 . 
44, HEX PIER, JEP ay =0, jni, 短 阵 是 一 个 P 矩阵， 其 中 i 一 1， i=l, 2, e, m ORA 
3 15 
li je PQ 分解 
45. ( 续 ) 设 计 一 个 求 已 知 和 矩阵 PQ 分 解 的 算法 ， 并 且 设计 一 个 求解 形 如 PQz= 的 方程 组 的 算法 . 
46. 假定 A 的 LU 分 解 是 可 得 到 的 ， 编 写 一 个 求解 方程 TAO 的 算法 . 
47. 如 果 A 有 Doolittle 分 解 ， 那 么 A 的 行列 式 的 简单 公式 是 什么 ? 
48. 设 


13 10 


10 ht Rx 


4 


3 


4 


2% 0 00 f 
3 2 
A= 0 54 58 0 0 
0 0 
0 


24. 


128 HAF 


确定 AYR RRO LU 分 解 、 其 中 是 单位 下 三 角 阵 ， 说 明 Doolittle 算法 产生 一 个 这 样 的 工 U AR. 
19, 设 A 是 对 称 阵 ， 其 前 主子 式 非 奇异 ， 那 么 对 c>0， EP Atel 具有 这 种 相同 的 性 质 吗 ? 
50. 考虑 2x2 下降 A 的 LU 分 解说 明 车 指定 Cs 和 uns WAE LH U 的 其 余 元 素 的 方程 是 非 线性 的 . 
51 证明， 车 A 对 称 非 仙 定 ， 则 对 某 个 下 三 角 阵 工 ，A 一 LLT， 术 语 非 负 定 意 指 对 一 切 z，z7Ax 之 0. 
Saka n nanawan “Jene. 
cl 


53. 证 明 : 


ime Tees. 则 它 有 分 解 LL7， 其 中 荆 是 下 三 角 阵 - 
e 


54. 证 明 或 否定 ,对称 阵 非 负 定 当 上 且 仅 当 它 的 一 切 前 主子 式 有 非 负 的 行列 式 . 


55 R as be e Mes Ja 分 解 LL™ 的 充分 必要 条 件 ， 其 中 了 上 是 下 三 角 阵 、 


a 
b 
56. 在 本 题 中 ， 使 用 记号 Xo RRX 第 列 的 第 i 个 到 第 j 个 元 素 组 成 的 部 分 ， 类 似 地 ， 设 Xi 表示 X 第 人 
行 的 第 i 个 到 第 j 个 元 素 组 成 的 部 分 . 
a 参考 (7) 式 并 说 明 它 可 被 写成 
be = (Arira 
其 中 M EWA Uaine LSISk—1 的 矩阵 . 
h 对 (8) 式 执行 类 似 的 变换 . 
本 题 所 讨论 的 计算 具有 形式 yy 一 Mr 它们 可 在 向 量 超级 计算 机 上 非常 有 效 地 执行 ，( 细 节 见 Kincaid 
and Oppe 1988]5j Oppe and Kincaid[ 1988). ) 
计算 机 习题 4.2 
1 设计 … 个 求 wx<n 下 三角 阵 A 的 逆 的 有 效 算法 .建议 : 利用 4 一 也 是 下 二 角 阵 这 个 事实 ， 对 你 的 算法 进行 编 
称 并 月 对 元 索 为 a= GHD GSD DEF. n= 10, H 44 的 积 来 测试 所 求 的 道 . 


2. 用 楚 列 斯 基 方 法 解 下 列 方程 组 
{0.052, + 0. 0722 十 0.06r +0. 05r, = 0, 23 


laste) /ba 


0. 07x; +0. 10x: + 0. 082; + 0. 07.24 = 0. 32 
0. 06x, + 0. 0822 +0. 1025 + 0.092, = 0.33 
0. 05.2; + 0.07zx: +0. 0925 +0. 10.2, = 0. 31 
3 编写 实现 一 般 的 1.U DRA AE A A TEKA DH. AT Se HT 
用 二 指示 D A= a RE A LRU 的 对 角 线 用 元 素 是 as = (ij 一 1) "的 某 些 希 尔 伯 特 矩阵 来 测试 
这 个 程序 ， 对 每 个 矩阵 加 上 一 个 或 多 个 其 他 指定 的 对 角 元 来 产生 Doolittle、 克 劳 特 和 楚 列 斯 基 分 解 . 


4.3 选 主 元 和 构造 算法 


在 4. 2 节 中 ,假借 矩阵 的 LU 分 解 给 出 了 抽象 形式 上 的 高 斯 消 元 法 ， 在 本 节 中 ， 将 描述 传 
统 形式 的 高 斯 消 元 法 以 及 与 抽象 形式 的 关系 ， 然 后 ,我 们 将 对 这 个 过 程 作 必要 的 修改 产生 一 个 
切实 可 行 的 计算 机 程序 ， 在 这 个 讨论 中 ,我 们 将 交 蔡 使 用 矩阵 方程 组 的 方程 和 行 这 些 词 . 

当 高 斯 消 元 法 可 行 时 为 什么 我 们 要 作 Doolittle、 克 劳 特 和 楚 列 斯 基 分 解 呢 ? 在 台式 计算 机 
时 代 ， 这 些 方法 中 的 一 个 或 几 个 可 能 存在 超过 其 他 方法 的 优势 .但 随 着 计算 机 和 数学 软件 的 发 
展 ， 这 些微 弱 的 优势 已 消失 ， 因此， 讨论 Doolittle 和 克 劳 特 方法 主要 是 由 于 历史 上 的 原因 . 
另 一 方面 ， 楚 列 斯 基 方 法 特别 适合 于 对 称 正定 方程 组 . 
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4.3.1 基本 的 高 斯 消 元 法 
下 面 是 一 个 用 于 说 明 高 斯 算法 的 4 个 未 知 数 4 个 方程 的 简单 方程 组 : 


f 6 =22 pny 12) 
12-8 6 10) Jae] 34 
= (GD 
3 —13 9 3| |z| 27 
-6 41 ~ila] l-38] 


在 过 程 的 第 1! 步 ， 我 们 从 第 2 个 方程 中 减 去 2 倍 的 第 1 个 方程 ， 然 后 从 第 3 个 方程 中 减 去 1/2 
倍 的 第 1 个 方程 ， 最 后 从 第 4 个 方程 中 减 去 一 1 倍 的 第 1 个 方程 ， 数 2，1/2， 一 1 称 为 消 元 过 
程 第 1 步 中 的 冬 子 。 数 6 用 于 构成 每 个 乘 子 的 除数 ， 称 之 为 这 一 步 的 主 元 素 ， 完 成 第 1 步 计算 
后 ， 方 程 组 变 成 下 式 ， 


[6 -22 afa 12 

lo -42 alla 10 

| = (2) 
0 一 12 8 1 fas 21 

lo 2 3 =le] l-26 


虽然 第 1 行 在 过 程 中 用 过 ,但 它 没有 改变 ， 在 第 1 步 ， 我 们 称 第 1 行为 主 行 ， 在 过 程 的 下 一 步 ， 
第 2 行 用 作 主 行 而 一 4 为 主 元 素 ， 我 们 从 第 3 行 中 减 去 3 售 的 第 2 行 ， 从 第 4 行 中 减 去 一 1/2 倍 的 
第 2 行 ， 这 步 的 乘 子 是 M-A. ARE 
6 —2 2 4] [a 12 
O-+4-2 2) |r: = 10 
o 0 2 -5llz| | —9 9) 
i0 0 4 一 13JLx 一 21J 
最 后 一 步 从 第 4 行 中 减 去 2 倍 的 第 3 行 ， 故 乘 子 和 主 元 素 都 为 2， 所 得 的 方程 组 为 
6 —2 2 47 fa 12 
oO —4 2 2] |z 10 
0 o 2 —s//z,)  |-9 © 
lo 0 0 —3] lx, 一 3 


这 个 方程 组 是 上 三 角 的 ， 并 且 在 两 个 方程 组 解 相同 的 意义 下 ， 它 等 价 于 原来 的 方程 组 ， 求 解 最 
后 的 方程 组 很 容易 ， 只 要 从 第 4 行 出 发 并 按 行 反 向 次 序 操作 即 可 ， 解 是 
1 
= 3 
=s 
1 
用 于 变换 方程 组 的 乘 子 可 以 按 单位 下 三 角 阵 L,Y 


z= 


(163) 
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1 0 0 0 
2 1 0 0 
1 
Emi — (5) 
2 3 1 0 
1 
一 1 z 21 


注意 ， 每 个 乘 子 被 写 在 矩阵 中 相应 它 负责 产生 0 元 素 的 位 置 上 . 最 后 的 方程 组 的 系数 阵 是 上 三 
角 阵 U= (u): 


6 -22 4 
0 —4 2 2 
ta (6) 
0 0 2 -5 
0 0 0 一 3 
这 两 个 矩阵 给 出 A 的 LU 分 解 ， 这 里 A 是 原 方程 组 的 系数 矩阵 ， 因 此 ， 
ro. 0 0 0 
€ =£) -2 4 2 100 —-2 2 4 
12 ~8 6 10] | 4 0-42 2 wy 
3 一 13 9 3 Be SRO. 6 Bo BG 
一 6 41-18) |_,; T E 
L 2 J 


要 看 出 这 为 什么 必定 成 立 是 不 困难 的 ， 若 我 们 知道 U 是 怎样 从 A 得 到 的 ， 则 通过 相反 的 
过 程 可 从 U 得 到 A， 若 我 们 用 AL, Ar, Ay, Ay 表示 A 的 行 并 用 U,，U,, Us, U, RIR U W 
行 ， 则 由 消 元 过 程 给 出 ， 例 如 ，U: 二 A, 一 24,， 因 此 ，A; =2A1 十 U; =2U, +U: 系数 2 和 1 
占据 的 第 2 行 ， 类 似 地 ， 行 运算 导致 第 3 行 是 U =A 一 A/2) 一 3U,， 最 后 ,我 人 有 A = 
Aı/2+3U: +U, =U, /2+3U: +U;. MARE 1/2, 3, 1 必须 占据 了 上 的 第 3 行 ， 等 等 . 

为 正式 地 描述 高 斯 算法 过 程 ， 我 们 把 它 理解 为 一 个 连续 n 一 1 步 主 步 产 生 的 如 下 和 矩阵 系列 ; 

A = A? hm A 

在 第 k 一 1 PAR, ERE AHRR: CMR TE Bam, HP AER kA 
仅仅 前 面 有 线 的 第 k 列 说 明 由 消 元 过 程 产生 的 结构 . 


Ww w w w w 


ay a aiki ay ase, ai a ain 

er) cn Se w a 

0 aan | aii i aij O ain 
he w w 

0 o | ag D ay oo al 
= ry 二 W w 

0 0 aie aig ER 
a w 

0 0 ag ws ap 
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我 们 的 任务 是 描述 怎样 从 4” 得 到 4A“ "为 了 在 第 上 列 的 主 元 素 a 中 下面 产生 0， 我 们 把 它 下 
面 的 行 减 去 第 上行 的 倍数 .第 ;一 1，2，…， A 行 不 改变 ， 所 以 公式 是 


a? Hick 
ah! = Jah — (a /aP aly Hi Dkt+l Mi Seti (8) 
lo Hi>k+ Mick 


然后 ,我 们 取 U=A" 并 定义 工 为 
a 多 /a 由 Hi D>k+1 
la -| 着 i = (9) 
0 #i<k-i 
这 里 A=LU RIERA 的 标准 高 斯 分 解 ，L 为 单位 下 三 角 阵 ,而 U 为 上 三 角 阵 ， 从 (8) 和 (9) 式 
以 及 前 面 的 数值 例子 我 们 应 该 明白 这 个 完整 的 消 元 过 程 当 任何 一 个 主 元 素 为 0 时 将 中 断 ， 现 在 
我 们 证 明 下 列 定理 . 
定理 1( 非 雷 主 元 定理 ) 车 在 刚才 描述 的 过 程 中 全 部 主 元 素 of HE, MA=LU. 
证 明 我 们 看 到 当 iS Rj], af? 二 a 由 ， 其 次 注意 到 uy = af? aP. RA 
注意 到 当 k>i 时 ,b==0 以 及 >j 时 uw 二 0， 现 在 设 ij。 利用 这 些 事实 ， 我 们 有 


(LU), = Dlauy = Sean? = Deva? 
a a a 
i 

= D hai? Hha? 
a 
a 

= D, cai /a? a? + a? 
ot 
a 

= 2D aP — af"? yta? 
A 


=a? =a, 


Wb, A jt) A kSj+H t, aP =0, MAK >j, H 


(LU), = Sta? 
a 


2 
= Saye at”) 


Saha 
= al? =a, a 
对 矩阵 A= Ca, ) 执 行 刚才 所 述 的 基本 的 高 斯 消 元 法 的 算法 如 下 


input n, (ay) 
for k=} to n—1 do 
for ik +1 to n do 


(167) 
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ean /aw 
aa 
for j=k+1 to n do 

yay — za 
end do 
end do 
end do 
output (uv ) 


这 里 我 们 假定 所 有 主 元 素 非 零 .选择 乘 子 使 得 A 中 主 对 角 线 以 下 的 元 素 计算 结果 为 0， 与 其 执 
行 这 个 计算 ， 我 们 不 如 就 简单 地 在 算法 中 用 0 代替 这 些 元 素 . 
4.3.2 选 主 元 
我 们 对 刚才 所 述 简单 形式 的 高 斯 算法 不 太 满 意 ， 因 为 它 对 事实 上 很 容易 求解 的 方程 组 失 
败 ， 为 说 明 这 种 看 法 ， 我 们 考察 三 个 基本 的 例子 ， 第 一 个 是 
0 Jfa 1 
l; JEJ- B a0) 
因为 无 法 把 第 1 个 方程 的 倍数 加 到 第 2 个 方程 使 第 2 个 方程 中 zi 的 系数 为 0， 所 以 简单 形式 的 
算法 失败 ，( 见 习题 4. 2.7. ) 
刚才 过 到 的 困难 在 下 列 方程 组 中 继续 存在 : 
e Jfa 1 
[ JEJ- [2] a) 
这 里 e 是 不 等 于 0 的 小 数 ， 当 方法 应 用 于 (11) 时 ， 高 斯 算法 产生 下 列 上 三 角 方 程 组 


k 1 ole} Rest (12) 


fe ee æl 


zl 一 (1 一 z)e 0 


其 解 是 
(13) 


在 计算 机 中 ， 当 e 足够 小 时 ，2 一 < 将 被 算 作 和 一 e :一 样 大 小 .同样 地 ， 分 母 1 一 e :将 被 算 作 
和 一 e “一样 大 小 ， 因 此 ， 在 这 些 情况 下 ， 算 得 的 x; 为 1 而 zx 为 0， 因 为， 正确 解 是 

全 =WV/d-e)x1 

m= (1—2)/U~e) ~ 1 
内 此 所 计算 的 解 对 r* 是 正确 的 ， 而 对 z, 是 极其 不 正确 的 ! 

在 计算 机 中 ， 当 e 足够 小 时 ， 为 什么 2 一 e 的 计算 会 得 到 像 一 e- :的 计算 那样 相同 的 机 器 
数 呢 ? 理由 是 执行 减法 之 前 ， 在 2 和 ' 的 泽 点 形式 中 的 指数 必须 通过 小 数 点 位 移 使 之 相同 . 
如 果 这 个 位 移 足够 大 ， 那 么 2 的 尾数 就 为 0。 例 如， 在 一 台 类 似 于 假想 Marc-32 的 七 位 十 进 制 
机 器 上 ，e 一 10“， 我 们 有 e ' 一 0. 100 000 0X 10°, 2=0. 200 000 0X10!， 如 果 用 指数 9 重 写 ， 
我 人 有 2 一 0.000 000 002X10* 而 2—e !=—0.099 999 998 x 10°, 故 在 机 器 中 , 2—0 = 
一 0. 100 000 0X 10°=—e !. 
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最 后 的 例子 将 说 明 引 起 麻烦 的 实际 上 不 是 系数 an 的 征 小 .更 确切 地 说 ， 引 起 麻烦 的 是 an 
相对 于 该 行 中 其 他 元 素 太 小 .考察 下 列 方程 组 ， 它 等 价 于 方程 组 (11) : 


G ‘IEF [ (14) 
(alld as 


ore ee 


简单 的 高 斯 算法 产生 


《15) 的 解 是 


a =e'—e'r, ~0 
对 小 的 e， 与 前 面 一 样 还 是 算得 x 为 1 和 xz, 为 0， 错 误 ! 
如 果 把 方程 的 次 序 改变 一 下 ， 那 么 这 些 例子 中 的 困难 将 不 会 出 现 ， 因而， 交换 方程 组 (11) 


中 的 两 个 方程 得 到 _ 
L JEE 
应 用 高 斯 消 元 法 于 这 个 方程 组 产生 
k LE} Load 
所 以 解 是 


全 一 (1 一 2e)/(1 一 e) 1 
Ti 一 2 一 Ts1 
从 这 些 基本 的 例子 得 到 的 结论 是 当 情 况 需 要 时 好 的 算法 中 必须 加 入 交换 方程 组 中 的 方程 . 
为 了 计算 经 济 的 理由 ， 我 们 不 喜欢 在 计算 机 的 存储 器 中 移动 矩阵 的 行 ， 代 之 ， 我 们 按 还 辑 的 方 
式 简单 地 选择 主 行 ， 假 如 我 们 使 用 行 p, Pee ，…， 如 -代替 使 用 按 1，2，…，w 一 1 这 样 次 序 
的 行 作为 主 行 ， 于 是 在 第 1 步 ， 从 其 他 行 减 去 第 p 行 的 倍数 ， 若 我 们 引进 元 素 p ECP» 
Bos PTE, 2, +. WN — PRR. ME p, 行将 不 作为 主 行 出 现 ， 但 是 我 们 可 以 说 从 行 
Pes Pas ty Ba 中 减 去 第 轧 , 行 的 倍数 .在 下 一 步 中 ， 从 行 p po eo p, 中 减 去 第 pa 行 的 
倍数 ; 等 等 . 
下 面 是 一 个 实现 这 个 过 程 的 算法 (假定 置 换 数 组 p 被 预先 确定 并 按 自然 数 1，2，.…，) 
的 某 个 次 序 组 成 . ) 
input n, (ay). Cp) 
for k=1 ton— 1 do 
for i~k+t to n do 
for jot lo no 
ia TY 
end do 


168] 


(169) 
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end do 
output Cay) 
把 这 个 算法 与 基本 的 高 斯 消 元 法 相 比较 ， 我 们 看 到 除了 一 个 整体 的 交换 外 它们 是 便 等 的 . 
在 上 面 的 伪 代 码 中 ， 系 数 数组 A 元 素 的 首 下 标 涉 及 置换 数组 p。 当然 ， 当 萝 换 数组 对 应 于 自然 
次 序 (p; 一 店 时 ， 将 得 到 基本 的 方法 . 
4.3.3 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 
现在 我 们 描述 求解 nXn 方程 组 
Ar =b 
的 一 个 称 为 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 的 算法 ， 算 法 由 两 部 分 组 成 : 分 解 阶段 (也 称 为 向 前 消 元 ) 和 
求解 阶段 (包含 更 新 和 向 后 回 代 )， 分 解 阶段 只 应 用 于 A 并 设计 产生 PA 的 LU 分 解 ， 这 里 也 是 
从 置换 数组 户 导 出 的 一 个 置换 矩阵 ，(PA 是 通过 对 A 行 置换 得 到 的 矩阵 . ) 置 换 后 的 线性 方程 
组 是 
PAx = Pb 
分 解 PA = LU 是 从 下 面 要 说 明 的 修正 的 高 斯 消 元 法 得 到 的 ， 在 求解 阶段 ， 我 们 考虑 两 个 方程 
1.z 三 Pb 和 Uz 二 x， 首先 ， 右 端 项 b 按 P 重 排 并 且 将 所 得 的 结果 放 回 5 中 ; 即 5<-Pb， 其 次 ， 
从 41z=b 解 出 z 并 且 把 所 得 结果 放 回 到 5 中 ; 即 5<-L 5， 因为 工 是 单位 下 三 角 阵 ， 这 等 于 向 


前 同 代 过 程 ， 这 个 过 程 称 为 更 新 »。 然 后 再 用 回 代 过 程 求解 Uz =b GE ar 1 ，…， zx， 
在 分 解 阶段 ， 我 们 先 计 算 每 行 的 尺度 ， 取 
$= max | ay i =max{ | aa |, Lael» lanl) (Si<n) 


这 些 值 被 记录 在 算法 的 一 个 数组 中. 

在 分 解 阶段 开始 时 ， 我 们 不 从 其 他 行 中 任意 减 去 第 1 行 的 倍数 ， 而 是 选择 使 | as | /s 最 
大 的 行为 主 行 。 这 样 选择 的 指标 用 ph 表示 并 且 变 成 置换 数组 中 的 第 1 个 元 素 ， 于 是 ， 对 1 之 
im lapi l/s, > lan |/s. 一 旦 确定 ,为 了 在 A 的 第 1 列 中 产生 0， 我们 从 其 他 行 中 
WAR p 行 的 适当 倍数 ， 当 然 ， 在 整个 分 解 过 程 的 剩余 部 分 第 p 行 保持 不 变 . 

为 保留 所 产生 指标 p 的 轨迹 ， 开 始 我 们 取 置 换 向 量 (p, poe oy PHA, 2, oy n). 
然后 ， 选 择 使 | cwi | /se 为 最 大 的 指标 j 并 且 在 置换 数组 p 中 用 p, 交换 p,， 实 际 的 消 元 步 又 
中 包含 从 第 p TRER pi 行 的 (a 1/as1) 人 和信， 其 中 2<i<n. 

为 描述 一 般 的 过 程 ， 假 如 我 们 已 经 在 第 列 中 产生 0， 我 们 对 Rin, 审视 数 | oo l /sw ， 
求 最 大 元 ， 若 了 是 这 些 比 中 第 1 个 最 大 的 指标 ， 则 我 们 在 数组 p 中 用 p, Z p RE, Xk 
十 1<i<n， 从 第 p TRER p 行 的 (ans /ans) 信 . 


下 面 说 明 对 矩阵 
3 一 6 
af a 8 
3-2 1 


如 何 做 这 项 工作 。 一 开始 ，p 一 (1，2，3)，s 一 (6，8，3)， 为 选择 第 1 个 主 行 ， BIL (2/6, 1/8, 
3/3}， 最 大 的 比 对 应 j 一 3， 而 第 3 行 是 第 1 个 主 行 。 故 我 们 用 p 交换 p BA p=, 2, 1). 现 
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在 从 第 2 行 和 第 1 行 中 减 去 第 3 行 的 倍数 并 在 第 1 列 中 产生 O ARE 
| 
3 3 3 
Or? 
3 3 
3 一 2 J| 


在 au 和 an 位 置 上 画图 的 元 素 是 乘 子 在 下 一 步 ， 主 行 的 选择 是 根据 数 | ap | /sw 和 
lane | /sn 作出 的 ， 这 些 比 中 第 1 个 是 (16/3)/8， 第 2 个 是 (13/3)/6.， 故 ;一 3， 我 们 用 ps 交 
BR 名， 然后 从 第 p TTP ME p 行 的 倍数 ， 结 果 是 2 一 (3，1，2) 和 


「 B _20 
3 3 
att 
13 
3 = 


1 


最 后 的 乘 子 存放 在 ax 位置 上 . 
若 原来 矩阵 A 的 行 已 经 按 最 后 的 置换 数组 户 作 了 交换 ， 则 我 们 将 有 A 的 LU 分 解 ， 因 
此 ， 有 
1 O° Oi: =2 1) 
2 13 _ 20 3-2 1 
PA = |3 rop 8b E 
in _16 7} lb -6 8 
-Euil o -5 
其 中 


0 0 1 3-6 
P=|1 0 0 A=|1 —6 8 
0 1 0 3 -2 1 


置换 阵 P 是 由 置换 数组 p ICP), =6,, 而 得 到 的 。 换言之，P 按 p 中 元 素来 置换 单位 阵 了 
的 行 形成 的 . 
下 面 是 执行 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 分 解 阶段 的 一 个 算法 : 


input n. Cay) 
for i=1 ta n do 


pei 
amarla 
end do 
for k=] to n>] do 
select jk so that 
lapa | /sp, > | ap, | /ss, for f= hy REN, o, n 
Prep, 
for i=£+1 to n do 
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zousa lapes apatz 
for j=k+1 to n do 
apj tapy zany 
end do 
end do 
end do 


output Cay), Cpi) 
注意 ， SRF BF ACHE A 中 那些 由 消 元 过 程 产生 0 的 位 置 上 ， 因 此 ， 所 有 为 重 构 LU 分 解 的 必要 
数据 被 存放 在 这 个 数组 中 ， 虽 然 如 此 ， 用 户 应 该 意识 到 算法 覆盖 了 原来 A 数组 中 的 值 ， 如 果 
再 次 需要 矩阵 A 的 话 ， 应 该 把 它 存储 在 另 一 个 数组 中 . 

SEX 4 已 经 执行 了 分 解 阶段 ， 为 了 求解 Az 一 6， 我 们 利用 最 后 的 置换 数组 p 以 及 算法 
分 解 阶 段 已 经 确定 的 乘 子 对 6 应 用 算法 的 向 前 阶段 ， 接 下 去 ， 我 们 执行 向 后 回 代 ， 即 按 次 序 求 


解 x,，z 1，…，zi， 下 面 是 执行 算法 求解 阶段 的 算法 ， 
input n, Cay), CP). (hb) 
for k= 1 to n=] do 
for i~k+1 ton do 
bp, bp, apaby, 
end do 


end do 

for i=n to | step — 1 do 
tua Chp, (3 anti an 

end do 

output (7,) 

伪 代 码 的 第 一 部 分 对 应 于 分 解 阶段 期 间 发 生 的 情况 更 新 右边 的 b. 第 二 部 分 从 下 三 角 方 程 
APRo MAAR. HR, ERKA p 必须 防止 被 搞 乱 ， 注 意 ， 当 imn 时 j- 和 是 空 的 ， 故 
zn =p, Jpn 
4.3.4 全 主 元 高 斯 消 元 法 

还 有 另 一 种 选 主 元 方法 是 全 主 元 法 ， 记 得 在 部 分 选 主 元 中 ， 通过 考察 子 列 下 面包 括 对 角 元 
中 “的 ?一 A 十 1 个 元 素来 确定 第 个 主 元 素 ， 在 部 分 选 主 元 时 ， 把 这 些 元 素 中 绝对 值 最 大 的 
元 素 所 在 的 行 命名 为 主 行 ， 在 尺度 部 分 选 主 元 中 ， 形成 这 些 元 素 同行 尺度 常数 之 比 ， 并 且 把 这 
些 比 的 绝对 值 最 大 的 相应 行 选 为 主 行 ， 反之， 全 主 元 类 似 于 部 分 选 主 元 ， 要 求 考察 右 下 方 子 
阵 ， 包 括 对 角 元 e& "在 内 的 所 有 (n 一 十 1)* 个 元 素 (同样 可 定义 尺度 全 主 元 . ) 一 般 说 来 ， 因 
为 额外 的 计算 量 ，( 选 择 主 元 素 需 要 考察 矩阵 中 许 许多 多 的 元 素 ) 所 以 认为 越过 部 分 主 元 来 选 
择 全 主 元 是 没有 实用 价值 的 . 

4.3.5 分 解 PA=LU 

如 前 面 所 提 到 的 那样 ， 若 行 尺度 主 元 包括 在 高 斯 算法 中 ， 则 我 们 得 到 PA 的 LU 分 解 ， 这 
里 也 是 一 个 确定 的 置换 阵 . 现在 仿效 定理 1 的 证 明 给 出 这 个 结果 的 一 个 证 明 . 该 证 明 与 所 使 用 
的 确定 主 元 的 方法 不 相关 . 
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Hpi pros Pa 是 它们 变 成 主 行 的 行 序 指标 . 设 A 二 A， 用 公式 


fa Bic<kmi>ke>dj 
a? = Ji 一 ah aha 车 i 之 上 和 j > (16) 
[ast ait 车 i 之 上 和 j 一 


BITE LAT, A”, e, AY, 
定理 2(PA 是 LU 分 解 定理 ) 定义 置换 阵 已 ， 它 的 元 素 是 Pi =). TLLZAMU, È 


的 元 素 是 ui ay). jSi, 定义 单位 下 三 角 阵 上， 它 的 元 素 是 Gap, j<i FR, PA=LU. 
证 明 从 递归 公式 ， 我 们 有 


w =a =a G>H 
la =a = at? = aR GSD 


这 两 个 等 式 与 下 列 事实 有 关 : AV 中 的 第 p TER 步 变 成 固定 的 ， 而 A” 中 的 第 六 列 在 第 
4 十 1 步 变 成 固定 的 ， 于 是 ， 


Pe ae? mee 
as, = ait) as} = af 


HEM, Mik it, WAAR APE L, PRA a AREER. BEEBE <j, W 
(LU), = eau, 
a 


a 
一 a /a ya © 
x 2 Cah /asth ast, + a 


a 

= Sa 

= D Ca = ah} + asg 
a 


w 


= apj = apy 
Hi>j, W 
, 
(LU)s= Deas 
A 
n 
= D anaa + (as /ay Jai) 
忆 
= Da ahh” + aly 
a 
= ay) = ap, 
另 一 方面 ， 


(PA), 一 Dy Paan = oma = a,j 
因此 ， 我 们 已 证 明 ， 对 一 切 (i， 力 ， 
(PA); = (LU); B 
定理 3( 求 解 PA=LU 的 定理 ) 若 分 解 PA 二 LU 是 由 行 尺度 主 元 高 斯 算法 产生 的 ， 刚 Ar=b 的 
解 通过 先 解 1.z= Ph, HR Ur=z 得 到 类似 地 ，y'A 一 cT 的 解 通过 先 解 U'z 一 c 再 解 LTPy=z 得 到 . 
证 明 贸 作 习题 4. 3. 47. a 
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RE LAURE Ar =) 的 伪 代 码 如 下 : 
impat ne (6,34 Cuy), (bs (pi) 
for i= 1 ton do 
Pee eb so) 
end do 
for i=n to | step 一 ] do 
Pies Oe ats) fe 
end do 
output tr 
可 用 由 高 斯 消 元 法 得 到 的 最 后 的 A ETE aS RK. 结果 是 ; 
input n, (ay), (6). (ps) 
for i=] ton do 
at by, Ss 
end do 5 
for i=n to | step 一 | do 
eb D3} anit) [ans 
end do 
output (.r,) 
R y A=" 的 伪 代码 如 下 ( 记 住 P? =P), 
input n, (ay, (ei, (P) 
for j=1 to n do 
a (a= Benzi) /ony 
end do 
for j=n to 1 step 一 1 do 
» 
end do 
output (y ) 
4.3.6 运算 量 


为 了 估计 求解 线性 方程 组 的 计算 效果 ， 我 们 应 该 计算 分 解 阶段 和 求解 阶段 的 算术 运算 次 
数 ， 因 为 乘法 和 除法 运算 执行 的 时 间 通常 是 相当 的 并 且 比 加 法 和 减法 耗 时 多 得 多 .所 以 传统 上 
只 计算 乘法 和 除法 的 次 数 ， 把 它们 归并 在 一 起 作为 长 运算 或 简称 op. 

考察 分 解 过 程 中 的 第 1 个 主 步 (4 一 1)， 它 对 nXn 矩阵 A 运算 ， 必 须 计算 确定 pi ( 主 行 的 
指标 ) 包 括 ”次 除法 (= 次 op)， 对 在 一 1 个 编号 为 p:，p;，…，p, 的 行 中 的 每 一 行 ， 计 算 乘 
子 (1 次 op)， 然 后 从 第 p 行 (2<i<n) 碱 去 第 p 行 的 倍数 ， 在 第 1 列 中 产生 的 0 是 不 计算 的 . 
因此 ， 乘 子 和 每 行 的 消 元 过 程 耗费 ”次 op， 因 为 要 以 这 个 方式 处 理 4 一 1 行 ， 所 以 我 们 有 n(n 一 1) 
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次 op， 做 这 项 工作 再 加 上 确定 p, 需 要 的 n 次 op. Hit n 次 op. 
分 解 过 程 的 剩余 部 分 可 解释 为 对 越 来 越 小 的 矩阵 重复 第 1 步 ， 因此 ， 在 第 2 步 中 ， 第 p 
行 和 第 1 列 不 再 考虑 ， 在 第 2 步 中 整个 计算 就 像 第 1 步 那样 ， 只 不 过 应 用 于 一 个 (n 一 1) X (n 一 1) 

矩阵， 通过 观察 推出 分 解 需要 
PHO Dit ts bo = Fat tat + dna w de tht 


次 长 运算 . 这 里 我 们 利用 事实 


De = tant Dent) 


对 大 的 ny n'/3 项 是 主 项 ， 因 此 ， 如 用 行 尺度 主 元 求 LUM, HKH an， 大 约 含有 mm/3 次 长 
运算 . 

检查 算法 的 第 2 阶段 表明 ， 在 更 新 右 端 项 6 中， 有 "一 1 步 ， 在 其 第 1 步 ， 有 n 一 1 次 长 运 
H, 在 第 2 步 有 nn 一 2 次 长 运算 ， 等 等 。 所 以 总 计 


= = miim 
(a= D+?) +41 = Tr 


这 里 ， 我 们 使 用 
Drs fant 
在 回 代 中 , 第 1 步 (计算 z,) 有 一 次 长 运算 .然后 依次 有 2，…， nn 次 长 运算 .总计 是 
1+2+3+ +n = Ant tbn 


所 以 算法 的 这 个 阶段 最 大 的 总 数 是 到， 总 结 这 些 结果 ， 下 面 我 们 叙述 更 加 一 般 的 结果 . 

定理 4( 长 运算 定理 ) 若 高 斯 消 元 法 用 行 尺度 主 元 ， 则 对 固定 的 A 各 个 不 同 的 向 量 b， 
方程 组 Ax 二 6 HAKKEN 

到 十 (到 + 

次 长 运算 (乘法 和 除法 ). 

高 斯 消 元 法 的 结构 允许 有 效 地 处 理 问题 hz 一 ，i 二 1，2，…，m. 这 里 我 们 有 m 个 线 
性 方程 ， 其 中 每 个 方程 具有 相同 的 系数 阵 但 是 有 不 同 的 右 端 项 . 我 们 应 用 向 前 消去 阶段 给 出 分 
解 PA=LU. ， 然 后 为 了 得 到 z”， 需 要 利用 这 个 分 解 作 m 次 “ 回 代 求解 ”” 因 此 ， ABE O(n /3+ 
1/2 myn? OA 1B HAT AB SE PH Mb BE m 个 方程 组 时 所 需要 的 O(mma/3) 次 长 运算 . 进而 , 我 
们 可 以 用 OC4/3m) 次 op 计算 A-!， 因 为 它 是 我 们 前 面 所 讨论 情况 的 特例 ， 即 AX 二 J 可 以 对 n 
个 i 的 值 用 Azr” =e 求解 A! 的 每 列 ， 忠 告 读者 ， 当 求解 Az 一 6b 时 不 要 计算 4 一 而 应 该 直接 
求解 x! 
4.3.7 对 角 占 优 和 矩阵 

有 时 一 个 方程 组 具有 性 质 : 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 可 以 安全 地 用 于 求解 . 具有 上 述 性 质 的 
一 类 矩 阵 是 对 角 占 优 和 矩阵 ， 这 个 性 质 用 不 等 式 表达 为 
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Las 1> PD Lay | 
FERAM di RO : 
` 4-1 0 
一 工 4 0 
=] 0 4 
0 一 1 一 1 


a<i<n) (17) 


4 


这 种 矩阵 自然 地 出 现在 涉及 偏 微分 方程 用 有 限 差分 离散 化 的 应 用 中 ， 它 们 还 出 现在 样 条 和 许多 


其 他 领域 的 研究 中 . 


若 系数 阵 具 有 这 个 性 质 ， 则 在 高 斯 消 元 法 的 第 1 步 中 ， 因 为 由 不 等 式 (17) 知 主 元 素 cu 不 
为 0， 所 以 我 们 可 用 第 1 行 作为 主 行 。 在 完成 第 1 步 后 ， 我 们 知道 第 2 行 就 可 用 作 下 一 个 主 行 . 


这 种 情况 由 下 面 的 定理 决定 . 


定理 5( 保 持 对 角 占 优 定理 ) 不 选 主 元 高 斯 消 元 法 保持 短 阵 的 对 角 占 优 性 . 

证 明 考察 高 斯 消 元 法 的 第 1 步 就 足够 了 (第 1 列 在 该 步 中 产生 0) ， 因 为 后 续 步 除了 应 用 
于 更 小 的 矩阵 外 非常 像 第 1 步 . 因此 ， 设 A 是 一 个 nXn 对 角 占 优 阵 ， 考 虑 到 在 第 1 列 中 产生 
了 0 以 及 第 1 行 不 变 的 事实 ， 我 们 必须 对 ;一 1，2， 


La? I> >) la? | 
f 
各 


依据 A， 这 意味 着 


yn TER 


| ay — (aa /an ay |> >) | ay — Can/an day, | 


jt 
jti 


足够 证 明 更 强 的 不 等 式 . 


Lay | 一 | Caa/a ay |> Bi ay | 十 | Caa/an)ay |} 
ja 


jei 


一 个 等 价 的 不 等 式 是 


bas I~ $, bay 1> > | Can/an ray, | 
六 名 


从 第 i 行 对 角 占 优 性 ， 我 们 知道 


las 1— 3) bay |>] aa | 


ja 
ie 


肉 此 ， 只 需 证 明 下 式 即 可 . 


laa 1> >) | Caa/an a, | 
名 


内 为 第 1 行 的 对 角 占 优 性 ， 


an [> D lay | =>1 > Ð | a,/an | 
a fd 
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所 以 前 式 成 立 . a 
RTH ERERE-RE) BATH ERE THAA LU 分 解 . 
证 明 定理 5 连同 定理 1 推出 对 角 占 优 矩阵 A 有 LU 分 解 ， 其 中 工 是 单位 下 三 角 阵 ， 由 前 
面 的 定理 知道 ， 和 矩阵 U 对 角 占 优 ， 因 此 它 的 对 角 元 非 零 ， 所 以 上 和 世 是 非 奇 异 的 . a 


若 高 斯 消 元 法 的 行 尺度 主 元 形式 在 每 个 主 步 以 后 重新 计 
所 以 ， 此 时 选 主 元 的 


推论 2( 对 角 占 优 矩阵 第 二 推论 ) 
算 尺 度数 组 并 应 用 于 对 角 占 优 阵 ， 则 主 行将 是 自然 次 序 ，1，2，…， 靖 . 
工作 可 以 略 去 . 

证 明 由 定理 5， 只 需 证 明 算 法 中 选择 的 第 1 主 元 是 1 REBT. Alt, RBI 


lan l/s >| aa | /s; (2<ign) 
即 可 ， 根 据 对 角 占 优 性 ， 对 一 切 ;+，| as | =max; {ay | =s. AU. |an l/s =1， 对 这 2， 
我 们 有 
aleg bay 1d as |= 5; 
FÆ, |an | /5<1. " 


在 4.2 节 中 已 证 明了 对 称 正定 阵 A 有 唯一 的 楚 列 斯 基 分 解 人 一 LLT，(4. 2 节 中 的 定理 2. ) 

也 证 明了 下 三 角 阵 上 的 元 素 满足 不 等 式 
16 I< var a8) 

BIME LU 分 解 的 特例 ， 因 为 如 不 等 式 (18) 所 指出 的 那样 ，L 的 元 素 与 A 的 元 素 
相 比 数量 上 还 是 适度 的 ， 所 以 不 需要 选 主 元 
4.3.8 角 方 程 组 

在 应 用 中 ， 方 程 组 时 常 出 现 有 特殊 结构 的 系数 矩阵 ， 利 用 特殊 结构 的 特制 算法 来 求解 这 些 
方程 组 通常 较 好 ， 我 们 考虑 其 中 的 一 个 例子 是 三 对 角 方程 组 

如 果 对 一 切 满足 | ;一 j | DA 的 对 (i， j), ay 一 0， 那么 方 阵 A= (ay ) 称 为 三 对 角 ， 因 此 ， 
在 第 i 行 只 有 三 个 不 为 0 的 元 素 a ,，as，air1， 有 三 个 向 量 可 用 于 存放 非 零 元 ， 我们 安排 


记号 如 下 : 
di a z bi 
as d: c t: bz 
a ds c zs bs 
a de zi |= |i a9) 
as dei Cai i à 
anı d, 


在 上 式 中 未 标 出 的 矩阵 元 素 都 为 0. 
我 们 将 假设 系数 矩阵 在 求解 方程 组 中 不 需要 选 主 元 ， 例 如 ， 当 和 矩阵 对 称 正定 时 这 是 成 立 
的 ， 将 使 用 简单 的 高 斯 消 元 法 ， 并 且 在 此 算法 中 同时 处 理 右 端 项 (向 量 已 ， 在 第 1 步 ， 第 2 行 


179] 


142 RAE 


WAR 1 行 的 倍数 产生 一 个 0， 其 中 a; 维持 原状 .注意 必 Mb 是 改变 的 但 c* 不 变 。 适 当 的 倍 
BE a/d. 因此 第 1 步 由 下 列 蔡 换 组 成 : 

dz = dz — (ai/di)e 

b: = b: — (ai/di)b 
所 有 向 前 消 元 阶段 的 剩余 步 完全 像 第 1 步 ， 在 回 代 阶 段 ， 第 1 步 是 

z, + b,/dp 
下 一 步 是 
Eat (bai — Cri En) /dn 


所 有 其 余 步 都 是 类 似 的 ， 下 面 是 算法 tri: 


input mn，(a)，(6)，(c)，(di) 
for i=2 to n do 
ddi— (a i/d, De- 
bb ar/ db 
end do 
Teh /dn 


for i=n—1 to I step —1 do 
rib ezi) /di 

end do 

output (.r,) 


习题 4. 3 
L 两 次 求解 下 列 线性 方程 组 ， 第 一 次 使 用 高 斯 消 元 法 并 给 出 分 解 A=LU， 第 二 次 使 用 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 
并 确定 分 解 PA= LU. 


[1 1 =A rz a 
aj 22 | []- i 
3 3 aly + 
1 6 Opn] fs 
ELE 
lo 2 dled hi 
[1 1 0 -3] ra] fe 
10 3 ajja] lo 
180) i A r eT re f “13 
30 1 ably 
6 -2 2 afa o 
|e 784 "| n|_|—10 
3 -133 3fla,| |—39 
-6 42 iLiad Lu, 
1 0 2 Nfa 2 
4 -9 2 iffe 14 
e 加 
8 16 6 Siix,| |-3 
le 32 isle o. 
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2. 说 明确 定 高 斯 消 元 法 的 (8) 式 也 能 写成 下 面 形式 
ay? BigeRj<k 
aP — (af /a a’ Fi >kAjSk 

3. BECPr + per re PORO, 2. e, RM — PERI Py = EER P. BA AER Xn EE. HR 
PA, AP, P'. PAP 

4. WA RAARBAF s max fay | Minx nie. EMA s LEM, HR B 是 一 个 元 率 为 (a /s MG 
阵 ， 证明: 若 向 前 消 元 法 应 用 于 A 和 B， 则 它们 两 个 最 后 的 上 数组 相同 ， 求 有 关 最 后 的 A 和 B 矩阵 (处 理 
后 的 ) 公 式 . 

5 HAMER yd. BEd 是 正 数 ， 修 正方 程 组 AO 有 时 是 明智 的 ， 若 z 对 应 于 物理 量 ， 则 这 个 变量 的 
改变 对 应 于 度量 r 的 单位 的 改变 ， 因此， 若 我 们 决定 改变 n 从 分 米 到 米 ， 则 y, = 10“? zx,。 按 矩阵 的 术语 ， 
我 们 定义 一 个 具有 对 角 元 d 的 对 角 阵 D， 并 取 y= Dx， 新 的 方程 组 是 AD y=). Hd, 选 为 max | ay L’ R 
们 称 之 为 列 均衡 化 ， 结 合 列 均衡 化 修正 分 解 和 求解 算法 (两 个 算法 一 起 仍 将 求解 Ar=b.) 

6 说 明 全 主 元 ( 行 和 列 同时 选 主 元 ) 高 斯 算法 中 的 乘 子 位 于 区 间 [ 一 1，1] 中 .( 见 计算 机 习题 4. 3. 1. ) 

7, Ben Xn SE PEA 用 向 前 消 元 法 处 理 ， 所 得 的 矩阵 称 为 B， 置 换 向 量 p=(p! ，p:，…，p,)， 设 P 是 把 单位 阵 
的 行 按 次 序 p, ，p:，…，p, 写 出 后 得 到 的 矩阵 、 证 明 如 下 可 得 到 PA 的 LU 分 解 : 取 C= PB，L, =C,. 
j<iti Uy = l C4 Dj MU, =0, 4 j>it Ly =0 #8 LL=1.) 

8， 当 已 知 A WLU 分 解 中 因子 U 时 ,计算 上 的 算法 是 怎样 的 ? 


9. 说 明 如 何 对 本 例 
2 一 4 
i = 
B 7 5 


用 行 尺度 高 斯 消 元 法 工作 (仅仅 向 前 阶段 )， 展 示 尺 度数 组 (5 ss SA Cp p. p). BE 
明 最 后 的 A 数组 具有 存放 在 正确 位 置 上 的 乘 子 . 


oth = 


E, 


10，( 续 ) 对 矩阵 
7 3 
1 了 4 
440 
执行 上 述 问题 中 的 命令 . TE 
11. 假定 A 是 三 对 角 阵 、 定 义 co。=0 和 a.=0. 说明， 若 A 是 按 列 对 角 占 优 的 ， 
ld; >ja lH ea) dic 


则 三 对 角 方 程 组 的 算法 理论 上 会 成 功 的 ， 因 为 不 会 通 到 0 主 元 ， 记 号 参照 (19) 式 . 
12. BA 有 性 质 a 二 0， ;>j+1， 编写 一 个 求解 线性 方程 组 Ar=b 的 特别 的 高 斯 消 元 法 .不 用 选 主 元 ， 算 法 
中 要 包括 右 端 项 的 处 理 。 计 算 求解 Arb 的 次 数 . 
三 对 角 方程 组 计算 课本 中 算法 的 运算 次 数 . 
三 对 角 方程 组 的 算法 使 得 处 理 方程 和 变量 的 次 序 是 反 向 的 . 
15. 证 明 高 斯 消 元 法 中 有 关 长 运算 次 数 的 定理 . 
16. 说 明 如 何 对 本 例 
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20. 


21 


22, 


2; 
2 


26. 


. ( 续 ) 重 复 上 面 的 习题 4. 3. 22， 假 定 对 每 个 i， 方程 p, 只 含 变量 zw ， 
25. 


用 行 尺度 主 元 的 高 斯 消 元 法 ， 指 出 尺度 数组 ， 最 后 的 A 数组 应 该 包含 存放 在 正确 位 置 上 的 乘 子 ， 确 定 P， 


L. U, 并 验证 PA= LU. 
1 一 2 3 
E = 1 
=$ >i 


做 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 的 分 解 阶段 ， 说 明 所 有 中 间 步 ( 乘 子 ， 尺 度数 组 s 和 指标 数组 p) 以 及 算法 完成 后 
出 现 的 最 后 数组 A. 


.说明 如 何 对 和 矩阵 


, 本题 说 明 一 个 方程 组 的 解 相对 于 数据 中 的 扰动 可 能 不 稳定 ， 对 下 列 矩阵 


11 1 1 
4=-[ 4-[ ] 
1 0, 1 0.01 


中 的 每 一 个 求解 Ar=5， 其 中 6= (100, 17, (A Stoer and Bulirsch[1980, 98 185 页 ]. ) 


.假定 0<e<2 ”. HYE Marc-32 上 用 不 选 主 元 的 高 斯 算法 求解 方程 组 
ex +222 =4 
a —x -—1 


试问 解 向 量 (x, 5 ary ) 是 多 少 ? 
用 全 主 元 (如 计算 机 习题 4. 3. 1 中 所 描述 的 ) 高 斯 消 元 法 求解 方程 组 


—-9 1 177 pj 5 
全 | a = | | 
6 8 13 Lz, 一 3J 
用 下 列 高 斯 消 元 法 求解 方程 组 
{ 0.264 lz +0. 173 5z: +0. 864 2x, =— 0. 752 1 


1 0.941 lx 十 0.017 5x: + 0. 146 3z = 0. 631 0 
(~ 0.864 12, — 0. 424 3x: +0.071 1z, = 0. 250 1 


a 不 选 主 元 

b 行 尺度 主 元 

在 下 列 条 件 下 编写 一 个 求解 方程 组 Ax 一 6 的 算法 : 存在 (1，2，…，n ) 的 一 个 置换 (p, ，p，，…，p,) 使 得 
对 每 个 i， 方程 p NAER r. 

( 续 ) 重 复 上 题 ， 假 定 对 每 个 i， 方 程 i 只 会 变量 rn . 

此 时 ,给 出 最 简单 算法 . 


i /an 


a 说 明 当 我 们 对 对 称 阵 A 应 用 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 时 ，4 
b 由 此 说 明 当 移 去 AS 的 第 1 行 和 第 1 列 时 ,剩余 的 (n 一 1) X (n -1) 和 矩阵 是 对 称 的 。 因 而 得 出 这 个 较 小 的 
矩阵 对 角 线 下 面 的 元 素 不 需要 计算 .利用 归纳 法 推断 这 个 简化 将 在 分 解 阶段 的 每 个 后 继 步 中 出 现 . 
5 说 明 所 需要 的 计算 几乎 是 非 对 称 情况 的 一 半 . 
d. 利用 这 个 简化 求解 方程 组 
0. 642 8x, +0. 347 5x: — 0. 846 8z, = 0. 412 7 
J 0. 347 5x, + 1. 842 3z: +0. 475 9x, = 1. 732 1 
\—0. 846 Bx, +0. 475 9z, + 1.214 Tz, =— 0. 862 1 


GRM 
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27: 


28. 


2 


bd 


3 


31. 


3 
3 


£& 


3 


3 


3 


32. 在 下 面 儿 个 问题 


把 用 作 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 中 下 一 个 主 元 素 的 元 素 围 起 来 .尺度 数组 是 ;= (80，89，160，30). 


指出 对 矩阵 


应 用 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 向 前 阶段 以 后 所 得 的 矩阵 ， 在 最 后 的 矩阵 中 ， 把 乘 子 写 在 适当 的 位 置 上 . 


6 6 49. 


-2 一 4 
1 1 =] 
7 5 


不 用 子 式 展开 计算 行列 式 ， 确 定 det(A)， 其 中 


利用 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 求 


的 行列 式 . 
考察 方程 组 


2n—x=2 


fi 十 2z =1 


2r +n = 3 


RAM PA= LU, ZE PERRE. HAIR SPRY det( A). 


考察 


利用 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 得 到 分 解 


3 2 -t 
a-f: 6 | 
=g 1 3. 


PA = LDU 


BRL 是 单位 下 三 角 阵 ，U 是 单位 上 三 角 阵 ，D 是 对 角 阵 ， 而 PERRY. 


， 我 们 固定 n 并 用 J 表示 集合 {1,，2 


n). 本 的 置换 是 一 个 映射 p»: JJ, RBM 


箭头 表示 p 是 注射 。 因 此 ，J 的 每 个 元 素 是 / 中 某 个 元 素 ; 的 象 p(i)， 恒 等 置换 用 u (i) 二 i( 对 一 切 i€ J) 
来 定义 ， 通 常用 等 式 p。q(i) =p(q(i)) 来 定义 p。g. 说 明 若 户 和 9 是 了 OBR, Mp og he] 的 置换 . 


WEH p (geo rn=(p "gqg) sr 以 及 p 
( 续 ) 证 明 ， 每 个 置换 p 有 一 个 朔 RE p pum p> p. 了 的 所 有 置换 的 集合 称 为 了 上 的 对 称 群 
“( 续 ) 建 立 一 个 求 任何 给 定 置 换 之 北 的 算法 . (在 计算 机 中 ，/ 的 置换 可 表示 为 一 个 向 量 (p(1)，p(2)，… 


DDD) 


我 们 给 出 一 个 方程 组 Az 二 b, WHAE nXn EE. Rp AGH, 2, e, mn RMR. BBS, 2, 


° u=u ° p=p. 


"编号 为 p 的 方程 只 含 变量 xs ， 编 写 一 个 求解 方程 组 的 算法 . 


BE BETES i, BER, ay, 


Ta, 不 出 现在 编号 为 p 的 方程 中 ， 重 复 处 理 上 题 . 
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37. ( 续 ) 假 设 对 每 个 i， 变量 xs 只 出 现在 编号 为 p, ，p: ，…，p; 的 方程 中 .重复 处 理 上 面 习题 4. 3.35. 

38. (难题 ) 假 设 除 | ;一 j | S1 或 (i, DSA, ORG. D=, DZ. RETE av 全 为 0， 找 一 个 求解 
Ax=b 的 算法 .利用 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 . 

39. 假设 不 做 选 主 元 ， 计 算 nx 矩阵 的 LU 分 解 中 所 包含 的 长 运算 次 数 . 

40. 设 A 是 按 列 对 角 占 优 的 上 xi 矩阵， 因而 ， 


D tay I<l a; | a<j<n 


确定 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 是 否 保持 它 的 对 角 占 优 性 . 


41, 在 对 角 占 优 阵 A 中 ,用 等 式 


定义 第 ; 行 的 超过 量 、 说 明 在 定理 5 的 证 明 中 下 式 成 立 . 


las —anan/an |> D) bay —anay/an I+ e 
a 


Dt, A i 0 LU Ca A TN eb AS 
42 如 果 必要 的 话 ， 参 考 习题 4. 3. 32~4. 3.34. AR 是 和 1 ，2，…， nn) 的 一 个 置换 ， 并 设 P 是 相应 的 置换 阵 . 
te. Py Ra Bp MBM Q 是 相应 于 9 的 置换 阵 ， 证 明 P =Q. 
43，( 续 ) 证 明 ， 若 PERR. ay Po PE, 
44. HA Hen Xn ERE. BR Xm SERRE ROBE AGT TERI AX = BRS > URE IRIE? 当 B= 时 ， 
结果 又 怎样 ? 
45. 证 明 或 否定 ， A A 是 三 对 角 阵 而 已 是 置换 隆 ， 则 PAP-' 是 三 对 角 阵 . 
16. 假如 在 行 尺度 选 主 元 高 斯 消 元 法 的 每 个 主 步 重新 计算 尺度 数组 ， 证 明 ; 对 个 对 称 的 对 角 占 优 阵 来 说 ， 不 
选 主 元 的 高 斯 消 元 法 和 行 尺度 选 主 元 高 斯 消 元 法 是 相同 的 . 
47. 证 明定 理 3， 
48. 在 行 尺度 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 中 ， 假 如 尺度 数 。 由 下 式 定义 
s =| an |+laa I+ tl an | 
证 明 ， 如 果 所 得 的 算法 应 用 于 一 个 对 角 占 优 阵 时 ， 那 么 将 选取 自然 的 主 元 次 序 (1，2，…，n )， 编 写 和 测 
试 执行 习题 4. 3. 25 中 想法 的 程序 、 这 是 对 一 个 对 称 方程 组 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 . 
49. 证 明 或 否定 猜想 ， 若 矩阵 有 性 质 
oia lal Ud<i<n 


则 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 将 保持 这 个 性 质 ，“ 
.a. 证 明 用 子 式 展开 计算 垂 阵 行列 武 含有 (na 一 1)(n1) 次 ops. 
b EBS SERRE REE O — DCD ops. 


© 证 明 高 斯 - 若 尔 当 方法 包含 去 nn 十 Diseom12 次 ops， 所 以 它 比 高 斯 消 元 法 多 耗费 50% 的 计算 量 . 


计算 机 习题 4. 3 

上 全 主 元 高 斯 消 元 法 以 非 自 然 次 序 处 理 行 和 列 。 因此， 在 第 1 步 ， 选 主 元 素 a 使 得 | a。| 在 整个 矩阵 中 最 
大 ， 这 确定 第 i 行 是 主 行 而 第 j AREN. 再 从 其 他 行 中 减 去 第 ; 行 的 倍数 在 第 j 列 中 产生 0， 编 写 执行 这 
个 过 程 的 算法 。 这 需要 两 个 置换 向 量 . 


a 
g 
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2. 参考 习题 4. 3. 25， 编 写 一 个 对 对 称 矩 阵 执行 高 斯 消 元 法 分 解 阶段 的 程序 假定 不 需要 选 主 元 . 

3. 编写 和 测试 行 尺度 选 主 元 高 斯 消 元 法 的 程序 .适合 的 测试 情况 见习 题 4. 3. 18，4. 3. 20 一 4 3.21 和 4. 3. 25. 

4 编写 和 测试 高 斯 算法 中 包含 列 均衡 化 的 程序 (见习 题 4. 3. 5). 

,编写 和 测试 求解 Ar 一” Aly Ac" 的 程序 ， 只 利用 4 的 一 个 分 解 ( 带 行 尺度 主 元 ) 以 及 两 个 求解 工 和 ? 的 子 
程序 . 

. 编写 和 测试 利用 列 均衡 化 ， 行 均衡 化 和 全 主 元 的 求解 Az 一 六 的 程序 . (术语 参 见习 题 4.3.5 和 上 面 计算 机 
习题 4.3.1.) 

编写 用 带 列 均衡 化 和 行 尺度 的 高 斯 - 若 尔 当 方法 求解 Xn 方程 组 Az 一 /的 子 程序 Gaussj(n,，A, b, z, p, 

5，d)， 在 高 斯 - 若 尔 当 算法 (不 选 主 元 ?第 上 个 主 步 ， 从 所 有 其 他 行 减 去 第 大 行 的 倍数 使 得 r, 的 系数 除了 第 

大 行 外 其 余 所 有 行 都 为 0 最终， 矩阵 将 是 对 角 阵 (而 不 像 在 高 斯 消 元 法 中 那样 是 一 个 上 三 角 阵 )、 用 行 尺度 

REL, W p 行 用 作 主 行 ， 在 除了 第 p 行 外 所 有 行 中 产生 x 的 0 系数 。 正 如 习题 4. 3. 6 中 讨论 过 的 那 

样 ， 列 均衡 化 应 在 开始 时 就 执行 ， 而 这 个 过 程 中 所 需要 的 除数 应 该 存放 在 数组 d 中 ， 因 为 最 后 求 + 时 需要 

它们 . 

编写 和 测试 尺度 高 斯 消 元 法 的 递归 形式 ， 其 中 尺度 数组 反复 重新 计算 . 


4.4 范 数 和 误差 分 析 


讨论 数值 问题 中 所 涉及 的 向 量 误差 ， AAMER. 我 们 的 向 量 通常 是 R" 空 间 中 的 一 个 向 
Hit, 但 范 数 可 在 任何 向 量 空间 上 定义 . 


P 


4.4.1 向 量 范 数 
在 向 量 空间 V 上 ， 范 数 是 一 个 从 V 到 非 负 实数 集 的 函数 ， | ， 并 服从 下 列 三 个 要 求 ， 
车 zz0, EV, Mj | zl >0 a) 
BAER, EV, Wazi =laliizil (2) 
若 z，?EV,， 则 1 z+?1 委 1 zl 十 上 >1( 三 角 不 等 式 ) (3) 


我 们 可 以 认为 | FR Ae z 的 长 度 或 大 小 .向 量 空间 上 的 范 数 推广 了 实数 或 复数 的 绝对 值 概 
念 ， 及 "上 最 熟悉 的 范 数 是 由 下 式 定义 的 欧 几 里 得 4; 范 数 . 


Wells = (ÑA) Ste 2 = Guerra) 


这 个 范 数 对 应 于 我 们 直觉 的 长 度 概念 我 们 使 用 下 标 2 仅仅 作为 一 个 标识 符 ， 在 数值 分 析 中 也 
使 用 其 他 的 范 数 ， 最 简单 和 最 容易 计算 的 范 数 称 为 L- 范 数 : 


zl. = max | z; | (4) 

pax 
此 外 ， 使 用 下 标 是 为 了 使 这 个 范 数 区 别 于 其 他 范 数 ， 第 3 AR L ROE OT ON, 范 数 ， 
lzh=® lz] © 


例 1 利用 上。 中 范 数 ， 比 较 下 列 及 + 中 三 个 向 量 的 长 度 ， BEAR I- le 范 数 和 | o 
范 数 重新 计算 . 
z= (4,4—4,4) v= (0,5,5,5)" w= (6,0,0,0)7 
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解 ” 列 出 结果 如 下 : 


a 
为 了 更 好 地 理解 这 些 范 数 ,考察 R :是 有 启发 的 对 上 述 三 种 范 数 ， 在 图 4-1 中 ,我 们 给 
出 集合 


{arr € RNzl <1 
的 略图 ， 这 个 集合 称 为 二 维 向 量 空间 中 的 单位 单元 或 单位 球 . 


Jo an (0.1) 
0) (1.0) 


th. <1 hs， 


图 4-1 三 种 范 数 在 R* 中 的 单位 单元 


4.4.2 和 矩阵 范 数 

现在 我 们 转 到 定义 矩阵 范 数 的 问题 .虽然 我 们 可 以 处 理 一 般 的 矩阵 范 数 ， 让 它们 仅仅 服从 
同样 的 要 求 (1)-(3)， 但 是 我 们 通常 更 喜欢 与 一 个 向 量 范 数 密切 相关 的 矩阵 范 数 ， 若 已 经 指定 
-个 向 量 范 数 | ， | ， 则 从 属于 它 的 矩阵 范 数 定义 为 

All = supt || Au} tu € Bt, ful) =1} (6) 

这 个 范 数 也 称 为 对 应 于 给 定向 量 范 数 的 矩阵 范 数 ， 这 里 A 理解 为 一 个 nXn 矩阵 . 

定理 1( 从 属 短 阵 范 教 定 理 ) Fil + | 是 色 上 的 任意 范 数 ， 则 等 式 

WAU = sup {|| Au || su € R) 

定义 全 体 nX on 矩阵 组 成 的 线性 空间 上 的 范 数 . 

证 明 我 们 将 验证 范 数 的 三 条 公理 首先, #AZ0, W A 至 少 有 一 个 非 零 列 ， 艾 如 说 ， 


AP 40, ABS j 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 0 的 向 量 es 即 一 (0，…，0，1，0，…，0)T、 显 


Ry AO 目 向 量 * 一 z/ || x || 的 范 数 为 1 因此, 由 A 的 定义 


ale lari _ JA? i 
All > | i = alt 
WAV > ketei fel 7° 
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其 次 ， 从 向 量 范 数 的 性 质 (2) ， 我 们 有 
HAA I| = sup{ || àAu lft Nall = 1} =| à | supi || Au || = lull = =al All 188 
关于 三 角 不 等 式 ， 我 们 利用 向 量 范 数 类 似 的 性 质 和 习题 4. 4. 4 可 得 
l A+B || = supi | (A+Bu || :有 xl 三 1 


< supi || Au || + I| Bu || + lull = 1} 
< supi || Au || + || u l| = 1} + supi || Bu i| : lull = 1} 
= ||Al + 1 Bi E 
定义 (6) 的 一 个 重要 推论 ， 并 且 确 实 由 定义 导出 的 是 
WAcll < WAU Toll (ER) (7) 


为 证 明 这 个 结论 ， 我 们 看 到 对 zx 一 0， 它 显然 成 立 ， 若 z 天 0， 则 向 量 v=z/ || x |) HHH 1. 
因此 ， 由 (6) 式 可 得 


| Ax | 
Voll 


作为 这 个 重要 概念 的 一 个 实例 ， 取 定 我 们 的 向 量 范 数 为 (4) 式 所 定义 的 ‖ z | 范 数 ， 试 问 
它 的 从 属 和 矩阵 范 数 是 什么 ? 下 面 是 计算 : 
WAL w= Sup, ll Au LES 


IAI > lAl = 


sup {max | (Au), |}= max{ sup | (Aw), |} 
ve tR Rl Paa / 


= max{ sup ,| Deas |}= max $) | ay | (8) 


这 里 我 们 利用 了 两 个 最 大 化 过 程 可 以 交换 (习题 4.4.9)， 也 利用 了 下 列 事实 :对 国定 的 i 和 
1 一 1 % a, 20H =+ 以 及 oj<0 时 取 必 一 一 1 可 以 得 到 | Sayu, | 的 上 确 界 ， 


因此 ， 我 们 已 证 得 下 列 定理 . 
定理 2( 无 穷 矩 阵 范 数 定理 ) SHREK || FARA: 


Well. = max | z; | 
BYE AA Ah AE E SÈ Me d F R e E 
HAM. = max | ay | a9) 
a 
从 属于 一 个 向 最 范 数 的 矩阵 范 数 除了 具有 基本 性 质 (1) 一 (3) 外 还 有 其 他 的 性 质 ， 例 如 ， 
Wr =1 (9) 
WABI < WAI BI (10) 


(9) 式 的 证 明 可 直接 从 (6) 式 可 得 ， 而 不 等 式 (10) 从 (6) 式 和 不 等 式 (7) 可 得 . 
另 一 个 重要 的 矩阵 范 数 是 由 下 式 定义 的 A 矩阵 范 数 (也 称 谱 范 数 ) : 
i 4A1 :一 sup ， l Az || 2 


这 是 从 属于 欧 几 里 得 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 .在 5. 4 节 的 定理 5 中 、 我 们 将 证 明 
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All. = max | o | 
其 中 m RAWBRE. Baral 2020, WA 5.4 节 定 理 1 的 证 明 我 们 有 Aw =ou 和 
ATu 二 nw， 因此 A An =v, hoi 等 于 AA 的 最 大 特征 值 ， 因 此 ，2 矩阵 范 数 经 常 被 定义 为 
Alle =vptATAy 
其 中 PATA KA ATA 的 谱 半 径 ， 上 且 被 定义 为 47A 的 最 大 特征 值 . 
4.4.3 条 件数 
下 面 就 把 这 些 概念 用 于 计算 ， 我 们 考虑 方程 
Ar=6 
其 中 A fin Xn SRE. BE A BY. 
例 2 FAA “后 得 到 一 个 新 矩阵 B， 则 扰动 解 z 二 A :后 变 成 一 个 新 向 量 工 一 Bb， 试 


问 后 面 扰动 的 绝对 和 相对 界 有 多 大 ? 
解 ” 利 用 向 量 范 数 和 它 的 从 属 矩阵 范 数 ， 我 们 有 
lz-3l = lz- B| = lz-BArl = I-BAzl < II BA | zl 
这 给 出 z 抗 动 的 大 小 ， 若 度量 相对 扰动 ， 我 们 可 以 写成 
lasl < 11-841 an 
不 等 式 (11) 给 出 上 2—7 | /1 z | 的 一 个 上 界 ， 而 取 这 个 比 为 x 和 之 间 相 对 误差 的 一 个 度量 
a 
例 3 假如 向 量 6 扰 动 后 得 到 一 个 向 量 5。 若 和 这 满足 Az 一 b 和 AF 一 5， 试 则 x 入 其 
的 绝对 和 相对 界 有 多 大 ? 
解 BRATE, RIH 
lz-3l = pAb- Anō] = HATO < At I ool 
这 给 出 了 2 的 扰动 范围 ， 为 了 估计 相对 扰动 ， 我 们 写 
lez < HA = WA N aed AP pag gag Nen LAR 
因此 ， 
1 z 一 了 1 16 一 下 
Tal <A- Tel S3 
其 中 
KA) = NAN .AT as) 
数 c(A) 称 为 矩阵 A 的 条 件数 . a 


不 等 式 (12) 告 诉 我 们 x 的 相对 误差 不 大 于 * (4A) 乘 上 的 相对 误差 ， 条 件数 与 开始 分 析 时 所 
选取 的 向 量 范 数 有 关 ， 从 不 等 式 (12)， 我 们 看 到 当 条 件数 小 时 ，2 的 小 扰动 只 导致 x 的 小 扰 
动 ， 而 不 等 式 AAS] 总 成 立 ，( 见 习题 4. 4. 14) 

下 面 是 一 个 说 明 条 件数 的 例子 : 设 e>0 且 


1 1 7 =i 
a=[ ae] At ae[ 1 1 ‘| 
T 4 —l+e 1 
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车 使 用 oo 范 数 ， 则 由 C8) 式 我 们 有 | A==2++e，| A ase (2 十 e )。 因此, x(A) 一 
C2 +te)/e] >4/e?. FH e<0.01, M <(A) 三 40 000. 此 时 ， 相 对 5 的 一 个 小 扰动 可 能 就 会 导致 
方程 组 Az =b 的 解 有 一 个 超过 40 000 信 的 相对 扰动. 
如 果 我 们 求解 方程 组 
Ar =b 
数值 上 讲 ， 我 们 未 得 到 精确 解 z 而 得 到 近似 解 工 ， 我们 可 形成 Az 来 检验 了 ， 看 看 Az 是 否 接 
近 于 45， 从 而 ， 我 们 得 到 残 差 向 量 


r=b—Ar 
精确 解 + 和 近似 解 之 差 称 为 误差 向 量 
e=a-7 
上 刻 误 差 向 量 和 残 差 向 量 之 间 的 关系 
Ae=r aay 
是 十 分 重要 的 . 


注意 是 线性 方程 组 Az 一 5 的 精确 解 ， 它 有 一 个 扰动 的 右 端 项 5 二 6 一 r， 我 们 现在 建立 x 
与 4 相对 误差 间 的 关系 .换言之 ,我 们 要 给 出 x 一 + 上 /zx MERIEN = Ir / 
lol 之 间 的 关系 ， 下 列 定理 表明 条 件数 x(A) 在 其 中 扮演 了 一 个 重要 的 角色 . 

定理 3( 包 含 条 件 教 界 的 定理 ) 在 解 方程 组 Az 一 六 中 ， 条 件数 <(A)， 残 差 向 量 r 和 误差 
向 量 e 满足 下 列 不 等 式 ， 


1 irl el Irl 
aA Tol < Tet <*A Toi 


证 明 ”右边 的 不 等 式 可 写成 
lel Wèl CHAU UVATH U-I zl 
这 是 成 立 的 ， 因 为 
Hell Nol = NATrl tArl SWATH rH PAT zl 
(事实 上 ， 本 定理 中 右边 的 不 等 式 就 是 不 等 式 (12))， 左 边 的 不 等 式 可 写成 
lri lzl < At At ol dell 
而 此 式 又 可 从 下 式 立 即 得 到 
rll Hel = Ae WAT SHAN Jel PATH Hell B 
一 个 具有 大 条 件数 的 矩阵 称 为 病态 的 .而 一 个 病态 矩阵 A 会 出 现 方程 组 Az =6 的 解 对 向 
AE 的 小 变化 非常 敏感 的 情况 ， 换 言 之 ， 为 使 所 求 的 zx 达到 某 种 精度 ， 我 们 应 该 要 求 5 有 足够 
高 的 精度 ， 若 A 的 条 件数 大 小 适中 的 话 ， 就 称 该 矩阵 为 良 态 的 . 
习题 4. 4 
1 证明 范 数 1z1…，1 zl; Mir, 满足 范 数 的 条 件 (1)，(2)，(3). 
2. 证 明 rlair krl ， 对 一 切 xER"， 并 且说 明 即使 对 非 堆 向 最 等 式 也 有 可 能 成 立 . 
3 SOUR j rl <n] al mharsa lare ER. 
4. 说 明 对 任何 两 个 到 区 内 的 函数 Ag, A 
supl f(x) + g(z)] < supf(x) 十 supg(z) 
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5. 对 定理 2 中 的 矩阵 范 数 ， 证 明 或 否定 : 1 AB1 -= |All. | Blo. 特殊 情况 A |= A 怎么 样 ? 
6 说 明 在 "上 定义 的 范 数 必须 以 某 种 方式 包括 一 个 向 量 的 所 有 分 量 ， 说 明 范 数 | z 1 -确实 是 FR" 上 最 简单 的 范 

数 . (你 必须 定义 合适 的 简单 性 概念 . ) 

7. 确定 下 列表 达 式 是 否定 义 在 上 的 范 数 : 
， lath 


a maxi |r ls asl, 
bD tal? 

各 
ep pai} 


d. maxi | rime | Latzi bards Lael, we lad 


141 = papa lay | 
说 明 这 是 一 个 范 数 ( 即 在 全 体 wx 矩阵 组 成 的 线性 空间 上 的 范 数 )、 并 说 明 它 不 从 属于 任何 向 量 范 数 ， 试 间 
它 符合 (9) 式 及 不 等 式 (10) 吗 ? 
9. a HEB: 若 A 和 甩 是 任意 集合 ,三 是 AX 忆 上 的 一 个 有 界 实 函数 ， 则 
HERP ED = sup sup Cast) 
b. 举例 说 明 ， 通 常 一 个 上 确 界 和 一 个 下 确 界 是 不 能 交换 的 . 
o 说 明 
PRS OD < ja septa 
10. 证 明 ， 对 任何 向 量 范 数 及 其 从 属 矩阵 范 数 ， 以 及 对 任何 nXn 矩阵 义 ， 存 在 相应 的 一 个 向 量 x 关 0 使 得 
lAr = TAN Wed. 
11. 说 明 对 (5) 式 定义 的 向 量 范 数 | a lia ， 从 属 的 矩阵 范 数 是 


WAN, = mx 3) lag | 
1 Itr 

e 1 Mars 

13. 请 问 从 属 矩阵 范 数 满足 | AB || = || BA || 09? 说 明理 由 . 

14. 证 明 可 千 阵 的 条 件数 至 少 为 1. 

15. 试问 什么 样 的 矩阵 其 条 件数 等 于 17 


7 8 
16. 利用 (8) 式 中 的 无 穷 矩 阵 范 数 ， 计算 矩阵 [ 。 10 ] 的 条 件数 
12, BA Sin Xn ERE, HR C= (cy )， 说 明 在 Ar=b 的 解 中 ，b, 的 扰动 量 $ 将 引起 z, 的 扰动 cv6. 
18. ( 续 ) 证 明 : ax 的 扰动 量 6 将 产生 x, 的 近似 扰动 一 cgz6. 
19.( 续 ) 下 列 等 式 有 时 被 用 作为 一 个 nX n REA 的 条 件数 : 
MIA) =n max | ay | max | cy | 
Ee TS 
RE CRA WE. 证 明 : 车 Az 一 b 且 只 扰动 了 6 的 一 个 分 量 ( 警 如 说 数量 为 e) ， 则 扰动 后 的 z ( 记 为 Z) 
满足 


12. ( 续 ) 利 用 上 题 中 的 矩阵 范 数 ， inser 


解 线性 方程 组 153 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
25. 


lz=zl= < yay 
Tei. 


在 课本 中 已 证 明 : BH Ar—b 和 AI 一 5， 则 
11z 一 | 有 6 一 吾 让 


Tt <4) Ter 


证 明 ， 对 每 个 非 奇 异 阵 A， 这 个 不 等 式 对 某 些 向 量 5 和 5 会 变 成 一 个 等 式 . CR, RIER O40 H bA 
反 ) 提 示 : 完 成 上 述 不 等 式 的 证 明 并 找 出 等 式 出 现 的 条 件 . 


üt n= HB 
4-3 J 
a= fi 0 5 
2 6—2] 


在 所 有 满足 | + . 1 AS REY || Ar || - 尽 可 能 地 大 ， 再 给 出 || A1| ,的 数值. 
外 上 的 加 权 Z. 范 数 是 一 个 形 如 


1z1 = maxw, |z | 
的 范 数 ， 这 里 ws ws oe w 是 固定 的 正 数 称 为 权 . 证 明 这 个 范 数 满足 范 数 基本 条 件 ， 那 么 其 从 属 的 矩 


阵 范 数 是 什么 ? 

证 明 ; 若 | ”|| 是 向 最 空间 上 的 一 个 范 数 ， 并 且 如 果 我 们 用 某 个 固定 的 正 数 。 定 义 1 zl Sallal W 
le | 也 是 一 个 范 数 . 

( 续 ) 基 将 上 题 中 的 说 法 应 用 于 从 属 矩阵 范 数 ， 则 所 得 的 范 数 也 是 一 个 从 属 矩阵 范 数 、 

设 1 EMEEN V 上 的 一 个 范 数 ， 对 V 中 的 + 和 y, dC, y= Weyl, 说明 d 具有 下 列 性 质 ， 
adir, r)=0 

b dir, v=d(y, x) 

e Harty. Wda 
d dtr, WEdr, Hd, y) 
(具有 这 四 个 性 质 的 函数 称 为 度 规 . ) 


»>0 


， 举 出 一 个 行列 式 非常 小 的 良 态 矩阵 的 例子 . 

.计算 对 角 线 上 为 二 1， 对 角 线 下 面 为 一 1 的 wnXn 下 三 角 阵 的 条 件数 .采用 和 矩阵 范 数 | lo. 
证明: 若 A 有 非 平 凡 的 不 动 点 ( 即 Az= z 天 0)， 则 对 任何 从 属 矩 阵 范 数 | A || 三 1. 
在 祭 * 上 举 一 个 范 数 例子 使 (1，0) 的 范 数 是 2 而 (1，1) 的 范 数 是 1. 

L ER PREE MEIO. 0 |= CO, DI = 1/3, 1/3 1 的 范 数 ? 

(见习 脑 4. 4. 2 一 4. 4. 3) 求 的 精确 条 件 使 得 


a rd.= lady 


ball. = Wade 
e telis dalle 


.说 明 || A 【是 对 一 切 工 使 得 上 Ar | <M |l zl 成立 的 最 小 的 数 M. 
.对 任意 <n MEA. 定义 


AEs = (SUD) 
‘这 个 范 数 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 . ) 这 个 范 数 是 否 为 从 属 矩阵 范 数 ? I! A |) =) 
BA NAY BARE FA n A RE 


| a | 回答 同样 的 问 
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34. 
35. 


36. 


38. 


39. 


40, 


3 


4l. 


4 


43. 


44, 
HEB FAC <(A) 可 用 下 列 公式 表示 


.对 矩阵 4=[ 


对 任意 从 属 矩 阵 范 数 ， 置 换 阵 的 范 数 为 1 必定 成 立 吗 ? 说 明理 由 . 

对 向 最 r= Cn. m o TER. 我们 定义 向 量 z 的 绝对 值 | x i 为 向 量 ( al, imls oe 
la, |)". 对 向 量 r 和 vy， 我 们 也 定义 y, BWM iSl, 20. a Sy. ERAR + I, 
le lee le Aa PER: 若 1z1 和 1y1, 则 1zls 和 1yl1. 

对 任何 实数 p 之 1， AR 


tzl, = (È 1a 1)” 
a 
定义 一 个 范 数 (证 明 查 阅 Bartle[1976， 第 60 页 ]. ) WEA: HEMER, 


im rl, = Izl 
feces 


这 说 明了 为 什么 要 使 用 记号 + lo. 


37, 证 明 下 列 范 数 的 性 质 : 


a. |] 0] =0 
b atoll >) kzl- iyl 


e MTR ee a P| SD) 2 I 
a G 
Bil + | 是 R" 上 的 一 个 范 数 ， 定 义 
lall’ = suplu"z:u € Rul] = 1) 

证 明 这 个 等 式 定义 一 个 范 数 ， 证 明 ， 若 重 复 这 个 过 程 ， 则 得 到 原来 的 范 数 ， 即 (| =|. 证明 
XH ry ye", 

latyl< iol yl’ 
证 明 (13) 式 中 定义 的 关于 条 件数 的 不 等 式 

(AB) < «(A)x(B) 
AMIA. JAN: LAI- HAREK 


atl a ] 
a. 
Decent 


利用 习题 4. 4. 2 一 4. 4. 3， 证 明 

TA SelAl- < Al: <n? Al <alAl: 
1 
1 
5) 时 检验 你 的 预测 
BA Xn EE. RAMA 为 从 具有 范 数 | ,的 "到 具有 范 数 |， 上 | -的 R" 的 一 个 线性 上 映射， 在 
这 些 情况 下 1 A | 是 什么 ?下 列 简 单 公式 

RAM = max{ || Ar ii. oil, =1) 


2 
2.01 PRM AFR Ar=b. thit b PB iy MEH ow BIR. 4 b=4, 4M = (3, 


就 是 我 们 所 想 要 的 . 
GOARI Ai 、1| .交换 后 ， 试 着 讨论 上 题 . 
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x(A) = nR, il Az Ii / il Ay } 
46. BEI) + | AER AEM, A Xn BR. rl’ = l Arl. 为 保证 外 + | 也 是 一 个 范 数 ， 试问 A 的 明 
确 条 件 是 什么 ? 
、 证 明 如 果 使 用 欧 几 里 得 范 数 ， 那 么 集合 
H= {re R: fxr—all = Ix-oll} 
就 是 一 个 超 平面 ( 即 解释 为 一 个 "一 1 RE STD), (IE PAE IE — MAM. A n= 的 
情况 举例 说 明 . 
48， 证 明 条 件数 有 性 质 


4 


«MA)=x(A) (天 0) 
49. GED: 若 方 阵 A 对 一 切 x 及 09>0 满足 不 等 式 1 Arl Sellz i. MAEARBIA' IS. 这 个 结论 
对 任何 向 遇 范 数 及 其 从 属 算 阵 范 数 都 成 立 . 
50. (ENEH: 若 A 对 角 占 优 ， 则 它 有 具有 上 题 中 的 性 质 ， 当 使 用 上 + | 。 范 数 时 给 出 9 的 一 个 值 . 
51. EH: 车 A 非 奇异 ， 则 存在 一 个 > 使 得 对 一 切 满足 El 一 人 的 矩阵 巨 ， 和 矩阵 A 十 EE 非 奇 异 ， 可 以 证 明 
对 全 体 nX n 矩阵 组 成 的 向 量 空间 上 的 任何 范 数 这 个 结论 也 成 立 . 
52,( 续 ) 说 明 在 上 题 中 我 们 可 使 用 


ò= infit | Arli e rl =1) 
这 里 使 用 了 一 个 向 量 范 数 及 其 从 属 矩阵 范 数 . 
53, 设 A 是 mxpmn 和 矩阵 而 N 是 它 的 零 空间 ( 核 )， 定 义 
ô= inf{ | Ar | ¢ zi =1 Hz LN 
WEA: 车 El <8, W rank(A+E)>rank(A), 
54. EH: 若 4 非 奇 异 ， 则 存在 一 个 奇异 阵 巨 使 得 1 B-A l= VAT lla. 
55， 证 明 (14) 式 . 
56. 证 明 
Al: = ie, | y'Ar | 


vial 
2 


计算 机 习题 4. 4 
编写 计算 向 量 和 方 阵 范 数 的 子 程序 ， 使 用 极 大 范 数 | a | o 及 其 从 属 矩 阵 范 数 . 


4.5 诺 伊 曼 级 数 和 和 迭代 细 化 


范 数 的 一 个 重要 应 用 出 现在 精确 的 处 理 向 量 空间 中 的 收敛 性 概念 ， 若 向 量 空间 V 指定 一 
个 范 数 上 ， ACV. + ) 就 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 向 量 序列 wo v, -BA 
念 定义 如 下 ， 如 果 

lim Io — vl] =0 
A BATT BL FF RF oR ERAT ECA, A, EA 
极限 向 最 ZEER F 0. 
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下 面 是 一 个 在 R* 中 的 例子 : 设 


3—k! 3 
yea —2+k? 和 v= ee 
(k+ Dk 1 
ioe 0. 
则 
— k 
v? —y= ke 


k 


et 


如 果 我 们 利用 4. 4 节 的 无 穷 范 数 计算 || v* 一 "| ,那么 我 们 就 会 看 到 当 k-oont, || u” —v l| +0. 
因此 ， 在 赋 范 线性 空间 (R'， 上 ，| 。) 中 是 序列 [v* ] 的 极限 . 

现在 不 加 证 明 地 给 出 一 个 关于 赋 范 线性 空间 的 重要 结论 是 合适 的 ， 在 有 限 维 向 量 空间 上 任 
何 两 个 范 数 都 会 导致 相同 的 收敛 性 概念 因此， 在 上 例 中 ， 已 验证 | UP 一 vs 一 0， 我 们 不 
用 再 计算 就 能 得 到 对 民 “ 中 任何 的 范 数 有 || UO —v || 0, FS. 这 个 定理 在 无 限 维 赋 范 线性 空 
间 上 不 能 应 用 ，( 例 如 ， 见 习题 4. 5. 20. ) 

另 一 个 关于 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 重要 结果 是 在 这 样 的 一 个 空间 中 ， 每 个 柯 西 序列 收敛 . 
因此 ， 若 一 个 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 的 序列 [vu* ] 满 足 柯 西 准则 

Da 0, 

则 必定 存在 一 个 点 v€V 使 得 序列 收敛 于 它 . 

RATE MR PH RA n Xn 和 抢 阵 应 用 这 些 概念 在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 取 || + || OR 
的 任意 范 数 并 利用 4. 4 节 中 定义 的 其 从 属 和 矩阵 范 数 ， 

定理 1( 诺 伊 曼 级 数 定理 ) 若 信 是 使 |A| 一 1 的 ?maXn 给 阵 ， 则 T 一 A TER 


(i-Ay" = DA a) 


证 明 首先 ， 我 们 将 证 明 1 一 A 可 逆 ， 若 它 不 可 道 ， 则 它 奇 异 ， 且 存在 一 个 向 量 x 满足 
1 zl =1 和 (1 一 A)x 一 0， 由 此 我 仙 有 


1= İzi = lArl <A izi= 1Al 
这 就 与 假设 | ALAR T. 下面， 我们 将 证 明 诺 伊 曼 级 数 的 部 分 和 收敛 于 (TI 一 A) 一 : 
六 4 一 Am mo) 
为 此 只 需 证 明 S, 
U-A SA +1 Ohm >o) (2) 
即 可 ， 左 边 可 写成 i 


(I~ A) YAY = J (AA) = A A = A 
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因为 当 moot, || AH <A -0， 所 以 这 就 证 明了 (2) 式 . (为 什么 ?) a 
在 任何 巴 拿 赫 空间 上 的 连续 线性 算 子 理 论 中 这 个 定理 本 质 上 以 同样 的 形式 出 现 ， 本 定理 在 
实际 应 用 和 理论 推导 两 方面 都 非常 重要 ， 观 察 (1) 式 ,我们 得 到 估计 ， 


La-a i< SA < DA = Ha 


例 1 利用 诺 伊 曼 级 数 计算 下 列 矩 阵 之 道 . 
0.9 一 0.2 一 0.3 
B=|0.1 10 -| 
63 02 Lil 


解 i B=I-A, 其 中 
f 01 02 0,3 
A= jon 0.0 nl 
一 0.3 一 0.2 一 0.1 
因为 Ale = o 6  PRLLD 3b 28 Be) At 收敛 于 Bo. AAIE 4. 5. 22 中 的 算法 ,我 们 计算 某 


些 部 分 和 : 
moo 
Mat= jo 1 | 
SE 001 
i 1.1 0.2 0.3 
Mat= |-01 10 eil 
一 0.3 一 0.2 0.9. 
y 1.00 0.16 0.32 
DA= |-0.14 0.96 nas 
一 0.28 一 0.24 0.80. 


y 1. 000 000 00 0. 142 857 14 0.285 714 29 
Dam — 0. 125 000 00 0. 964 285 71 0.053 571 “| 
me [一 0.250 000 00 — 0.214 285 71 0.821 428 57. 
最 后 的 部 分 和 给 出 精确 到 8 位 小 数 的 Bo. | 


下 面 是 诺 伊 曙 级 数 定理 的 一 个 变形 . 
定理 2( 可 北 阵 定理 ) 若 A 和 B 是 使 | 1 一 AB || 一 1 HBA nXn EE, N APB TE. 
进而 ， 我 们 有 


44= BBC 一 AB) 和 和 B` = ÑU- ABA (3) 
aS m 
证 明 由 前 面 的 定理 得 ，AB Fy eB ey 
aBn = D1— AB): 


Ed 


[200] 


因此 ， 

A‘ = BBA” = B(AB)' = B), (CT 一 AB) 

me 
B` = B'A'A=(ABY'A = J (U -— ABYA a 
rar 
4.5.1 BRAE 
Hr RHA 
Ar=6 


的 近似 解 ， 则 精确 解 x 为 
rar FANG Ar) = 2 $e w 
Hp e =A Nb Ar ) 称 为 误差 向 量 ， 对 应 于 近似 解 z” 的 残 差 向 量 是 "一 6 一 Ar”， 它 
是 可 计算 的 ， 当 然 ， 我 们 不 计算 A…， 但 是 向 量 = Ar 可 以 通过 解 方程 
Ae = ro 
得 到 ， 这 些 注释 导致 一 个 称 为 选 代 改进 或 选 代 细 化 的 数值 过 程 ， 下 面 我 们 更 详细 地 描述 它 . 
假如 方程 A+=b 已 用 4.3 节 的 高 斯 消 元 法 解 出 ， 由 于 舍 入 误差 ， 不 能 期 望 所 得 结果 是 精 
确 解 ， 我 们 用 xz" 来 表示 它 ， 然 后 计算 x”，e'" 并 用 下 面 三 个 式 子 计算 2”, 
ro 一 6 一 Are 
(5) 


ar = 7 4 


为 得 到 较 好 的 解 zx” ，z'5 ，…， 这 个 过 程 可 以 重复 ， 该 方法 的 成 功 依赖 于 用 双 精 度 计算 残 差 
”以 避免 在 碱 法 中 委 失 所 期 望 的 有 效 数 字 ， 因 此 ， 表 达 式 久 一 de Tj” 用 双 精度 求 值 . 


住 , 理论 上 ，r" 应 该 是 零 向 量 ， 所 以 计算 x” 中 所 涉及 的 减法 必定 包含 几乎 相等 的 量 . ) 
例 2 应 用 迭代 细 化 解 下 列 方程 组 
420 210 140 105][z] 1875 
210 140 105 84 ||z; 539 
140 105 84 70 ||z, 399 
105 84 70 60jlz, 19) 
E 首先 ， 用 行 尺度 主 元 高 斯 消 元 法 分 解 方程 组 ， 并 从 向 后 回 代 得 到 解 
x = (0. 999 988,1. 000 137,0. 999 670,1. 000 215)? 
由 迭代 改进 的 车 于 步 给 出 
x = (0. 999 994,1. 000 069,0. 999 831,1. 000 110)7 
x = (0. 999 996,1. 000 046,0. 999 891,1. 000 070)7 
x = (0. 999 993,1. 000 080,0. 999 812,1. 000 121)" 
2 = (1. 000 000,1. 000 006,0. 999 984,1. 000 011)7 
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真 解 是 z 一 (1，1，1，1)7， 因 为 执行 这 些 计算 的 计算 机 近似 地 具有 Marc-32 的 精度 ， 所 以 我 


们 认为 这 最 后 的 结果 十 分 良好 . a 
为 从 理论 上 分 析 这 个 算法 ， 我 们 采用 下 列 观点 ， 即 我 们 的 解 z” 是 由 公式 
z” = Bb 
得 到 的 ， 其 中 BRA 的 一 个 近似 递 ， 于 是 迭代 过 程 可 写成 
x0? =x HBO-A) 0) (6) 
BRAT AE HH i Be Hl A A eH ABD HF AA RRC WF Ar 
一 4 的 解 . 


我 们 要 说 明 不 精确 的 措 词 “B 是 A 的 一 个 近似 道 " 意 指 | IT 一 AB | <1. 由 定理 2，A-' 可 由 
下 式 给 出 
A? =B I-AB» (7) 


因此 ， 方程 Ax=4 的 精确 解 是 
z= BS)U—AB)% (8) 


ror} 


BM MARARTM) 若 | 1 一 AB|| <1， 则 由 (6) 式 给 出 的 远 代 改进 方法 产生 向 量 序列 
x” =BĎ -ABb (m>0) 
名 
这 些 是 (8) 式 中 的 部 分 和 ， 所 以 收 仇 于 x. 
证 明 我 们 使 用 归纳 法 ， 因 为 r” = Bb， 所 以 m=0 的 情况 成 立 ， 若 假定 第 m 次 情况 成 
立 ， 则 对 第 (m 十 1) 次 情况 也 成 立 ， 因 为 
x) = 2 + BO Ar™) 
= B$) (1 —AB)'b + Bb — BAB X) (I AB)" 
名 


ery 


= 1 
= B{b+ (I — AB) 5) (I — AB)*6} = BS) (I — AB Yb a 
名 


也 可 以 直接 证 明 向 量 KAF z. 为 此 ， 利 用 (6) 式 得 到 
zt 一 zz 一 z 十 B(Ar 一 Arem) 
= U—BA)(2” —z) 
由 此 可 得 
Iz" zl< I BAN fe —zl 
< -BA lz zl 


< IT 一 BA || z” — z || 
因为 我 们 已 假定 ABI <1， 所 以 对 任何 1”, 4 m 一 oo 时 误差 x" 一 z+ || KAF 0. 
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4.5.2 均衡 化 

在 极端 临界 情况 求解 线性 方程 组 时 ， 许 多 细 化 可 加 到 4. 3 节 所 述 的 分 解 和 求解 过 程 中 去 . 
我 们 将 简明 地 讨论 5 种 这 样 的 方法 : 

1. 用 行 均衡 化 项 条 件 ， 

2. 用 列 均衡 化 预 条 件 . 

3. 全 主 元 . 

4. 在 消 元 过 程 的 每 个 主 步 中 预 条 件 或 尺度 化 . 

5， 在 结束 时 选 代 改进 . 

行 均衡 化 是 用 每 行 中 绝对 值 最 大 的 元 素 除 系数 阵 每 行 的 过 程 ， 即 ， 对 1<i<n, 用 x 一 
Vmax | ay | REBT. Zi. BIR a, HM Bmax | ay | =1, 1<i<n. 制 计 算 机 的 
数值 实践 中 ,因子 ” 取 尽 可 能 接近 于 1/ max | ay | 的 形 如 2" 的 一 个 数 ， 这 样 做 就 是 为 了 避免 
引入 括 外 的 伟人 误差 ， 因 为 我 们 方程 组 中 第 ;个 方程 或 用 -~, 乘 HA. 

Sas =h 或 DS rays, = rb, 
i 


内 此 ， 数 r, 在 分 解 过 程 期 间 应 该 存放 起 来 使 得 它们 可 在 求解 过 程 中 使 用 . 按 和 矩阵 -向 量 记 号 ， 
行 均衡 化 可 写成 


(RA)z = (Rb) 
其 中 R=diag(r,). 
列 均衡 化 除了 我 们 处 理 列 外 是 类 似 的 ， 对 1<j 志 n， 我们 用 c= 1/max | ay | 乘 第 j 列 . 
我 们 还 是 宁肯 取 cj 是 一 个 尽 可 能 接近 1/max | ay | 的 形 如 27 的 一 个 数 ， 我 们 的 原 方程 为 


Dar=b AKIK 
名 
现在 可 写成 
B eas)(=)= 6, A<i<n) 
get Cy 


在 求解 阶段 之 后 ， 我 们 已 算出 分 量 为 zi/c 的 近似 解 ， 为 得 到 zi ， 这 些 解 必须 用 c, MR. N 
Bs cis coe cs c, 也 应 该 存放 起 来 ， 利 用 矩阵， 我 们 把 列 均衡 化 写成 

(AC)(C'z) = 6 
其 中 C= diag(c)). 

若 已 对 方程 组 执行 了 行 和 列 均衡 化 ， 则 全 主 元 方法 在 起 始 步 就 可 安全 地 简化 为 搜索 矩阵 中 
《数量 上 ) 最 大 元 、 这 个 元 素 同 时 确定 第 1 个 主 行 和 通过 消 元 引入 0 的 第 1 列 ， 因 此 ， 如 果 我 们 
打算 不 按 自然 次 序 1，2，.…，n 而 按 这 个 更 准确 的 选 主 元 方法 所 确定 的 次 序 处 理 列 的 话 ， 将 需 
要 两 个 置换 数组 ， 一 个 列 出 相继 的 主 元 素 的 行 数 ， 而 另 一 个 列 出 柑 应 的 列 数 ，( 参 见习 题 
4.3.5 和 计算 机 习题 4. 3. 1. ) 

在 我 们 列举 的 改善 中 第 4 个 方法 是 预 条 件 或 尺度 化 . 它 为 分 解 阶段 提供 了 一 个 更 为 合理 的 
结构 ， 因 为 算法 中 的 每 一 步 除了 应 用 于 较 小 的 矩阵 外 都 像 第 1 步 那 样 做 . 
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我 们 列举 的 第 5 个 方法 迭代 改进 已 在 前 面 作 了 讨论 . 

把 行 和 列 均衡 化 的 值 作 为 预 条 件 这 个 过 程 是 有 点 引起 争论 的 ， 我 们 看 到 行 均衡 化 后 接着 用 
非 行 尺度 主 元 的 高 斯 消 元 法 实际 上 和 行 尺度 主 元 的 高 斯 消 元 法 相同 因此， 一 个 合理 的 方法 是 
开始 用 列 均衡 化 接着 用 行 尺度 主 元 的 高 斯 消 元 法 . 

下 面 的 例子 指出 行 - 列 均衡 化 


fl 107 ie | ba al 
l od 1 0. 1 0 
1 出 1 
wp 
tz o 1 0. 1 0. 


之 间 的 差别 ， 注 意 ， 行 ~- 列 均衡 化 的 结果 是 用 对 角 阵 ， 萝 如 说 R 和 BB， 对 方程 组 前 -尺度 和 后 - 
尺度 化 为 


和 列 - 行 均衡 化 


(CRA)B)(B-iz) = (Rb) 
而 列 - 行 均衡 化 是 对 某 些 对 角 阵 C 和 S， 相 应 地 有 
(SCAC))(C 'z) = (86) 
习题 4.5 
1 证明 nxn 古道 逢 阵 的 集合 是 全 体 nXn 矩阵 集合 中 的 一 个 开 集 ， 因 此 ， 若 A 可 逆 ， 则 存在 一 个 正 的 。 使 得 
每 个 满足 | A 一 有 | <e 的 矩阵 B 也 可 递 . 


2. 证 明 ; FA OHA | B-A <| AI’, M Bag. 
3. 证 明 : 着 上 AI <1， 则 
! ‘tat 
La-a" aay TAT 
4. 证明: # APAA | A-B] < AT IO, 则 


1 一 B- 1 过 ~i IlI- A~B| 
WAt-B WL SpA 1 TiaAaT 


5. 证明， # | AB-I <1, HALE Rm AB-—I. M 
A` = B~ BE | BE? — BE’ } … 
6. 证明: 车 AA, WHEN B, 


-a` | > HZA 
1B- At > 


7， 证 明 或 否定 : 车 1= 1 41 > | Bi, W AWB R. 
8， 证 明 : HAI <r. 则 
UAHA = 1-A+AP—- ABH 
9， 证 明 或 再 定 : # IAB- <1, MI BA 一 IN <1. 
10. 证 明 : LAM <1. WHF AD SU WAI. 
11. 证 明 : HA ABE BAY <P AT. 则 
BY =a a- pat 
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12, 


17. 
18. 


20. 


21. 


22, 
23. 
24. 
25. 


26. 


27, 
28. 
29. 


30. 


对 任何 nX nA, WER 
= 
At =T 一 (TI 一 4) DA 


3. 评论 下 面 每 个 nXn 矩阵 是 可 逆 的 “证 明 ”: 给 定 A, 选择 一 个 向 量 范 数 当 使 用 相应 的 矩阵 范 数 时 使 和 


I-A 过 1， 然 后 应 用 与 诺 伊 曼 级 数 有 关 的 定理 . 


. 证明: 若 ink aA <1. A BT, 
EMOA nX n 条 阵 构成 全 体 "Xn SEE — RE, RH BE AE Xn 矩阵 且 e>0， 册 存在 


一 个 可 逆 阵 B ft | A-B] <e。( 见 习题 4.5.1.) 


. ERA | AB— I || =e <1, W 


1AB] < IBI (TES) 
证 明 运 算 rAr 是 连续 的 。 即 对 固定 的 A， 指出 车 一 个 序列 [zx] 收敛 于 x, WCA ] 收 化 于 Ar. 
证 明 : E E fbn Xn BRE. | 已 上 充分 小 ， 则 
Wd-Ey'-~(+E) i <3 elt 


WA I El 必须 多 小 ? 


, HEA: 2 A HB, wy 


WAr il > let Arty 


,考虑 区 间 [0，1] 上 定义 的 全 体 连续 函数 组 成 的 向 量 空间 V，V 上 两 个 重要 的 范 数 是 


Wha = maxa] Nahi =f za 
ae h 


指出 函数 rw,(4) 一 六 的 序列 具有 性 质 上 zx, | =1 AG neont, || za i0 从而， 这 些 范 数 导 致 不 同 的 
收敛 性 概念 . 
证 明 , # AB-I <1, 则 在 4(2B 一 BAB) 比 较 接 近 于 工 的 意义 下 ，2B 一 BAB 与 B 相 比 是 A 的 一 个 较 
好 的 近似 递 。 


i 
设 B = JA RAFAL] TAAR B = 1 Ba = 1+ AB, 递归 地 计算 . 


假设 上 1 一 aA || <1, a 是 某 个 已 知 的 纯 量 ， 给 出 一 个 表示 A-' 的 级 数 . 
在 赋 范 线性 空间 中 ， 证 明 ， 若 向 量 序列 收敛 ， 则 它 必定 满足 柯 西 准则 . 
证 明 ; 若 A 病态， 则 在 与 A 的 距离 | A 1;/x(A) 之 内 存在 一 个 奇异 阵 . 

1 2]rx 3 
a aSo, 才 六 线性 方 和 组 | + | Dlg Pe 
a 利用 近似 解 < 一 (3，0)7 ， 比 较 残 差 向 量 的 无 穷 范 数 和 误差 向 量 的 无 穷 范 数 ， 你 能 获得 什么 结果 ? 
b. 求 条 件数 «(A)， 当 5-0 时 ， 情 况 怎样 ? 
c 基于 近似 解 -， 执 行 一 步 迁 代 改进 . 
WH: # I-AB] <1, W BA 可逆、( 这 里 A 和 8 为 方 隆 ， 当 它们 不 是 方 阵 时 ， 情 况 怎样 ?) 
证 明 ， 若 对 某 个 c 和 某 个 整数 n 宇 1，j| 1 一 cA* || <1, MA 可 逆 . 
证 明 : 车 存在 一 个 没有 常数 项 的 多 项 式 p 使 得 

[| 

则 A 可逆。 推广 上 述 结论 使 得 户 中 系数 可 能 是 矩阵 - 
证 明 : 若 p 是 有 常数 项 co HEARR | cot + IA i <1, R A 可 道 . 


解 线性 方程 组 163 


计算 机 习题 4. 5 
1. 本 题 的 目的 是 编写 和 检验 本 书 中 给 出 的 算法 的 改善 过 程 。 组 成 改善 的 条 件 是 
i. 列 均衡 化 . 
i. iaie. 
i. 金 主 元 . 
iv. 包括 在 结束 时 二 步 迁 代 甸 化 ， 或 者 编写 一 个 独立 的 小 程序 求 A + 和 5 并 改进 z 二 次 (或 mm 次 )， 这 里 ， 


每 个 残 差 — Dar, 应 该 用 双 精 度 计算 然后 伟人 到 单 精度 ， 注 意 ， 为 了 计算 残 差 ， 原 矩阵 A MERO 
必须 存储 起 来 . 


通过 解 Ax 一 6 来 测试 你 的 代码 ， 这 里 n=10 H 
全 = (i/11y (<ij <n) 
b, = (1 —G/ID"//33-3) (<i 

第 2 个 测试 ， 设 4=4， a =1/2n—i-F4 B= 六 ay. 解 应 该 是 zx=(1，1，1，1DT， 第 3 个 测试 ， 用 


mm 
n=10 重复 前 面 的 测试 ， 包 括 足 够 多 的 打印 语句 来 说 明 许多 细节 一 一 特别 是 初始 解 和 用 迁 代 改进 后 得 到 
的 解 . 


» 
2. 利用 3X3 的 测试 矩阵 A 和 前 两 个 问题 中 的 方法 计算 B= 》) A 并 看 是 否 (1 一 4)B<<I， HRAMA Al <1 


的 从 属 和 矩阵 范 数 . 
3 解 下 列 线性 方 穆 组 ， 并 应 用 三 步 选 代 改 进 ， 在 每 次 迭代 后 打印 r，e，z. 


60 30 20] Fr] po 

[e 20 | EJ- | 

0 15 12 Lead lar 
4.6 用 和 迭代 法 解 方程 组 


高 斯 算法 及 其 变形 称 为 求解 矩阵 问题 Az 一 的 直接 法 ， 如 没有 舍 人 误差 ,它们 通过 有 限 
步 操作 ， 产 生 完 全 精确 的 解 zx 

相反 ， 间 接 法 产生 一 个 理想 地 收效 于 解 的 向 量 序列 ， 当 得 到 的 近似 解 上 共有 某 种 特定 的 精确 
度 或 在 一 定 的 迭代 次 数 之 后 计算 就 停止 ， 间 接 法 本 质 上 几乎 总 是 迭代 的 : 反复 地 应 用 一 个 简单 
的 操作 生成 前 面 所 提 到 的 序列 . 

对 含有 成 于 个 方程 的 大 型 线性 方程 组 ， 选 代 法 从 计算 速度 和 计算 机 存储 方面 来 看 具有 超过 
直接 法 的 决定 性 优点 ， 有 时 ， 当 精确 度 要 求 不 严格 的 话 ， 适 当 的 选 代 次 数 就 足以 产生 一 个 可 接 
受 的 解 ， 对 稀疏 方程 组 (其 中 4 的 大 部 分 元 素 为 0) ， 送 代 法 通常 是 十 分 有 效 的 ， 在 稀 朴 问题 
H. A 的 非 零 元 有 时 以 稀 朴 存储 格式 存放 ， 在 其 他 情况 ， 根 本 就 不 需要 存储 A! 后 面 的 情况 在 
偏 微分 方程 数值 解 中 是 很 普遍 的 。 此 时 ，A 的 每 行 根据 需 要 可 以 生成 ， 但 使 用 后 不 必 保留 ， 和 迭 
代 法 的 另 一 个 优点 是 它们 通常 是 稳定 的 ， 并 且 当 继续 操作 时 它们 实际 上 会 抑制 误差 (由 于 含 人 
或 较 小 的 失误 ). 

为 传达 一 般 的 想法 ， 我 们 描述 两 个 基本 的 选 代 法 . 
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例 1 考察 线性 方程 组 


Ls Ed 


is lS fa FH a PRE E? 
解 ”对 第 ;个 未 知 数 求解 第 ; 个 方程 的 直接 过 程 如 下 : 
aP = bathi 
ap = bant 


这 称 为 雅 可 比方 法 或 雅 可 比 选 代 ， 最 初 ， 我 们 选择 zf” AO 作为 最 合用 的 解 的 猜测 ， 或 简单 
地 取 它 们 为 0。 然后 上 面 的 等 式 生成 我 们 所 希望 的 改进 值 zf? 和 zx”， 这 个 过 程 重复 巴 定 的 次 
数 或 者 直到 发 现 向 最 (zf” ，z 名 )" 中 已 达到 一 定 的 精确 度 ， 下 面 是 此 例 中 雅 可 比方 法 迭代 选择 
的 车 十 值 : 
k zi a 
0 0.000 00 0. 000 00 
10 0.14865 —0. 198 20 
20 0,186 82 —0. 249 09 
30 0.196 62 一 0.262 15 
40 0.19913 一 0.265 51 
50 0.199 78 — 0.266 37 
SARK 1A et ET ef 8 ME REPS 2 个 等 式 中 ， 由 此 得 到 的 方 
法 称 为 高 斯 - 赛 德尔 方法 或 高 斯 - 赛 德尔 选 代 ， 它 的 等 式 是 


由 高 斯 - 赛 德尔 方法 输出 的 若干 值 如 下 : 
k zP x? 
0 0. 000 00 0. 000 00 
10 0.21978 —0. 249 09 
20 0. 201 30 0. 265 31 
30 0.200 09 —0. 266 59 
40 0.20001 —0. 266 66 
50 0.20000 —0. 266 67 
雅 可 比 和 迭代 和 高 斯 - 赛 德尔 选 代 似乎 收敛 于 相同 的 极限 ， 而 后 者 收敛 较 快 . 注意 ， 与 直接 法 相 
反 ， 我 们 得 到 的 解 的 精度 依赖 于 选 代 过 程 何 时 停止 . m 
4.6.1 基本 概念 
下 面 我 们 在 更 一 般 的 数学 背景 下 考察 迁 代 法 ， 求 解 方程 组 
Ar =b (CD 
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的 一 般 类 型 选 代 过 程 可 以 描述 如 下 : 预先 指定 某 个 称 为 分 裂 矩 阵 的 矩阵 Q， 并 且 把 原 问题 改写 
成 下 面 等 价 的 形式 
Qr = (Q 一 4)z 十 6 (2) 
(2) 式 提出 一 个 写成 
Qe” =(Q-Ar* +b QD (3) 
的 迭代 过 程 。 初始 向 量 r” 可 以 是 任意 的 ; 若 可 利用 一 个 好 的 解 的 猜测 ， 则 应 该 把 它 作为 r. 
如 果 (3) 式 中 的 迭代 法 对 任意 的 初始 向 量 r 收敛 ,我 们 就 说 迭代 法 收敛 ， 可 以 从 (3) 式 中 算出 
向 量 序列 xz%”，zx"* ，…， 而 我 们 的 目标 是 选取 Q 使 下 列 两 个 条 件 满足 : 
1. FERC JERR. 
2. 序列 [xz”] 迅 速 收 全 于 解 . 
在 本 节 中 ， 我 们 将 看 到 如 果 容 易 求解 Q” =y 且 当 Q ' 通 近 A ' 时 就 可 同时 得 到 这 两 
个 条 件 . 
REER, HFI ] 收 敛 于 一 个 向 量 +， 则 z 自然 而 然 地 是 一 个 解 ， 当然 ， 若 我 们 
仅 在 (3) 式 中 取 极限 并 利用 代数 运算 的 连续 性 ， 则 结果 为 
Qr = (Q—A)zr+b (4) 
这 意味 着 Ar =d, 
为 保证 方程 (1) 对 任意 向 量 4 有 解 ， 我 们 假定 A 非 奇 异 ， 同 样 假定 Q 非 奇 异 使 得 (3) 式 可 
解 未 知 向 量 xz*“ ， 在 作 了 这 些 假定 后 ， 我 们 就 可 以 使 用 下 式 ， 


2 = (I — Q'A)” +Q'b 6) 
来 作 理论 上 的 分 析 ， 应 当 强调 (5) 式 对 此 分 析 是 方便 的 ， 但 是 数值 计算 xz* 几乎 总 是 通过 解 (3) 
式 得 到 而 不 用 Q '. 
观察 到 实际 的 解 x 满足 方程 
r= (1-Q'A)r+Q'6 (6) 
因此 ，x 是 映射 
z I—Q'A)1+Q b (7) 
的 一 个 不 动 点 . 
从 (5) 式 减 去 (6) 式 中 的 项 ， 得 到 
7 一 7 一 (一 QTA)Cze — r) (8) 
现在 选取 任何 适宜 的 向 量 范 数 及 其 从 属 和 矩阵 范 数 。 我们 从 (8) 式 得 到 
lz®*~zl < li-Q AI izt? —zl (9) 
反复 做 这 步 ， 我 们 最 终 得 出 不 等 式 
lz®—zl < }I-Q'aAll* ix? —zl (10) 
因此 ， 当 上 1 一 Q'A <<1 时 ,我 们 立即 得 到 对 任意 的 2, 
fim || x” — 2 |] =0 ap 


注意 到 (根据 4. 5 节 中 的 定理 DB | 7 一 Q A] <1 可 推出 Q-'A 和 A 的 可 着 性 因此， 我 
们 有 下 面 的 定理 . 
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定理 1( 迁 代 法 收效 性 定理 ) PYRA EREK | I-Q’VAl| 一 1， 则 由 (3) 式 产生 的 
序列 对 任意 的 初 妈 向量 ri 收效 于 Az 一 六 的 解 . 

苦 范 数 O= | I-QUA | DF 1, WH rt || Bhat, 停止 选 代 过 程 是 安全 的 . 
甚至 ， 我 们 可 以 证 明 (习题 4. 6. 33) 


la? -al < gÈ l at 


4.6.2 理 查 森 方法 
作为 这 些 概念 的 一 个 说 明 ， 我 们 考察 理 查 森 方法 ， 在 这 个 方法 中 Q 被 选 为 单位 阵 ， 此 时 
DORER 
2% = (T= Ada? $6 = r + pe? (12) 
其 中 OO? RR YM, OY HbA), RER, MRT EVER || I-A 1 <1 
(见习 题 4. 6. 2~4, 6.3, PASE AE AA REA TE), BERERE SPA Ar = 5 的 一 
个 解 . 
执行 理 查 森 迭代 的 算法 如 下 : 
input n, (ay), (6). Cz). M 
for k= 1 to M do 
for i= 1 ton do 
nth Sayti 
end do E 
for i=1 to n do 
neath 
end do 


end do 
output A, Cr), Cr) 


例 2 REF FF Ra A A AE GARETT HE 100 次 迭代 ， 初 始 向 量 用 z= 二 (0，0，0)7. 


wo Ht u 
2 3 18 
= 
1, aff feu 
3 Ble 18 
pp bt 
a 18. 


解 ” 写 出 基于 上 面 算法 的 计算 机 程序 ， 由 这 个 程序 产生 的 一 些 选 代 列 举 如 下 
x = (0.000 00, 0.00000, 0.000 00)7 
x= (0.61111, 0.61111, 0.611 11)7 


x = (0,279 50, 0.27950, 0.279 50)7 
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zt 一 (0.333 11, 0.33311, 0.333 11)7 


XY = (0. 333 33, 0.333 33, 0.333 33)" a 


4.6.3 雅 可 比方 法 

我 们 基本 理论 的 另 一 个 说 明 是 由 雅 可 比 迁 代 所 提供 的 ， 在 这 方法 中 Q 是 对 角 阵 ， 其 对 角 
元 与 矩阵 A= (av ) 中 的 那些 对 角 元 相同 ， 此 时 ，Q A 的 一 般 元 素 是 av/as。， 这 个 矩阵 的 对 角 
元 都 是 1， 因 此 


-g` = 
II- Q'A le RE 名 l ay/a, | a3) 
ie 


定理 2( 雅 可 比方 法 的 收 化 性 定理 ) 若 A 对 角 占 优 ， 则 对 任意 的 初始 向 量 ， 雅 可 比 选 代 产 
生 的 序列 收效 于 Ar=b 的 解 . 
证 明 对 角 占 优 意 指 


la l> Stay | (d<i<n) 
m 
从 (13) 式 ， 我 们 得 到 
Ii-Q "AN <1 
由 定理 1， 雅 可 比 和 迭代 收敛 . a 
雅 可 比方 法 的 算法 如 下 ， 


Input n, Cay), (h), (xi. M 
for k= 1 to M do 
for i=1 to n do 


u = (b; = Boar). 


end do 
for i 1 to n do 
au, 
end do 
output k, Cr) 
end do 


这 个 算法 和 本 节 中 其 他 算法 如 果 在 选 代 开 始 以 前 先 执行 所 有 的 除法 即 可 使 其 更 为 有 效 ， 因 
我 们 可 用 下 列 这 些 运算 开始 计算 : 
for i=] ton do 

d= Vay 


b,+-db, 
for j=1 ton do 


. 


ay =day 
end do 
end do 
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于 是 ，w 的 替换 语句 就 变 成 


wb Dayz, 
说 明 这 点 的 另 一 种 方式 是 原 方程 组 Aro 用 
D'Ar =D"'b 


BR, KB Ddiag(as)， 另 一 方面 ， 倘 车 A 有 正 对 角 元 ， 则 可 用 其 他 一 些 尺度 化 预先 处 理 方 
程 组 ， 从 而 可 避免 除法 ， 例 如 ， 双 边 尺度 化 
(DY? AD-"*)(D'2.x) = (D6) 
其 中 D “一 diag( Ja,). TER: 车 A 对 称 ， 则 这 个 尺度 化 保持 对 称 性 ， 在 许多 迭代 法 中 ， 类 似 
这 样 的 简单 预备 工作 会 对 效率 或 收敛 速度 带 来 很 大 的 帮助 . 
4.6.4 分 析 
下 面 我 们 的 工作 是 讨论 任意 线性 选 代 过 程 的 某 些 理论 ， 我 们 考察 用 下 列 形式 的 式 子 所 定义 
的 过 程 
zw = Gr? +e a4) 
其 中 C 是 一 个 预先 指定 的 nxXn 和 矩阵 ，c RR PRUE EMM. 注意，(3) 式 定义 的 迭代 被 包 
括 在 我 们 可 能 对 (14) 式 要 讨论 的 所 有 一 般 理论 中 ; 即 ， 我 们 可 取 G= TI 一 Q-'A4，c=Q-!0， 我 
们 希望 对 G 求 一 个 充 要 条 件 ， 使 得 (14) 式 的 迭代 对 任意 的 初始 向 量 收敛 ， 当 然 首 先 必 须 做 一 
些 准备 工作 . 
矩阵 A 的 特征 值 是 使 矩阵 A 一 MT 不 可 逆 的 复数 .这 些 数 是 A 的 特征 方程: 
det(A—al) = 0 
的 根 ，( 读 者 可 以 提前 看 看 5. 1 节 ， 在 那里 我 们 进一步 讨论 了 这 些 概念 . ) A 的 谱 半径 定义 为 
P(A) = max{| A | :det(A — al) = 0} 
因此 ， 在 包含 A 的 全 部 特征 值 的 复 平面 上 以 0 为 中 心 的 圆 中 ，p(A) 是 最 小 的 圆 半径 数 . 
如 果 存 在 一 个 非 奇异 阵 S 使 得 S AS=B, WAR A 相似 于 矩阵 下， 由 此 可 得 相似 矩阵 有 
相同 的 特征 值 ， 进而， 容易 看 出 三 角 阵 的 特征 值 是 位 于 其 对 角 线 上 的 元 素 . 
定理 3( 相 似 上 三 角 阵 定理 ) 每 一 个 方 阵 相似 于 非 对 角 元 是 任意 小 的 (可 能 是 复 的 ) 上 三 
角 阵 . 
证 明 A fin Xn EE RATAN 5. 2 节 舒 尔 定理 的 结果 ， 这 个 定理 表明 A 相似 
于 一 个 上 三 角 阵 卫 = (ts )， 它 可 能 是 复 的 。 现 设 0<e<1, 并 设 D=diag(e, e, =, e"), BY 
等 计算 ，D TD 的 一 般 元 罕有 是 ise'"'。 内 为 本 是 上 三 角 阵 ， 所 以 D-:TD 对 角 线 下 面 的 元 素 为 
0， 而 由 于 7>i 且 e<1， 因 此 对 角 线 上 面 的 元 素 满足 
[tye Ke l t Í 


通过 变 小 es， 这 个 上 界 可 达到 如 我 们 所 希望 的 那样 小 . LJ 
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定理 4( 谱 半径 定理 ) 谱 半 径 函 教 满足 等 式 
pA) = inf |All 

RP F IRI ik Ay A, 5 GE HR 

证 明 容易 证 明 o(4)< inf |AN. 为 此 设 A 是 4 的 任意 特征 值 ， 选 择 一 个 对 应 于 a 的 非 
SHE Rho. 则 对 任意 的 向 量 范 数 及 其 从 属 矩 阵 范 数 ， 我 们 有 

lal all = hari = Ari <A del 

因此 AT <All. HEAT pCAD< All. BFAR, RIRA A< inf || All. 

对 反 向 不 等 式 ， 我 们 利用 定理 3， 它 断言 ， 对 任意 s 二 0， 存 在 一 个 非 奇 异 阵 S 使 得 
S '4S=D+T， 这 里 D 是 对 角 阵 而 了 是 严格 上 三 角 阵 ， 并 且 TI -<e FE, RIA 


I S'AS I e = DHT Ie SDH TIo 
因为 DD 在 其 对 角 线 上 有 A 的 特征 值 ， 由 此 可 得 
(Di. = max | A, |= p(A) 


因此 ， 我 们 有 
1S"4S1- < pA) +e 
借助 于 习题 4. 6. 6， 我 们 知道 由 
HAI. = S°AS|. 
ESCO PR I 。|| 是 一 个 从 属 矩阵 范 数 ， 央 此 | A N <p CA) 十 se， 由 到 饥 所 有 从 属 矩阵 范 
数 的 下 确 界 ， 得 到 
inf |All <A) +e 
因为 e 是 任意 的 ， 所 以 inf || A || SpA). a 
定理 4 告诉 我 们 ， 任 何 矩阵 A 的 谱 半径 小 于 其 范 数 (任意 从 属 矩阵 范 数 ) 值 ， 而 且 还 存在 
一 个 从 属 矩 阵 范 数 ， 其 值 任意 接近 谱 半径 . 
现在 我 们 给 出 与 迭代 矩阵 G 对 应 的 选 代 法 收敛 的 充 要 条 件 . 
定理 5( 迄 代 法 收 化 性 的 充 要 条 件 定理 ) 为 使 选 代 公式 
2” =Grt? te 
对 任意 的 初始 向 量 1" 产生 一 个 收 化 于 (1 一 G) ic 的 序列 ， 它 的 充 要 条 件 是 G 的 谱 半 径 小 于 1 
证 明 假如 p(C)<1， 由 定理 4， 存在 一 个 从 属 矩 阵 范 数 使 得 | G | 一 1， 我 们 记 
2” =Gr +e 
a? = Ga Gete 
2° =G24+@c+Gete 


ii 
2 = G + Ge (15) 
利用 形成 拭 阵 范 数 的 向 量 范 数 ， 我 们 有 
UG < AGN het < IGIN? +0, 4k +00 
MAS WERI 我们 有 
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Dee = U-@*e 


于 是 ,在 (15) 式 中 让 A-*co， 得 到 
limz® = (I—G)‘c 
反之 ,假如 p(G) 宇 1， 选 择 w Ma 使 得 
Gu =u Jal>1 ux0 
a a 
设 c=u 和 x" =0. 由 (15) 式 , cP = D Gu= Dau. GA=1, M) u” =ku 并 且 当 人 co 时 ， 


j= 


CRB #1#1, Mr” =Q—DA-D u, HARA lim 不 存在 ， 所 以 它 也 发 散 . e 
推论 1( 和 远 代 法 收效 性 推论 ) RRARG), P Qr” =(Q-A) +b, ¥ pI- AI 
时 ， 对 任意 的 7" ， 将 产生 一 个 收 仇 于 Az 一 已 解 的 序列 . 
4.6.5 高 斯 - 赛 德尔 方法 
让 我 们 更 仔细 地 考察 高 斯 - 赛 德尔 迭代 ， 设 Q 是 由 A 的 下 三 角 部 分 包括 对 角 线 所 定义 的 . 
定理 6( 高 斯 - 赛 德尔 方法 收效 性 定理 ) 车 AA 对 角 占 优 ， 则 对 任何 初始 向 量 高 斯 - 赛 德 尔 方 
法 收 北 . 
证 明 由 推论 1， 证 明 
pI—Q'A) <1 
就 足够 了 ， 为 此 ， 设 是 1 一 Q A 的 任意 特征 值 ，z 是 对 应 的 特征 向 量 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 假 
定 ‖ zl -=1， 现在 有 
U-Q'A)r=Ar 或 Qr 一 Ar = Qr 
AA QA 的 下 三 角 部 分 , 包括 其 对 角 线 ， 所 以 
一 Sag ESN EY a<[Ki<n) 
后 


对 这 个 方程 移 项 ， 得 到 


选择 一 个 指标 ;使 得 对 一 切 ) 有 | x | <I> | x | ， 于 是 
lalla I<Ia l St bay l+ SD Lay | 
求解 |X | ， 并 利用 A 的 对 角 占 优 人 性 ， 我 们 得 到 oe 
la I< (È las IHl as lo <a m 
高 斯 - 赛 德尔 迁 代 的 算法 如 下 ， 


input n, Cay), (b), (ry. M 
for k=1 to M do 
for i=} ton do 
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ae (bi 


end do 

output k, Cri) 

end do 

注意 : 在 高 斯 - 赛 德尔 算法 中 ， 更 新 的 r 值 直接 蔡 代 旧 的 值 ， 而 在 雅 可 比方 法 中 ， 进 行 替 
代 之 前 要 先 算出 x 向 量 的 所 有 新 分 量 ， 在 雅 可 比 算法 中 ， 可 以 同时 计算 x 的 新 分 量 (在 伪 代 码 
中 用 w 表示 )， 而 在 高 斯 - 赛 德尔 方法 中 它们 必须 串 行 计算 ， 因 为 计算 新 的 x, 需要 所 有 新 的 
ris za，…，2i1 值 ， 由 于 这 个 差别 ， 雅 可 比 迭 代 在 允许 向 量 处 理 或 并 行 处 理 的 计算 机 上 可 能 
更 为 可 取 ， 注意 ， 在 高 斯 - 赛 德尔 算法 中 改进 的 效果 也 可 以 通过 对 方程 组 执行 某 些 预备 的 工作 
得 到 ， 事 实 上 ， 关 于 雅 可 比 和 迭代 应 用 所 作 的 注 记 在 这 里 未 改变 . 


例 3 考察 方程 组 
2-1 01rz] 2 
Pe IEE 
4 一 3 8 Ila; LSR 


应 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 .初始 向 量 x 一 (0，0，0)7. 
解 ”借助 前 面 的 尺度 化 ，D 'Ar=D'b, XE D= diag(A)， 方 程 组 变 为 


Sle ole 
Coen 
| 
w= 
fae 
won, 
1 
l 
color wj 


我 们 把 这 个 方程 组 记 为 Az=4， 在 高 斯 - 赛 德尔 算法 中 ，Q 取 A 的 下 三 角 部 分 ,包括 对 角 线 . 
所 确定 的 和 迭代 公式 是 

Qr” = (Q-A) +b 
或 


wo OF Of an 
0 
sl 


4 0 0 
由 此 ， 解 下 三 角 方 程 组 得 到 zx， 此 例 中 有 关 的 公式 是 


aP = dapo 41 


N= oj = 
o 
SER 
i] 
ow 
ESN 
ToT 
T 
r= 
| 
olen wl 


工 
_3 
8 1 0 


p 1 1 
aP =— Fah Hiao 


6 


TEN! 5 
aP spa + Sa +3 
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BHAA A FIRR, Hh r 是 正确 的 : 
x? = (1. 000 000, — 0. 833 333, — 0. 187 500) 


x = (0. 622 836, — 0. 760 042,0. 028 566)7 


x = (0, 620 001, — 0. 760 003,0. 029 998)" 


x = (0. 620 000, — 0. 760 000,0. 030 000)" a 


4.6.6 SOR 方法 

下 一 个 重要 的 迭代 法 例子 是 熟知 的 逐次 超 松 弛 法 ， 通 常 缩写 为 SOR， 因 为 我 们 希望 能 提供 
应 用 于 复数 域 上 短 阵 和 向 量 的 SOR 的 一 般 理 论 ， 所 以 我 们 首先 复习 与 这 个 背景 有 关 的 一 些 
概念 . 

车 7 是 一 个 复数 ， 则 y 可 写成 形式 y 一 “十 ip， 这 里 。 和 是 实数 且 让 = 一 1，y WERE 
义 为 

Y=a— if 

7 的 大 小 是 | 7 | =V FFS. MORRA n 维 向 量 空间 ， 在 这 个 空间 中 ， 用 等 式 


(ny) = yz 一 Dany, 
a 


定义 内 积 ， 这 里 y* EH y 二 (y,，y:，*…，y。) 定 义 的 行 向 量 ， 称 之 为 y ME. AH 
看 出 
(x42) >0 (Hx #0) 
(zdy) = Maxsy) 
(x,y) = Cyr) 
由 此 可 得 ， 对 纯 量 。 和 有 以 及 向 量 zx，y，z， 有 (ar 十 By，z) 一 az z>+B(y, DUR 
(x, AW =(A'z, y). > 的 欧 几 里 得 范 数 是 


alle =z) = yrz = È balp” 


HRE A=(a,), MEA =A, R A 是 埃 尔 米 特 阵 ， 这 里 A* 三 (qx) 是 A 的 共 亏 转 置 . 
最 后 ， 若 对 一 切 rA0, (Ar, z)>0, MER A 称 为 正定 的 .注意 : 若 A 是 埃 尔 米 特 阵 ， 则 
(Ar, y) =r, Ay). 

下 面 ， 当 A 是 埃 尔 米 特 阵 和 正定 阵 时 ， 我 们 提出 -一 个 含有 SOR 方法 收敛 性 条 件 的 定理 . 

定理 7(SOR 方法 收效 性 定理 ) 在 SOR 方法 中 ， 假 如 选 分 裂 阵 Q 为 aD 一 C， 这 里 a 是 一 
个 实 参 数 ，D 是 任意 埃 尔 米 特 正 定 阵 而 C 是 满足 C 十 C' = 二 D 一 A 的 任意 矩阵 ， 若 A 是 埃 尔 米 
特 正 定 阵 ，Q 非 奇 异 ， 且 a>1/2， 则 对 任意 初始 向 量 SOR ARKA. 

证 明 如 前 面 证 明 中 那样 ， 我 们 设 G= I 一 Q 4， 试图 证 明 G 的 谱 半 径 满足 p(G) 二 1. 设 
4 是 G 的 一 个 特征 值 并 设 + 是 对 应 于 4 的 一 个 特征 向 量 . 取 y= (1 一 G)x， 则 很 容易 验证 下 列 
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FR: 
y =x- Gr = r—ìr = Q’Ax a6) 
Q-A = (D-0 (D-C-C) =D-D+C an 
利用 (16) 式 ， 我 们 有 
(aD 一 Cy= Qy = Ar (18) 
利用 (17)，(18) ，(16) 式 我 们 得 到 
(aD — D+ C* y= (Q—A)y = Ar — Ay = Alz — y) 


= Alz —Q'Ar) = AGr a9) 
从 (18) 式 和 (19) 式 ， 我 们 有 
a(Dy,y) — (Cy,y) = (Ar,y) (20) 
aty,Dy) — (y,Dy) + (y,C' y) = (y,AGr) (21) 
将 (20) 式 和 (21) 式 相 加 ， 我 们 得 到 
2o(Dy,y) 一 (y,Dy)= (Ax y) + (y, AGr) (22) 
(2a — 1)(Dy y= (Ar yy) + (yAGr) (23) 
其 中 我 们 利用 了 (Dy，?) 一 (y，Dy》， 因 为 万 是 埃 尔 米 特 阵 ， 因 为 > 一 (1 一)z 和 Gz 二 4t， 所 
以 由 (23) 式 产生 
(2a 一 1) | 1—4 |? Dr,r)= A) (Ar yx) HAO — A) (x, Ar) 
一 (1 一 [MA12)(Azr ,zy (24) 


最 后 一 个 等 式 利用 了 A 是 埃 尔 米 特 阵 ， 若 天 1， 则 (24) 式 的 左边 为 正 的 因此， 右边 也 必须 
为 正 的 ， 且 1X | <1. 3—7, #151, Mh > 一 (1 一 MX)z 知 y=0 且 从 (18) 式 知 Az 一 0. 
这 与 任何 740, (Ar, 2) >0 的 条 件 矛 盾 ， 因 此 ，p(G) 一 1 并 且 SOR 收敛 . a 
在 SOR 方法 中 ， 通 常 选 取 DW A 的 对 角 元 而 设 一 C 是 A AF = BBS, 不 包括 对 角 线 . 
然而 ， 定 理 7 未 预先 假定 这 个 选择 ， 还 有 ， 读 者 应 该 注意 这 样 一 个 事实 ， 就 是 在 文献 中 参数 a 
通常 用 1/w 表示 ， 于 是 O<w<2. 在 Young[1971]、Varga[1962]、Hageman and Young 
[1981], Wachspress[1966], Issacson and Keller[1966]， 以 及 其 他 许多 著作 中 都 涉及 如 何 选 
FE w 使 得 SOR 选 代 具有 最 快 收敛 性 的 问题 . 
4.6.7 ERER 
假如 A 分 块 成 
A=D-C,-CGy 
这 里 D=diag(A), C, 是 一 A 的 严格 下 三 角 部 分 而 Cu 是 一 A 的 严格 上 三 角 部 分 ， 另 一 种 分 块 
是 类 似 的 ， 但 是 用 块 分 量 ， 在 偏 微分 方程 的 离散 化 中 ， 第 一 种 分 块 对 应 于 单个 网 格 点 ， 而 后 者 
对 应 于 诸如 网 格 点 线 或 网 格 点 块 那样 的 组 合 . 
对 本 节 提 出 的 基本 迭代 法 ， 我 们 总 结 关键 的 矩阵 和 方法 如 下 : 
理 查 森 : 
Q=I 
G=I-A 
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x? = (I-A) +b 


雅 可 比 : 
Q=D 
G = DC, + Co) 
Dr® = (C, +C)? +6 
高 斯 - 赛 德尔 : 
pz D-C, 
lG = D-0 
(D 一 CDzw = Cor +6 
SOR: 
Q= DCi) 
ie (Da) (aly + A = wD) 
(D~ 2% = Cor” +6) + —w Dr 
SSOR: 


Q=(o(2 一 o)) (D — aLL )D' (D — Cyu) 
fe = (D~ Ly) (Cr + — wD = CL) Ly + (1—w)D) 
(D= Ly xh"? = Cur? +6) + —w Dr 
(D> Lyx = wo Cixr* +6) + —w Dr 
这 里 我 们 已 包含 了 另 一 个 基本 选 代 法 : 对 称 逐 次 超 松弛 (SSOR) 法 ，SSOR 的 每 个 迭代 都 由 下 
面 两 步 组 成 ， 第 一 步 是 向 前 SOR 迭代 ， 以 一 定 的 次 序 计算 未 知 量 ， 第 二 步 是 向 后 SOR 扫 棋 ， 
以 反 向 次 序 求 解 它 们 ， 为 SOR 和 SSOR 方法 选择 最 佳 松弛 参数 是 一 个 解答 相当 复杂 而 又 引 人 
人 胜 的 问题 ， 我 们 在 此 不 加 讨论 . 
4.6.8 外 推 
下 面 我 们 将 介绍 一 个 称 为 外 推 的 一 般 方法 ， 它 可 用 来 改进 线性 迁 代 过 程 的 收银 性质， 考察 
和 迭代 公式 
a? = Gre +e (25) 
我 们 引进 参数 y 关 0， 并 把 方程 (25) 嵌 入 到 下 面 单 参数 的 迭代 方程 族 中 ， 
2? 一 7(Gr4 +c) += Dr" 
一 Crre +y (26) 
其 中 
G,=G+Qa-yl 
注意 : 当 一 1 时 ,我 们 重新 获得 (25) 式 中 原来 的 迭代 . 
车 (26) 中 的 迭代 收 合 于 +， 则 取 极限 ， 我 们 得 到 
r= Y(Gr 十 c) 十 (1 一 7 
或 者 ， 因 为 > 关 0， 可 得 到 
工 一 Gr 十 c 
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记得 迭代 (25) 的 目标 是 产生 方程 r=Gr+c 的 解 . BG=I-Q'A 及 c 一 Q 'b， 则 这 个 方法 对 
应 于 求解 Ar=b. 
在 试图 确定 参数 y 的 最 优 值 之 前 ， 我 们 需要 一 个 有 关 特 征 值 的 结果 . 
定理 8(p(A) 的 特征 值 定理 ) PARERA 的 特征 值 ， 并 且 户 是 一 个 多 项 式 , 则 p(A) 是 
P(A) 的 特征 值 . 
证 明 设 Az=M7，z 天 0 WA r—AAr=A x. 由 归纳 法 及 对 k=0 的 单独 验证 ， 我 们 有 
Atx = Ate (k > 0) 


Wile, A EA 的 特征 值 ， 对 多 项 式 p, 记 p(z)= Daz. il 


pAr = DaA'r= Dea'zr= par a 
fed 


io 


由 定理 5，(26) 式 中 的 外 推 法 收敛 的 充 要 条 件 是 p(G,)<<1， 假 如 我 们 不 能 准确 地 知道 G 的 
特征 值 ， 而 仅仅 知道 直线 上 包含 G 的 全 部 特征 值 的 一 个 区 间 [a，6b]， 由 定理 8， 和 矩阵 G= 
YG 十 (1 一 7)7 的 特征 值 位 于 端点 为 Ya + Ly 和 75 十 1 一 y 的 区 间 中 .试问 有 可 能 选择 y 使 得 
p(G,)<1 0G? 

用 4(4) 表 示 任 意 矩 阵 A 的 特征 值 集合 ， 则 

KG) = max, là |= max I ”a+1—7I1< max | M+1—7| (27) 
我 们 将 证 明 : #1€la, b], WATER y 使 得 p(G,) 一 1. 

定理 9( 最 佳 外 推 参数 定理 ) 若 关于 G 的 特征 值 仅 有 的 可 用 信息 是 它们 位 于 区 间 [a， 交 中 
且 1K[a, b], Wy 的 最 好 选择 是 2/(2 一 a 一 0)， 对 这 个 y Hh, p(G,<1— |y|d, 这 里 d 
是 从 1 到 [a， 中 的 距离 . 

证 明 假定 假设 成 立 且 y 已 知 ， 因 为 1E [ae，6]， 所 以 或 者 o>1 或 者 6<1， 我 们 只 给 出 
第 2 种 情况 的 证 明 ， 第 1 种 情况 的 证 明 留 作 习题 ， 因 为 <5<1， 由 此 可 得 y>0 且 d=1 一 b. 
因此 ， 如 前 段 所 注 明 的 那样 ，G, 的 任意 特征 值 4 满足 不 等 式 


yat+l-y<caAcwtl—y (28) 
因此 ， 
A 和 加 十 1 一 7 一 1 十 (6 一 1) = 1 一 和 
此 外 ， 
4ma+1l—7y=7Y(a+6—2)+1+7Y(1—b) =—1+xd 
因而 ， 我 们 证 得 


—1+7d CA<1~—yd 
因此 o(Cr) 科 1 一 xd， 为 了 看 出 我 们 选择 的 y 是 最 佳 的 ， 注 意 当 > 递增 时 ，(28) 式 中 区 间 的 左 
端点 向 左 移动 ， 如 果 那 个 点 碰巧 是 Gy 的 一 个 特征 值 ， 那 么 p(Gy) 就 递增 ， 当 7y 递减 时 ， 类 似 
可 证 . a 
应 该 看 到 刚才 所 讨论 的 外 推 过 程 也 可 应 用 于 它们 本 身 并 不 收敛 的 方法 中 .而 这 一 切 所 需要 
的 是 G 的 特征 值 是 实 的 且 位 于 不 包含 1 的 一 个 区 间 中 . 
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车 A 是 一 个 矩阵 ， 其 特征 值 Mi a... A, 全 部 是 实 的 ， 我 们 定义 
m(A) = mind, MCA) = maxa, (29) 
因而 ， 在 定理 9 中 ， 我 们 可 设 a=m(G), b=M(G). 
例 4 确定 最 佳 外 推理 查 森 方法 的 谱 半径 . 
E 在 理 查 森 选 代 人 情况 中 ，Q=T，G= IJ 一 4. 若 A 只 有 实 特 征 值 ， 则 G 的 特征 值 也 是 实 
的 ， 由 定理 8， 我 们 有 
M(G) = 1 一 m(4) mG) = 1— MA) (30) 
若 m(A)>0 或 M(4)<0， 则 在 理 查 森 选 代 中 加 速 是 可 能 的 .由 定理 9 计算 的 最 佳 7 是 
y = 2/[m(A) +M(A)] 
由 d=m(A)， 算 得 的 谱 半径 是 
e(G,) = [M(A) 一 m(A)]/[LM(CA) +m(A)] a 
例 5 确定 尺度 化 方程 组 的 最 佳 外 推 雅 可 比方 法 谱 半 径 . 
解 ” 雅 可 比 迭代 可 如 习题 4. 6.9 中 指出 的 那样 处 理 ， 我 们 设 
D = diag(al az sam) 
并 应 用 理 查 森 迭 代 于 问题 D 'Ar=D b 由 例 4 的 结果 , 我们 得 到 : # mD ASR 
M(D'A)<0， 则 在 理 查 森 迭 代 中 加 速 是 可 能 的 。 此 外 ， 如 果 使 用 最 佳 的 y=2/[ m(D-'A) 十 
MCD 'A)]， 邦 么 迭代 矩阵 的 谱 半 径 是 
o(G,) = [MCD A) ~ mD” A) ]/[M(D"A) + m(D'A)] a 
4.6.9 Whe RA MR 
更 一 般 类 型 的 加 速 过 程 称 为 切 比 雪夫 加 速 ， 也 可 应 用 于 线性 选 代 算法 ， 如 前 面 一 样 ， 先 考 
察 基本 迭代 法 
xz = Gr +e 
假定 问题 的 解 是 满足 z 一 Gr 十 c Wa ERROR kOe, RIEN R a, 
7，…，7 中 ， 我 们 要 问 这 些 向 量 的 菜 个 线性 组 合 是 否 会 比 z* 更 好 地 通 近 于 解 ， 我 们 假 
BE aS! bal! be taf? =1, HER 


ALAR A Tt RIEA 


‘ 
= dare — 2) 
a 


= P(G)(r — x) 


HP P Eh P= >) aie 定义 的 多 项 式 ， 取 范 数 ， 我 们 得 到 


fu? — zll < | PG | ze 一 zl 
Pee ee Cee Le. MAE A A, BON A ee Pa eee) 
IPO Is SEF RIE PG); 这 个 下 确 界 就 是 应 该 使 其 为 最 小 的 值 ， 若 G 的 特征 值 w 位 
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于 复 平面 上 某 个 有 界 集 S 中 ， 则 巾 定理 8， 得 
p(P(G)) = max | Pd IS max | P(z) | 


应 该 极 小 化 最 后 的 表达 式 来 选 定 多 项 式 P， 并 且 服 从 约束 J a= 1, EPOSI 这 是 逼近 


论 中 的 一 个 标准 问题 ， 在 某 些 情况 其 显 式 解 是 已 知 的 . 
例如 ， 若 S 是 实 直 线 上 一 个 不 包含 1 的 区 间 [a， 妇 ， 则 一 个 尺度 化 和 位 移 的 切 比 雪夫 多 项 
式 可 解决 这 个 问题 ， 经典 的 切 比 雪夫 多 项 式 T;(k 宇 1) 是 极 小 化 表达 式 
max | T,(2) | 
服从 首 项 系数 为 2 ARKE k KEAR. EETA FIARA ER: 
Tu(z)=1 TD)== 
Tala) = 22T (2) — Teal) k2) 
现 假定 G 的 特征 值 位 于 不 含 LK La, bp, BENT 5<1， 我 们 对 下 列 min-max 问题 
感 兴趣 ， 


prin, (max | Paz) |) 

这 个 极 值 问题 的 解 包括 在 下 列 四 个 引 理 中. 这 些 结果 涉及 到 上 面 和 6. 1 节 中 所 讨论 的 切 比 雪夫 
EMR Te. H I 表示 次 数 至 多 是 上 次 的 多 项 式 集合 . 

引 理 1( 规 范 多 项 式 第 1 引 理 ) RPER\(-1.).FPEM App =1.M |p| > 
la}, 这 里 a=1/T(C8) A İpi = max | pe |. 

证 明 假如 p AIR IAA HE AR RAE. Bt, =cos(in/k), Sik. 这 些 点 是 Ty 的 极 值 

Tt) = cos(k cos't,) = cos ix = (— 1)' 
Bo~sena. W 
o(—1)'[aT.(,) = pt] Sla l- lpl >o 

这 表明 多 项 式 e7 一 p FER tor to he u 上 交替 取 正 值 和 负 值 ， 因 此 ， 这 个 多 项 式 在 区 
(一 41) 中 至 少 有 “个 零点 。 央 为 在 点 有 它 也 为 零 ， 所 以 这 个 多 项 式 至 少 共计 有 十 1 个 零 4 
内 为 aT, 一 p 的 次 数 至 多 为 次， 所 以 它 必 须 为 0 FA. a 

引 理 2( 规 范 多 项 式 第 2 引 理 ) ha<b<l. $ p€M Bp(1)=1, A || pl S1/ 
Twd). 这 里 

fel = max | pl)| 有 wt) = (22—6—a)/(b—a) 

HpH(T, w) /T(rw(1))， 则 不 等 式 变 成 等 式 . 

证 明 取 p=w(1) 且 p=g =w, qE Ih. HM 1=pC)=qw)) =H B>1. 由 引 理 
1 立即 可 得 19 1 1 之 1/T, (8B)， 等 价 地 ,我 人 有 中 plsi 宇 1/TiGw(1)). # p=, © 
w)/TCwO)), WBR p01)=1 A | pl cae = Ti /TCw 1)=1/T, wo). a 

引 理 3( 多 项 式 Pi， 递归 关系 引 理 ) FRA Pi 一 (Ti。z) /Ti(z(1)) 可 由 着 类 关系 : 


(224) 
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Pl) =1 P,(t) = (2t—b—a)/(2—b—a) 
PL) = aP OPa CD) 十 (1 一 pD)PrGD RSD 
生成 ， 其 中 系数 ps 由 下 列 等 式 得 到 
p=2 w= Ua)! a=[2wD)]’ (>2) 
证 明 定义 及 =T(w(1))， 借助 于 关系 TO=2 Ti (OTDM p P= T, wa), 
我 们 得 到 
Pi) = BT, Cw) = PBL2w Te (Cw) — Tez (w(t) 
= 2B;'Be w(t) Pra (t) — fi'Be2 Pra (t) 
= 2B,'B rw DP (1) Ps (t) — Be 'Br-e Poa) 
这 里 ， 我 们 利用 容易 验证 的 等 式 w(1) Pi (D 二 w(t)， 定 义 pr =2G p wD =a pa E 
很 方便 的 ， 再 利用 切 比 雪夫 多 项 式 的 递归 关系 ， 得 到 
B = Ty Cw) = 2WOD Try (WO) — Tea (wd) = a? Bs — Bee 
1 = 22W DA Bei — Bi'Ber = pr — PB 
于 是 ，P 的 递归 关系 可 写成 
P, = @P, Pei + p) Pre 
系数 ps 满足 等 式 
p= a Ry =a Blah — Bel! 
=a" [a'?— fel 
Salata? BiB} 
Sata! pad! 
= (1 一 or) 国 
引 理 4( 切 比 雪 夫 加 速 ， 递 归公 式 引 理 ) 切 比 雪夫 加 速 方法 中 的 向 量 u 可 从 任意 初始 向 
Eu 出 发 用 下 列 公式 递归 计算 : 
uw? = [Gu 十 中 十 (1 一 7Dz (7 一 2/(2 一 5 一 a)) 
u = [YX(Gu +0) HA u] =p ut? (k>2) 
证 明 我 们 保持 前 面 建立 的 所 有 记号 ， 特 别 地 ， 
4 i 
uP = Darr” PO = Dar 
名 名 
由 此 可 得 u” 一 ze 而 w" 由 引 理 中 的 公式 给 出 ， 这 留 给 读者 验证 ， 对 满足 zx 一 Gz 十 c 的 zx， 从 
前 面 证 明 的 式 子 ， 我 们 有 
u® —2= P, (G) u” — x) 
[pP OPO + I—p)P Ou — x) 
APG Uu? — 2) + = a) ut — x) 


I 


ll 


这 可 写成 下 列 形式 
u® = pP (Ou + pu 十 m[I 一 PC(G)]z 
一 个 容易 的 计算 显示 这 个 式 子 的 最 后 项 等 于 arc. 最 后 ,我们 注意 到 


解 线性 方程 组 179 


P(O =7G+Q0-yI i | 
正如 我 们 在 外 推 法 中 分 析 那 样 ， 我 们 可 得 到 Pt(G) 谱 半径 的 一 个 上 界 : 
PPG = ,max là 1 一 max | PLQ) 


EME CO 
< max | P,Q) |= 1/Ti (wl)) 
在 引 理 2 中 已 作出 上 述 要 求 .我 们 可 以 利用 习题 4. 6.36 的 结果 计算 这 个 界 并 且 得 到 这 些 公式 ， 


1 2 
TD ete 一 TĪ := 
Tiwi) eae ? ti 十 VE 一 IT += wl) 


可 以 证 明 切 比 雪夫 加 速 比 外 推 法 快 一 个 数量 级 .更 多 的 细节 见 Hageman and Young[1981] 或 
Kincaid and Young[1979]. 
例 6 利用 雅 可 比方 法 的 切 比 雪夫 加 速 求 解 以 下 问题 : 
4 -1 -1 of 一 4 


ee 4J Lay ell 
解 ”首先 我 们 用 D Ar=D''b 尺度 化 方程 组 ,这 里 D= diag(A)， 得 到 雅 可 比 迁 代 矩阵 ， 
其 特征 值 位 于 区 间 [ 一 1/2，1/2] 中 ， 可 应 用 切 比 雪夫 加 速 法 来 加 速 这 个 基本 方法 的 收敛 性 ， 一 
开始 用 初始 向 量 “一 (0，0，0，0)7， 利 用 类 似 于 Marc-32 的 计算 机 ，10 BRE MF HL 


解 u=(—0. 999 996, —0. 500 002, 0.500 002， 一 0. 999 996)7. a 
可 写 出 切 比 雷 夫 加 速 方法 的 算法 如 下 : 
input u, a. b, M, & 
ye-2/(2—b=a) 


a{-$(0-w)/(2-b—a) 
output 0, u 
call Bxtrap (ys n, Gy cy u, v) 
output l, v 
pl/(1—20) 
call Cheb(p, y, n, Gy cy uy v) 
output 2, u 
for k=3 to M step 2 do 
p= pa) 
call Cheb (p, y, n, Gy c» v, u) 
output £, v 
en l/ pa) 
call Cheb (p, y, n, Gy cy uy v) 
outpot +1, u 
itl wv <8 stop 
end do 


此 处 这 个 方法 的 第 1 步 就 是 外 推 过 程 ， 每 个 相继 的 迭代 包含 两 个 加 速 步 。 执 行 基本 的 迭代 
步 需要 两 个 子 程序 或 过 程 ， 即 Extrap 和 Cheb; 它们 在 下 面 给 出 。 注 意 通 过 适当 的 访问 子 程序 
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或 过 程 cheb， 我 们 即 可 得 到 所 求 向 量 的 一 个 自动 交换 . 


procedure Extrap (y, n, Gy cy us v) 
wert yu 

ve yGuty 

return 

procedure Cheb (p, y, n, Gy cy uy v) 
us-pyet p= pvt pu 
upyGutu 

return 


习题 4.6 


1. 证 明 : 车 A 对 角 占 优 且 Q 如 在 雅 可 比方 法 中 那样 选择 ， 则 
p(0 一 QI4) 一 1 
2. 证 明 ， 若 A 有 性 质 (单位 行 对 角 占 优 ) ; 


a => lal A<i<n) 
则 理 查 森 选 代 成 功 . 
3. ( 编 ) 假 设 (单位 列 对 角 占 优 ): 
ns 1a! Q<j<¢n) 
a 
重复 上 题 . 


CBE TERN: 若 A 有 上 面 习题 2 中 的 性 质 ， 则 下 列 选 代 的 极限 是 Az 一 5 的 解 : 


for k= 1 
fe 


1 ton do 


ner th Faz, 
be 


end do 
end do 


BE) + | FER, SH Xn ARAM EX rl = l Sel, EAN + Rt 

BOB | + 是 一 个 从 属 矩 阵 范 数 ，S 是 一 个 非 奇异 阵 ， 定 义 由 Al "= | SAS? |, HER © /是 一 个 从 

属 矩阵 范 数 . 

利用 高 斯 - 赛 德尔 方法 中 的 Q， 证 明 : 若 A 对 角 占 优 , 则 1 1 一 Q-14 |<. 

WEM: AI 当 且 仅 当 对 每 个 z，lim Atr=0, 

证 明 ， 车 方程 组 Ar 一 4 中 的 第 ; 个 方程 被 as 除 ， 然 后 应 用 理 查 森 适 代 ， 则 这 个 结果 与 第 一 步 应 用 雅 可 比 先 

代 的 结果 相同 - 

10. APEM p， 范 数 公理 中 哪儿 条 是 满足 的 ? 哪 几 条 不 满足 ? 给 出 适当 的 证 明和 例子 

1. 对 辕 定 的 w， 考 虑 上 三 角 Xn 矩阵 组 成 的 集合 ， 说 明 这 个 集合 是 向 量 空间 ， 并 证 明 谱 半径 函数 p 是 向 量 空 
间 上 的 报 范 数 ， 因 为 除了 AZO 时 p(A) 可 能 为 0 外 ， 它 满足 所 有 的 范 数 公理 . 

12. 说 明 为 什么 在 定理 3 的 证 明 中 ， 我 们 不 能 设 e0 以 及 得 到 A 相似 于 对 角 阵 . 


2 


f= > 


13. RA 可 逆 并 设 了 是 形 如 f= Dee! 的 函数 .证 明 : BALA MEA. MPR /(A) 的 特征 值 . 
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22. 


8S 


2. 


2 
2! 


26. 
27, 
28. 


29. 


. 证 明 埃 尔 米 特 阵 的 特征 值 是 实 的 .提示 : 考虑 (T，Az) 和 (Ar，z). 
. 设 A 对 角 占 优 , 并 设 Q 如 高 斯 - 赛 德尔 方法 中 的 那样 是 A 的 下 三 角 部 分 . 证明; p(I 一 QA) 不 大 于 下 列 


比值 中 最 大 的 值 
3 (È ia Ta 上 -号 ja, 1) 


, 证 明 : 若 A 非 奇异 ， 则 AA EE. 

, 证 明 : 若 A 正定 ， 则 它 的 特征 值 是 正 的 . 

, 证明 ; EAER, WA, A, ARA, A, eb EE. 
, 是 否 存在 矩阵 A， 对 所 有 从 属 矩阵 范 数 都 满足 p(A) 一 1 Al] 2 


. 证 明 ; 若 p(A)<1， 则 I-A BPM ACA) = 》) A. 


g 
对 一 切 nxn BRERA 和 B， 不 等 式 p(AB)<p(A)p(B) 是 否 成 立 ? 4 AMB 是 上 三 角 阵 时 ， 你 的 问答 是 否 
相同 ? 

说 明 由 (3) 式 给 出 的 基本 和 迭代 与 下 列 做 法 等 价 ; 给 出 z”， Hr Sb A”, EB Qe =r AR zx 
并 定义 OY ae 2, 


.( 续 ) 利 用 上 题 中 的 记号 ， 说 明 


r= (= AQ rè 
2 = QA” 


.1 阶 埃 尔 米 特 阵 是 否 能 构成 复 城 上 的 向 量 空 间 ? 


明 : HERRER AMB, p(AB)=p(BA). 〈 如 果 可 能 ， 证 明 更 强 些 的 结果 . ) 这 个 事实 与 上 面 的 习题 
4. 6. 23 有 何 关联 ? 
一 个 对 角 阵 DD 对 任意 的 A， 使 得 从 A 的 正定 性 推出 DA 的 正定 性 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
证 明 ， 高 斯 - 赛 德尔 方法 是 SOR 方法 的 一 个 特殊 情况 . 
说 明和 矩阵 
R=1=A 
J=I-D'A 
G =1- (D-CA 
G =1-4D- aCA 
U. = 1a Daly) A 
S. = T= «(2 —@)(D= aly) DD wl) 1A 
SYN FLA FE BR RENT He, PUMPER. LAY SOR、 向 后 SOR 和 SSOR 方法 的 选 代 和 矩阵 ， 然 后 说 明 本 节 中 
给 出 的 分 裂 矩 阵 Q 和 选 代 矩 阵 G 是 正确 的 . 
. 当 


时 ， 求 高 斯 - 赛 德尔 方法 中 选 代 和 矩阵 IQA 的 显 式 形式 . 


230) 
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30. 对 一 切 nXn FAREA, H 2 = 0 作为 初始 向 量 ， 表 示 求解 Ax 二 6 的 高 斯 - 赛 德 尔 算法 的 一 步 的 特性 . 
31. 举例 说 出 一 个 非 对 角 占 优 的 短 阵 A， 在 高 斯 - 赛 德 尔 方法 应 用 于 Az 一 5 时 却 收 伊 . 

32. 若 基本 的 方法 是 雅 可 比方 法 ， 问 怎样 简化 切 比 雪夫 加 速 方法 ? 

33, 证明: 若 数 3= | I-QVA| HF 1. W 


o È ym en y 
Wa” -zl TE" — ae | 


34. WH: 
TAD = E+ b= et VERT 


35. 对 a>] 的 情况 ， 证 明定 理 9. 

36. 利用 定义 证 明正 定 矩 阵 是 埃 尔 米 特 的 ， 即 对 一 切 非 零 的 TEC"， Hz Az>>0， 则 A 是 正定 的 ， 因 此 ， 特 
别 地 ， 若 利用 这 个 定义 ， 则 实 正定 矩阵 A 一 定 对 称 ， 然 而 ， 若 使 用 另 一 个 定义 ; 对 一 切 非 零 的 ER", 
ZTAx>0， 则 实 正定 阵 不 一 定 对 称 . 

37. 在 相似 等 价 关系 下 ， 所 有 相似 于 一 个 给 定 的 nXn 和 矩阵 A 的 集合 是 一 个 等 价 类 .这 些 等 价 类 是 否 为 闭 的 ? 
因此 ， 我 们 问 由 条 件 BY ~A A BY BRA B~A. 提示 ; 见习 题 4. 6. 12). 

38. 证 明 习 题 4. 6. 17 HAMER RL. 

39. 证 明 : 车 A 非 奇 异 且 1X1 一 A I s MAREA 的 特征 值 ， 这 里 范 数 可 以 是 任意 从 属 矩阵 范 数 . 

计算 机 习题 4. 6 

1. 对 下 列 这 些 例子 编写 高 斯 ~ 赛 德尔 方法 的 程序 并 进行 测试 . 

3z 十 y 十 一 5 
a f +3y—z=3 


31+y—5z=—1 


3rty—Se=—1 


3z+y+:=5 
| 
z+3y—z=3 
当 用 不 选 主 元 的 简单 高 斯 消 元 法 解 这 些 方程 组 时 ， 分 析 所 发 生 的 情况 . 
2. 应 用 高 斯 - 赛 德尔 选 代 于 方程 组 ， 其 中 
0.963 26 0.813 21 0. 888 24 
k 813 21 0.686 al z [i 749 i) 


利用 (0. 331 16, 0.700 00)" 作为 初始 向 量 ， 并 说 明 发 生 的 情况 . 
4.7 最 速 下 降 法 和 共 辆 梯度 法 


在 本 节 中 将 讨论 求解 方程 组 
Ar=b 
的 某 些 特殊 方法 ， 此 时 ，A 是 一 个 实 nXn 对 称 和 正定 阵 ， 这 些 假设 意 指 
AT=A 


A 
Ar >0,740 
我 们 始终 利用 实 向 量 x 和 y 的 内 积 : 
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(ny = a'y = Jyry: 
a 


一 些 直接 得 到 的 性 质 有 : 
Lay y=(y, z). 
2. SHER MW Ma, (ary y)=alr, y). 
3.(z 十 y，z) 一 (Z，z) 十 (y，z). 
4. (x, Ay)=(ATr, y). 
由 性 质 1 知 ， 性 质 2 和 性 质 3 中 的 变量 次 序 可 以 相反 . 
我 们 开始 建立 涉及 A Md 两 个 数值 问题 的 等 价 性 . 
引 理 1( 二 次 型 引 理 ) 车 A 对 称 正定 ， 则 求解 Ar 二 b 的 问题 等 价 于 极 小 化 二 次 型 问题 
q(x) = (zr,Ar)— 2(r,6) 
证 明 首先 ， 让 我 们 查 明 函数 9 沿 一 维 射线 如 何 变化 .这 里 我 们 考虑 +v, Hp rA v 


是 向 量 而 : 是 纯 量 ， 图 4-2 说 明 为 什么 可 以 认为 I 十 tv 是 一 条 一 维 射 线 . 
ny Ba EE SR BEB 


v 


图 4-2 一 维 射线 的 例子 


对 纯 量 : 直接 展开 计算 ， 因 为 4" 一人， 我 们 有 
g(a + tw) = (z+ tv, Alx +tv)) — 2x + tv,b) 
(zs,Ar) + t(2,Av) + tlv, Ar) +i (v, Av) ~—2(7,b) — 2t(v,b) 
qla) + 2tlu, Ar) — 2tlv,b) + Pv, Av) 
= q(x) + 2tlv, Ar — b) +ë (v, Av) a 
注意 (1) 式 中 性 的 系数 是 正 的 ， 因 此 ， 射 线 上 的 二 次 函数 有 极 小 而 不 是 极 大 值 ， 巾 (1) 式 ， 我 
们 计算 关于 : 的 导数 


ll 


drato) = 2(v, Ar — b) + 2t(v,Av) (2) 


当 (2) 中 的 导数 为 0 时 ，9 沿 射线 出 现 极 小 ， 所 以 产生 极 小 值 的 : 值 为 
2 = (v,b— Ar)/(v,Av) (3) 
利用 这 个 值 ， 我 们 在 射线 上 计算 9 的 极 小 值 : 
qlr +iv)= qa) +i[2(v,Ar — b) + ilu, Av) ] 
= q(x) +i[2(v, Ar — b) + (v,b— Ar)] 
= q(x) —î(v,b— Ar) 


232) 


(233) 


[234] 
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= q(x) — (u,b — Ar)? / (v, Av) (4) 
计算 表明 ,除非 v 正 交 于 残 差 ， 即 (v，, 5b 一 Ax) 一 0， 否则 经 过 到 xz 十 iv，g 的 值 总 是 出 现 减 
D. MWR r RBM Arb 的 解 ， 那 么 存在 许多 向 量 v 满足 (v,， b- Ar) 40. 因此 ， 若 
Ar 隆 bp， 则 不 极 小 化 9， 另 一 方面 ,车 Az 二 5b， 则 不 存在 从 工 出 发 的 这 种 射线 ， 在 其 上 9g 的 
值 比 4(7) 更 小 所以， 这 样 的 了 是 9 的 极 小 点 . a 
上 而 的 证 明 让 我 们 联想 到 一 个 求解 Ar=b 的 迭代 法 ， 我 们 通过 沿 着 一 系列 射线 极 小 化 9 
进行 下 去 ， 在 这 样 的 一 个 算法 中 的 第 k 步 ， 可 得 到 O, rP, r, e, r, RA, HMR 
种 规则 ， 选 择 一 个 适当 的 搜索 方向 vu*”， 则 在 我 们 的 序列 中 的 下 一 点 就 是 
XD 二 0 
其 中 
v” ,b— Ar”) 
wP, Av®) 
对 纯 量 值 n 和 向 量 w% 的 特定 值 ， 许 多 和 迭代 法 具有 一 般 形 式 
THD = rl + yy’ 
Ho Ls W u WERI À EAR r 的 距离 
4.7.1 最 速 下 降 法 
最 速 下 降 法 是 刚才 所 述 类 型 的 一 个 算法 ， 它 约定 v 是 9 在 zx" 的 负 梯 度 ， 这 产生 残 差 
六 一 0 一 Ar 方向 的 负 梯度 点 ，( 见 习题 4. 7. 1. ) 有 关 最 速 下 降 的 形式 描述 如 下 : 
input. Ay 6. M 
output 0. a 
for k=0 to M- | do 


ihe b Ae 


ti 


h 


output ktl, r 
end do 


在 这 个 算法 的 实际 程序 设计 中 ， 逐 次 产生 的 向 量 xz”，zx' ，… 不 需要 存储 ; 而 当前 的 xz 
向 量 可 以 覆盖 ， 同 样 的 论点 对 方向 向 量 v” ，v，”，… 也 成 立 ， 因 而 ,我们 又 可 以 写成 


input x. A. b. M 
output 0. x 
for k= 1 to M do 
veb- Ar 
teim w/s Av) 
re 十 人 
‘output £. r 
end do 


内 为 太 慢 了 ， 所 以 最 速 下 降 法 在 这 个 问题 中 极 少 使 用 、 图 4-3 中 描述 了 对 二 维 问题 它 是 如 
何 进行 的 ， 其 中 我 们 显示 了 二 次 型 9 的 等 高 线 (或 水 平 线 ). 
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图 4-3 最 速 下 降 法 的 几何 解释 


4.7.2 BAG 
TPE 5 BS MB ARNS ABR PAB — FR RR A He — AG e 
索 方向 是 在 求解 过 程 中 一 个 一 个 确定 的 ， 然而， 我 们 将 首先 讨论 在 开始 时 它们 就 被 指定 下 来 的 
情况 ， 
假设 A 是 wXn HKEE, RRRA Mu, uP, e, u”) HAER 
u? Au?) =6 SiG <M) 
我 们 称 这 个 性 质 为 A 标准 正 交 性 ， 并 且 显 然 它 是 通常 正 交 性 的 推广 我 们 将 看 到 若 这 些 向 量 
在 二 次 函数 9 一 步 步 极 小 化 中 用 作 搜索 方向 ， 则 由 第 n 步 得 到 解 。 在 给 出 结果 之 前 ， 我 们 注意 
到 A 标准 正 交 性 条 件 可 以 用 矩阵 等 式 
UTAU = I 
来 表示 ， 其 中 UU BAU, WP, o, WO Xn RE, BRAKET A 和 U 是 非 奇 异 的 ， 
BIU”, u”, o, u WRR KNER. 
定理 1(4 -标准 正 交 系 定理 ) Riu, u”, w, WM YR-PAMMERA. 定义 
2m P+ (b= AZ su Du a<icn) 
其 中 ORR EER, MAL” =b, 
证 明 EM = (bm AL, u”), BIA AE 
2 =P tu 
由 此 并 借助 于 关系 (Au”，u") 二 6, ， 我 们 导出 下 列 关系 : 
Az” = Ar? +4Au® 
Ar = Ar® +n Au ++ 2,Au® 
(Az — bu?) = (Az ~ bu?) +t; 
下 面 ， 我 们 指出 最 后 等 式 的 右边 为 0: 
t= (6— Ar® yu) 
= (b= Ar pu?) + (Ar ~ Ar? pu?) t+ (Ar — Ar ,ud) 
= b= Ax yu) + (= h Au yu?) bor = te Au yu?) 
= (b— Ar®™ u”) 
我 们 的 分 析 表 明 Ar” 一 6( 在 通常 意义 下 ) 正 交 于 u”, uP, o, u, PAL 一 0 必 为 0 国 
现在 我 们 描述 这 个 方法 的 具体 实现 . 设 A 是 nXn 对 称 正定 矩阵 ， 等 式 
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(ayy = (Ay) = >) > aty; 


{A 
定义 -个 内 积 ， 这 是 很 容易 验证 的 .存在 一 个 与 之 相应 的 二 次 范 数 
Was = (zsz) 
如 果 格 拉 姆 - 施 密 特 过 程 以 这 个 新 内 积 用 于 标准 单位 向 量 组 {e” ，e” ，…，e"}， 结 果 就 是 一 
个 A 标准 正 交 系 {u"，u*”，.…，u"™ }， 描 述 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 (更 详细 的 讨论 在 5.3 节 ) 
如 下 : 


u? = |v pte ,这 里 wa = Ee? gu? 
名 
因为 向 量 e” 的 特性 ， 这 些 公式 化 成 
ui? = 9 Pato ,这 里 wa 二 e? — SY Au? u 


WW, u= ANa. 这 个 公式 指出 每 个 uw 是 单位 向 量 my OO 的 线性 组 合 . 
PELL, IAR us u, e, V 的 矩阵 U 是 上 三 角 阵 ， 上 面 提 及 的 等 式 UTAU= 了 给 出 
A=(UD CU '， 这 是 一 个 LU 分解， 于 是 Axe b 的 解 可 用 不 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 的 一 种 变形 
算出 来 . 

在 数值 计算 工作 中 ， 更 为 方便 的 是 使 用 A 正 交 系 而 不 是 A 标准 正 交 系 .如 果 对 IAS, A 
《om ，Av) 一 0， 那 么 称 向 量 组 vn? ，v”，… 为 4 正 交 的 ， 我 们 用 规范 化 过 程 

u? = fv? atv? 

把 一 个 A 正 交 系 转换 为 一 个 A 标准 正 交 系 . 若 每 个 v ”是 非 零 向 量 且 A 是 正定 阵 ， 则 ve 将 构 
成 A 标准 正 交 系 ， 下 面 的 定理 类 似 于 定理 1. 

定理 2(A 正 交 系 定理 ) Rv, VP, e, VO RMMER Xn CHA 的 非 零 向 量 A E 
Rh. BL 


pen 4 BZA“? u) o 


RP rO 是 任意 的 ， 则 Ar” =b, 
4.7.3 HAREE 

Hestenes and Stiefel[ 1952 ] ft) 3¢98 #6 BEE 1k — PARA SEM. EAP A 
Araby Seth A 是 对 称 正定 阵 ， 在 共 思 梯度 法 中 ， 搜 索 方向 v” 参 照 定理 2 一 个 接 一 个 在 迭代 
过 程 中 选取 并 构成 A 正 交 系 。 然而 ， 特 性 是 残 差 + 一 5 一 Azx" 构 成 了 通常 意义 下 的 正 交 系 ; 
Br, rn)=0, i#j. 

当 A 是 一 个 非常 大 的 稀 政 阵 时 ， 共 绒 梯度 法 比 简单 的 高 斯 消 元 法 更 值得 推荐 。 理 论 上 ， 
共 办 e 梯 度 算法 至 多 需要 n 步 就 能 得 到 方程 组 Az = 的 解 . 然 而， 实际 上 算法 是 作为 一 个 选 代 
法 来 使 用 ， 产 生 收 敛 于 解 的 一 个 向 量 序 列 ， 在 病态 问题 中 ， 舍 入 误差 通常 妨碍 算法 在 第 n 步 提 
供 一 个 充分 精确 的 解 。 当 共 堪 梯度 法 由 Hestenes and Stiefel[1952] 引 进 时 ,一 开始 ， 人 们 对 它 
非常 兴奋 ， 然 而 ， 当 发 现 它 的 有 限 终止 性 质 实际 上 达 不 到 时 ， 人 们 的 兴趣 很 快 地 减少 了 ， 因 为 
作为 一 个 直接 法 ， 这 是 不 符合 要 求 的 ，20 年 以 后 ， 当 它 被 看 作 迁 代 法 时 ， 人 们 对 这 个 方法 又 
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重新 产生 了 兴趣 、 在 ” 步 之 后 ， 得 不 到 完全 精确 的 解 是 选 代 法 所 预期 的 情况 .实际 上 ， 对 极 大 
型 方程 组 ， 我 们 希望 在 比 ”稍微 多 一 些 步 数 能 给 出 一 个 满意 的 解答 ， 对 良 态 问题 ， 为 了 使 共 酌 
梯度 法 有 令 人 满意 的 收敛 性 ， 所 需要 的 迭代 步 数 可 能 稍为 比方 程 组 的 阶 要 小 些 . Golub and 
O’Leary[1989] 已 撰写 了 这 个 方法 的 历史 . 

形式 共 声 梯度 算法 如 下 . (这 个 伪 代 码 不 是 为 计算 机 执行 所 设计 的 .为 那个 目的 相配 的 算 
法 将 在 后 面 给 出 . ) 


input x, M, A, bs e 
rab- Ar 
vO eo) 
output 0, z, p% 
for k=0 to M—1 do 
if u =0 then stop 
lr, rD), Av) 


OMe rt 十 pm 人 


Ee 一 hu 
Mf rt || je then stop 
St, payye, py 


Ut yy 
outpat 4+1, 24h), pen 
end do 


BRED, Hr =0, M” (理论 上 ) 是 线性 方程 组 Az=6 的 解 ， 算 法 的 计算 机 实现 需要 
4 个 向 量 rz ，r ，v9” ，An 5， 为 计算 积 hv ， 也 必须 做 好 准备 (可 能 需要 或 不 需要 存储 
整个 矩阵 A. ) 每 次 和 迭代 工作 量 是 适度 的 ， 等 于 单个 矩阵 -向 量 积 Avw 和 (第 1 次 迭代 后 ) 两 个 内 
BV, Av) ACP, rD), 注意 ， 停 止 检验 涉及 ‖ rs5 P= Or, r), ERE 
易 计 算 ， 因 为 已 经 得 到 r. SAFER BEE AT MMAR MS FM 


input z, A, b, M, es ò 
reb- Ar 
ver 
inn 
for k= 1 to M do 
if (u,v) "<8 then exit loop 
hu 
ta-c/(v, z) 
nz 十 人 
rr 一 他 
deir, r) 
Af d<e then exit loop 
vertid/oy 
od 
output k, z, r 
end do 
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定理 3( 共 示 梯 度 算法 定理 ) 在 共 轩 梯 度 算法 中 ， 对 任意 的 整数 m<n， BV, VP, e, 
UU" SRR AEE GE, Mr 二 bp 一 Ar”，0<i<m, Bir, r, e, rr 中) 是 一 个 非 堆 向 量 的 
正 交集 合 . 

ER ”我 们 将 在 给 定 的 假设 下 证 明 下 面 每 一 个 式 子 都 成 立 : 
Cr, v? )=00Li<m). 
rP, Y=, v” (OSIM), 

vm, Av?) =0(0<i<m). 

nea Az” (0<i<m). 
cr, )=000<I<m). 
e r® £0OLI<m). 

对 m FAR VERA. m=O 时 ， 假 定 v” 承 0， 并 且 我 们 必须 证 明 1~6. 注意 此 时 第 1, 
3，5 是 无 关 的 ， 至 于 第 2，4，6， 它 们 从 算法 的 定义 直接 可 得 ， 因 为 

ro =b- Ar” =v £0 

现在 假设 定理 已 经 对 某 个 m 成 立 ， 在 此 基础 上 ， 我 们 将 证 明 它 对 m 十 1 也 成 立 ， 此 时 ， 我 
AB Vv, ry UO 全 不 为 0。 由 归纳 假定 ,第 1~6 成 立 ， 我 们 需要 证 明 

Ver", vy?)=0(0SiSm). 


ee ees 


21. CIM ED, OED ym COMED | yom Dy 


2 v 
3’. (um, Av® )=00Li<m). 
4) =b Art”, 
5 (rto, = 000m). 
61. rt) £0, 
为 证 明 第 1 ， 首 先 设 i=m， 利 用 第 2 我 们 有 
(rD ym) Cr Av™® yy) = (rm 0) 一 加 (om ,Av™) 
= (r vm) ("m=0 
著 0<i<m， 则 由 第 1 和 第 3 可 得 
Cr yw) = (rm sy) ty, Aor) = 0 
对 第 2 的 证 明 ， 我 们 可 利用 第 1 得 出 
CoE 》 m (pD pD FF Sp) m (rit) et》 
在 第 3 证 明 中 ， 当 5-, 和 w "出 现时 ， 我 们 令 -=0 M =o. 着 0<i<m, 则 
Cum? Av) = (rm + su Av ) 
= (Av) + 5, (¥™ ,Av® > 
= Frm yr 一 ret) 十 sa 人 um , Ay® 》 
= Py 一 5 一 十 so 十 5(vm Av 》 
= BLP 0) sr DY Crit yD) 
十 (rev 十 和 (ww Av > 
Bim, MAR VA, PERF, I, I, ET, CO, AL =0. 因此， 在 
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而 icm 情况 是 较 特别 的 。 由 前 面 的 等 式 ， 我 们 有 


= D gm SD — YP 十 sa》 


AOL, Go, Av) = 


(ott) m 
oD ,Av 


十 su ,Av™ > 
HE, rO EZF om Ao. 因此 ， 


Co? Av ™ y= OP yotntD ) 十 5 人 rm Au ™) 


„rmy 
S p = 《um ,Av™ ) 


利用 第 2 ， 我 们 看 出 这 个 表达 式 为 0. 


对 第 4“ 的 证 明 ， 我 们 记 
b— Ar = b— AC +1,0) 一 0 一 Ar — tAv ™ 


= rm 一 (rm = pit 
对 第 5 的 证 明 ， 设 O<i<m IFS s_,=0 和 "一 0， 则 从 第 1 我们 有 
CrP rm 一 CD am — 5, EP) 
= OP sy) — 5, MP oP) =O 


对 第 6 ， 利 用 第 3 和 A 的 正定 性 证 明 如 下 : 
0< Cu? Av? = Crt sey At? > 
=r") Av?) + sp (0 Au?) 
= Cr) Av”) 
Wit, r” 0, a 
本 定理 及 其 证 明 取 自 Stoer and Bulirsch{ 1980]. 
4.7.4 ith BAY SEE BE EE 
RATE FASE HE BE BE TK ON — AR TER E y A 
Ar =b 
其 中 A 是 对 称 正定 阵 ， 预 处 理 这 个 方程 组 ， 并 得 到 一 个 比 原 方程 组 有 更 好 条 件 的 新 方程 组 将 
是 十 分 有 益 的 .我 们 意 指 对 某 个 非 奇 异 阵 S， 预 处 理 的 方程 组 
Àr =b 
其 中 
A = S'AS 
a=S'r 
b= Sb 
使 得 <(A)<<(A)， 作 为 一 个 副产品 ， 用 于 求解 预 处 理 方程 组 的 迭代 法 比 它 用 于 求解 原 方程 组 
可 能 要 收敛 得 快 ， 那 么 与 其 取 任 意 的 S， 不 如 假定 对 称 正定 分 裂 矩 阵 Q 可 分 解 成 
Q` = sS" 
这 样 做 的 原因 不 久 就 会 清楚 . 
对 预 处 理 的 方程 组 可 写 出 如 下 形式 的 共 二 梯度 算法 : 


RAF 


0 /eo ABM 

0 45,90 

n RADD 
jatar, pw) 

PE 


end do 


在 预 处 理 原 方程 组 过 程 中 ， 和 矩阵 A PHBREAE A 时 可 能 被 破坏 ， 故 与 其 显 式 地 构 


成 预 处 理 方程 组 ， 不 如 我 们 利用 原 方程 组 并 在 算法 中 隐 式 地 做 预 处 理 . 


记 
GM ag igh 
UO = Sy 
7% = §—AZ™ = S™}—(STAS)(S12) = STH 
=Q” 
于 是 ， 得 到 


= Cr 29/0 Av) 
= (ST ST) /(S ty ,(STAS)(S v )) 
= (Tr Y/Y Av”) 


= (PP rP) Av ) 


从 而 ， 我 们 有 

ip 一 ie pha 

SPH = FZ 43,514 

用 S 相 乘 ， 我 们 得 到 

om = xm 十 io 
类 似 地 ， 我 们 有 

jo = pm RAD” 

Sr = STr —3,(STAS)(S7¥) 

FAS THR. 得 到 


rD = pay 
现在 ， 我 们 有 
Ses (For FD) /FD poy 
= (STHP STP )/(Srrb ST) 
= (QHD EHD) (QP , Hy 
= (FD pay Fm ,roy》 
此 外 ， 还 有 


VHD 一 FD DD 
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Sen = STEP 45S ol 
用 S 相 乘 ， 我 们 得 到 
yh Qt? ay? 
=F $i 
PRES Lee eR CEE USE. J. 2 © EE ake 
计算 机 程序 。 另 一 个 更 为 有 效 的 形式 在 本 节 后 面 给 出 . 


Ab. M.Q 


solve Q =r) for 7% 
Oe 
‘output 0. 2” 
for k=0 toM 1 do 
if v0 then exit loop 


ye MY, Avil? 


END for pD 
Mr te then 
It eO, PAE) ce then exit loop 
A) 1G, Hh) 
Bott ei. 28, Att 
end do 
Y QSR, WAPO rs tetas Se sas Hi LA T AY BAE BEA YEB BE WE IE AE 0 TE 
fi SM IE HK. 


#Q=A, S=A '?, DUAR En =b, HOR ALMA A. RE, kh a 
HEH BA eA) = 1) ALA HAM, HAE b= STO HEAR ERs — FR 

WAERN EARNE ARRUA — IE Q= y 的 方程 组 ， 所 以 要 选 
FE Q 使 得 这 个 方程 组 容易 求解 ， 若 Q 是 对 角 阵 ， 则 满足 这 个 条 件 ， 而 更 复杂 的 预 处 理 可 能 导 
致 更 快 的 收敛 性 ， 当 Q' 变 成 A 的 较 好 的 近似 时 ， 预 处 理 方程 组 就 具有 更 好 的 条 件 ， 并 且 只 要 
少数 几 步 就 会 出 现 迭 代 过 程 的 收敛 性 ， 另 一 方面 ,求解 Qr=y 变 得 更 为 复杂 ; 这 说 明了 两 种 
不 同 迭 代 法 之 间 典 型 的 利 贞 关系 : 一 种 是 迭代 步 数 较 少 但 每 次 迭代 计算 量 大 ， 而 另 一 种 是 迭代 
步 数 多 但 每 次 选 代 计算 量 小 . 

怎样 考虑 收敛 性 的 检验 ? 在 算法 中 || O°? i 不 能 利用 ， 因 为 需要 一 个 额外 的 计算 .可 利 
用 的 是 (7Y**”，r**")。 利 用 它 可 以 使 选 代 过 程 在 其 达到 指定 的 精确 度 之 前 或 之 后 停止 。 因 此 ， 
一 旦 前 面 的 检验 指出 收敛 时 ， 作 为 检验 应 该 做 额外 的 计算 一 ”| 二 

计算 机 代码 可 以 基于 下 列 预 处 理 共 轿 梯度 算法 ; 


input z. A. b, M, Q, ò 上 
reb- Ar 


242 


243| 


x) 
Èj 
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solve Qz=r for z 
wens 
mae n) 
for k=1 to M do 
Hw, m"? <ð then exit loop 
zhv 
tellv, 2 
wert 
rere 
solve Qe r for z 
deiz, r) 
if d<e then 
if (re r)<e then exit loop 
end if 
wet (d/Ov 
ced 
output $, zs r 
end do 


‘BE ES HE — RAE R. QARTA, MEE. T 


GAILE A SH SE EE E AN ft eA Ot LK PE ak Ae HE A) BF AE Kincaid, 
Oppe, and Young[1989] 的 ITPACKV 2D, Oppe, Joubert, and Kincaid [1988] ff] NSPCG、 
PCGPAK2[1990], Joubert et al. [1995] PCG， 我 们 已 经 仿照 Ortega[1988] 的 表示 在 这 里 
给 出 预 处 理 共 二 梯度 法 的 表示 . 更 多 的 细节 可 以 在 那里 和 许多 其 他 著作 ， 如 Golub and Van 
Loan[1989] 的 书 中 找到 . 

习题 4.7 


L 


>o 


xo 


证 明 : 车 A 对 称 ， 则 函数 6rd) = (x, Ax) 262, bE r RRE Arb). CRM g: RR OA 
分 量 为 ax /0 zi=1，2，…，n， 的 向 量 - 


证明: gq(z) 的 极 小 值 是 一 (5，A'b)。 
证明 :在 最 速 下 降 法 中 vv， 
' 设 A 正定 ， 且 5 是 一 个 辕 定 的 向 量 ， 对 任意 的 z， 残 差 向 量 是 r~b 一 Ar， 误差 向 最 是 e 二 A br HH: 


除非 Ar 一 bp， 否 则 误差 向 量 与 残 差 向 量 的 内 积 是 正 的 . 


RAK, A Ar 而 y 是 任意 向 量 ， 利 用 课本 中 定义 的 9 证明 


(Cr ys Alr y)) = (b, Ab) 十 9(y) 
这 表明 极 小 化 9(>) 等 价 于 极 小 化 ((z 一 >)，A (a— y)). 


, 证明: 车 ?由 (3) 式 定义 且 yortiv, Mul (—Ay); 即 (v, b—Ay)=0, 
+ 说 明 在 最 速 下 降 法 中 
GBP) = gle) — re Pr Ar® 
其 中 心 一 0 一 Ar 


RA Fn Xn BE, RRR A 是 对 称 或 正定 阵 、 假 设 存在 A 标准 正 交 系 fu ，xeo ， 


L luh, uP, oe, at ) 是 一 组 通常 意义 下 的 标准 正 交 向 量 ， 如 果 把 这 些 向 量 用 于 极 小 化 g 的 搜索 方向 ， 那 


么 nn 步 以 后 是 否 会 得 到 解 ? 
Mh, WAAR 
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对 称 正定 阵 . 
10. HERA: TEIRA H 


a = r” ,v/v ,Av™ > 
s = Or? Av /C¥ how) 


1. ERARE, 证明: Hv 一 0， 则 Ar? =b. 
12. 对 4 的 什么 值 ， 最 速 下 降 法 化 为 理 查 森 方法 ? RF EY TET HK A 必须 满足 什么 条 件 ? 


13. 考虑 线性 方程 组 
2 0 -Nfs 1 
|- -w 中 -上 
-1 -1 4b, 2 
利用 初始 向 量 z”= (0，0，0)7， 对 下 列 每 个 方法 执行 二 次 选 代 . 


a 雅 可 比 b. 高 斯 - 赛 德尔 c SERB BE 


计算 机 习题 4. 7 
1， 对 共 罗 梯 度 法 编写 程序 并 进行 测试 ， 一 个 好 的 测试 实例 是 希 尔 伯 特 矩阵 及 一 个 简单 的 5 向量; 


ay = G+j+" =F 3a U<ijj<n) 
a 


2. 利用 下 列 方法 求解 下 面 的 方程 组 ， 初 始 为 r =O. 


1 1 2 3 477% 12 

1 9—1 2 -3|| 一 27 

2-1 7 3-5||n|=-| 14 

3 2 3 12 -1||s =i 

4-3 -5 -1 15 Ly 12. 
a 雅 可 比 b. 高 斯 - 赛 德尔 c FE 


注 ， 这 里 的 系数 阵 是 对 称 正定 的 但 不 是 对 角 占 优 的 . 
4.8 高 斯 算法 中 的 舍 入 误差 分 析 


在 本 节 中 ， 我 们 将 研究 求解 线性 方程 组 
Ar =b (A E R™,z € R',b ER) 
中 不 可 避免 地 产生 的 会 入 误差 . 245 
原来 由 Wilkinson 给 出 的 分 析 是 对 非 行 尺度 主 元 的 高 斯 算法 的 ， 结 果 是 误差 的 后 验 估计 界 
形式 ， 从而， 在 计算 的 结论 中 可 做 出 关于 误差 大 小 的 断言 . 
在 分 析 中 ， 我 们 假定 一 开始 就 执行 了 适当 的 行 交 换 ， 使 得 恰当 的 主 元 素 总 是 位 于 所 要 求 的 
位 置 ， 行 主 元 方法 保证 我 们 在 算法 的 第 上 步 | a 多 | > | oP |, >k (记号 参照 4. 3 节 . )， 由 
刚才 给 出 的 不 等 式 推出 消 元 过 程 中 所 需要 的 乘 子 大 小 不 会 超过 1. 
详细 说 明 LU 分 解 的 公式 如 下 : 


a i< 
at? = daw — ga i>kMj>k 
0 j<h<i 
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0 
la =41 i=k 
ay? /a i>k 
BRU AY =A FR. LAP =U BR. BEL AU 分 别 是 单位 下 三 角 阵 和 上 三 角 阵 . 
在 计算 机 中 实际 上 产生 的 数 用 符号 一 加 以 区 别 ， 例 如 ，Z 是 计算 所 得 的 数 并 存放 在 指派 
给 6 的 存储 位 置 . 所 以 符号 一 的 意思 是 与 机 器 相关 的 .我们 将 假定 在 计算 过 程 中 没有 上 滋 或 
Fae. 
在 描述 计算 机 的 实际 计算 中 ， 我 们 使 用 2. 1 节 中 定义 的 函数 fl， 记得 车 z+ 和 y 是 机 器 数 ， 
名 表示 算术 运算 ， 则 计算 机 将 产生 一 个 用 flCz@y) 表 示 的 机 器 数 来 代替 rOy. HORMI M 
2.1.8，zOy 和 flz@Oy) 之 间 的 关系 可 用 下 式 表示 
flz@Oy) = (OVA — 8) = (rzOy)/G — 8") o 
其 中 9 和 人 是 数量 不 超过 单位 伟人 e 的 数 , 与 所 考虑 的 特定 计算 机 有 关 . 
把 这 些 内容 加 以 考虑 时 ， 高 斯 算法 中 计算 的 数 可 由 下 式 描 述 
GI i<k 
ila? — NE xa] i> kj >k 
n 1 i=k 
《人 hoe ik 
定理 1(1.U 分 解 定理 ) RARNXnFHEH, RAHR-GRABRUSAC 的 计算 机 
中 的 机 器 数 ， 行 主 元 高 斯 算法 产生 给 阵 上 和 站 使 得 
LU = A 十 已 ,这 里 | ey |< 2ne max lai | 
证 明 FAR 6, Mo MCD APA tS Le 的 角色 ， 算 法 中 计算 的 数 服从 下 列 等 式 


agw = 


ae? = [aP ~~ 8) Faa P/A Gk j> k) 
Fa= + dual? /a G>k) 
这 两 个 等 式 中 的 第 1 个 也 可 以 写成 形式 
过 
现在 引进 n Xn EEL, BRT SS 上 列 对 角 元 下 面 外 其 余 元 素 均 为 0: 
加 0 
Fo = 7 
bis 
foi 0 


内 而 A 一 mA" 是 对 A“ 应 用 某 - 个 初等 行 运 算 的 结果 ， 即 对 十 1<i<<n， 从 第 i 行 中 减 去 7。 
乘 第 4 行 ， 这 差不多 就 是 让 "的 定义 ， 其 差别 起 因 于 伟人 误差 及 在 A+? 中 我 们 取 ae” <0, 
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k+1Si<n HER. 所 以 可 写成 
Āe = Aw LL” +E” 
这 里 E” 是 误差 补偿 矩阵 . 
WT PHBE, KEER >k, j=k 的 情况 . 从 前 面 的 等 式 ， 我 们 有 


m Tay 
P= al? ap +o Pak 


es 
=0-a? 十 Yaa 入 
=a P H aP aA Haa 
=a G>k) 
HUB Bi>k, >k 的 情况 .我 们 得 到 
age? ap +o Pay 


=6 bua + G>kj>k) 


= 


(2) 


E* 的 其 他 元 素 全 为 0。 现在 把 由 (2) 式 所 得 的 等 式 相 加 ，k 二 1，2，…，n 一 1， 结 果 可 写成 


TAY +o EA 4 TO = AV 4 EY 4.4 Bord 
注意 £0 是 一 个 矩阵 ， 其 行 只 不 过 是 单个 行 向 量 
[ap ap rea] 
的 各 种 各 样 信 数 ， 因 为 这 个 行 向 量 与 


Catt ,a s+ .a? ] 


是 相同 的 ， 所 以 我 们 得 出 "A" =L”Am， 还 记得 AP =A 以 及 所 计算 的 上 三 角 因 了 于 U 是 


eI 
0=4", ME= HEY, RNA 
a 
LY HE? +e 4 LO 4+ DAP = AMO LE 
或 
LU =A+E 


现在 剩 下 的 全 部 工作 就 是 产生 一 个 El 的 界 . Be= max | AP | ， 因 为 预先 的 行 交 换 保 


证 了 所 有 的 乘 子 满足 不 等 式 | 6。| 三 1， 于 是 ， 从 前 面 给 出 的 PHRF, RIA 


Le? |=| 8a [lal [<p G>k) 
Le |=] dy Seah Hoa” [<2p G> kj >k) 
HE MEM. Bpa 
= = 
les l= | Dee |< D |e |< 2nep 
a a 


为 了 在 实际 中 应 用 这 个 定理 ， 我 们 必须 首先 知道 数 
| 


这 个 数 可 以 通过 增加 适当 的 代码 ， 在 算法 的 进程 中 计算 . 


定理 2( 点 积 会 入 误差 定理 ) Barre m, es Irs ye s yy AMER, MMAR 


的 方式 算出 


247 


248] 


(249) 
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Da 


的 机 器 数 可 表 成 J) 19,048), HPI 满足 | 8 | 6(n 十 De/5，( 数 。 是 机 器 的 单位 合 入 误 


差 并 且 我 们 假定 ne<1/3.) 
证 明 这 个 假设 意味 着 计算 将 如 下 进行 : 

zo 一 0 

(= = fei +f] ALES 
对 ?用 归纳 法 证 明 | 3 | SU +e) 1, n=l, 我 人 有 

z = fay) = ry AtA) la l<e 
此 时 ， 要 证 明 的 命题 是 | 3, | SA+)’ l, WA e< He), MARAA. HE 
对 n=k—1 成 立 ， 则 对 "一 上 ， 它 的 证 明 如 下 进行 
a> lerm Hay A+] +a) 


n 
= [Pry +a) +a AaH]a Ha) 
a 


e 
= Dry +8, +8+88) Hry HeH +09") 
1 


在 前 面 的 式 子 中 ， 我 们 有 下 列 这 些 界 : 
lel<s KAET là I< atot] a<i<gk~l) 
我 们 需要 证 明 
1 人 十 8 二 6 二 (Le 一 1 |ete tay |< A+ 
这 些 不 等 式 中 的 第 1 个 证 明 如 下 : 
18 十 8 十 88 <Ia Hal AaH a D 
LAOH — 1 Hed $e" 
= a+] 
以 类 似 的 方式 证 明 第 2 个 不 等 式 ， 归 纳 法 证 毕 ， 现 在 需要 对 <n 十 1 作 下 列 估算 
(+e 1 [1 二 和 十 要 Ak 一 De 二 二 er] 一 1 


= bl 十 去 4 一 De+ 二 4 一 DG- Det] 


<k Ge t he)? H e] 


-k/a pe) < Ék 
在 最 后 一 步 中 使 用 了 假设 ke<ne<1/3. 最 后 ， 我 们 有 
1 I< te —1< Sent 2—de< Sante a 


定理 3( 扰 动 的 单位 下 三 角 方 程 组 定理 ) RLAnXn#BFLAM, RAHAMEK, 
设 b 是 nn 维 向 量 ， 其 分 量 是 机 器 数 .Ly 一 b 的 计算 解 是 向 量 》， 它 是 下 列 方程 的 精确 解 : 
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LAS = 6,14, |< Ent Del | (3) 
这 里 e 是 机 器 的 单位 会 入 误差 ， 并 假定 ne 一 1/3. 
证 明 Ly 一 6 的 精确 解 是 用 下 列 公 式 计算 的 
光一 所 一 Say, (<i<n) 
计算 值 Su 3o om 3 满足 下 列 形 式 的 等 式 
= [a- Saza +a)]/are) w 
其 中 数 6 满足 
15 I< Ê+ De aA<j<icn) (5) 
这 个 命题 是 2. 1 节 中 所 作 的 假定 和 定理 1 的 推论 ，(4) 式 可 重新 整理 成 
(1+6.)y = b — Fuata) 
再 重新 改写 为 
Daza Fa) =b 
RIERA FM MERER 


(L+A)y =b (6) [250] 
其 中 A 是 下 三 角 阵 ， 其 元 素 为 wy Ijin. 因此 ， 
la I=] 6 Ila I< St+Delel a 


定理 4( 扰 动 上 三 角 方程 组 定理 ) 设 U 是 nXn 上 三 角 非 奇异 阵 、 若 UU 和 c 的 元 素 都 是 机 
器 数 且 mne<-1/3， 则 Uy 一 c 的 计算 解 y 精确 地 满足 下 列 扰动 方程 组 : 
CU+A3=e1A lS EntDelu, | 
证 明 ”这 个 证 明 留 给 读者 作为 习题 4. 8. 1. 
定理 5( 扰 动 方程 组 定理 ) 设 A 和 4 的 元 素 都 是 机 器 数 ， 若 用 行 主 元 高 斯 算法 解 Ar 一 0 
Dit RM Rs 
(A+ FZ =b, RP | fy |S 10n 
的 精确 解 ， 这 里 是 A 的 阶 数 ，p 一 ,max |a? |, 是 机 器 的 单位 全 入 误差 ， 并 假设 ne<1/3. 
证 明 因为 mne< 1/3， 由 定理 1，3 和 4, RIA 
A+E=L0 | e; |< 2nep 
CL+ay=b la |<Z@+Vel 2, | 


ÜHA = 145 IK Êa Del i | 
把 这 些 等 式 结合 在 一 起 得 到 
b= (E+ My = (£+a0+a = G0 + aÙ HA +a z 
= (A +E + AŬ + ĪA +AA = (A+ PZ 
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其 中 F=E+A0+LA +40’. 为 得 到 下 的 估计 ， 我 们 利用 上 面 给 的 界 ， 并 且 注 意 到 |4 | <1 和 


lus (=la Sp 
因此 ， 
Ifo Sle tt DL Me UL tty H Se IA H de IA |} 
a 
<2nep + Ennt Dep + Enin+ Dep + SEn + Diep 
了 2, 12n+1, 36 /ma 十 1 
mnie De et +) | 
花 括号 中 的 值 不 会 超过 10. a 


通过 仔细 观察 前 面 5 个 定理 中 的 细节 并 用 计算 ‖ F 1 -来 代替 ， 可 以 改进 定理 5 中 所 给 出 
的 界 ， 读 者 可 以 查阅 Forsythe and Moler[1967]、Golub and van Loan[1989], Wilkinson 
[1965], Isaacson and Keller[1966] 等 有 关 著 作 . 
增长 因子 

高 斯 消 元 法 中 nXn 矩阵 A 的 增长 因子 定义 为 


(A) = MAX Las? | 
bs max, | a; | 


这 里 af? RR TEA TEL k PANG, DER. CAAA ETE ERIN TE MOR a Ar=b 
中 稳定 性 的 度量 ， 增 长 因子 以 相对 方式 度量 数 在 消 元 过 程 中 如 何 变 大 ， 除 非 g,(C4) 很 大 ， 理 则 
选 主 元 的 高 斯 消 元 法 被 认为 是 数值 稳定 的 . 

增长 因子 出 现 各 种 各 样 的 界 . Wilkinson[1965] 建 立 了 界 


Neste < 4ng, (Aden (ADE 


这 里 z 是 Ax=b 的 精确 解 ，z 是 用 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 9 在 一 台 具 有 相对 机 器 精度 。 的 计 
算 机 上 用 浮 点 运算 得 到 的 计算 解 ，x..(A) 是 用 oo 范 数 的 A 的 条 件数 ， 下 面 是 另 一 个 与 向 后 误差 
有 关 的 界 ， 它 类 似 于 定理 5 中 的 界 : 

1A—Al. 

VAT < 
这 里 计算 解 z 满足 Az —=b. (例如 ， 见 Golub and van Loan[ 1989]. ) 
在 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 中 增长 因子 的 一 个 明确 上 界 是 
gA) <2" 

Æ Golub and Van Loan[1989], Higham and Higham{ 1989], Foster{ 1994], Wilkinson[1965] 
的 书 中 能 找到 达到 这 个 上 界 的 例子 。Trefethen and Schreiber[1990] 指 出 对 随机 和 矩阵 g, (A) 
会 指数 增长 ， 最 近 ，Foster[1994] 和 Wright[1993] 给 出 了 增长 因子 指数 增长 的 例子 ， 在 应 用 
中 ， 误 差 增 长 通常 是 十 分 小 的 。 因 此 ， 部 分 选 主 元 的 高 斯 消 元 法 被 认为 是 一 个 稳定 的 过 程 ， 并 
且 被 完全 有 把 握 地 广泛 应 用 . 


< Bng.(A)e 


日 ”这 个 选 主 元 策略 不 同 于 我 们 的 选 法 ， 因 为 它 不 涉及 比例 常数 . 
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30 多 年 以 前 ，Wilkinson 报告 了 在 他 的 经 验 中 即使 用 部 分 选 主 元 ， 增 长 因子 相当 大 地 增加 
WIE BILL AY. Wilkinson 观察 到 寻求 使 g, (A) >n 的 矩阵 是 很 困难 的 ， 并 且 他 未 发 现 自然 
地 产生 的 因子 大 十 16 的 例子 .鉴于 Wilkinson 的 观察 ， 他 的 注 记 被 一 些 研究 人 员 作为 智力 的 
挑战 ， 并 且 努 力 寻求 具有 大 的 增长 因子 的 实例 ， 例如，Dongarra，Bunch，Moler，and 
Stewart[1979] 报 告 了 一 个 例子 ， 对 部 分 选 主 元 高 斯 消 元 法 的 增长 因子 g,(A) 是 23. 

对 全 主 元 高 斯 消 元 法 ，Wilkinson[1961] 指 出 

BLA) 二 mia[2。302 e apo 2 
虽然 ， 这 个 界 是 十 分 巨大 的 ， 但 是 Wilkinson[1961] 提 及 对 大 的 n, EH 2" 小 得 多 ， 并 且 证 明 
显示 真正 的 上 界 还 要 小 得 多 . 而且， 这 个 界 是 ”的 缓慢 增长 函数 .因为 涉及 额外 的 计算 工作 
量 ， 所 以 看 来 全 主 元 与 部 分 主 元 相 比 没有 多 大 的 实用 价值 . 

Cryer[1968] 发 表 了 一 个 称 为 Wilkinson 猜测 的 命题 : 若 对 A 执行 全 主 元 高 斯 消 元 法 ， 则 
8 (AV<n, Gould[1991] 和 Edelman[1992] 对 全 主 元 找到 一 个 g A)> n 的 例子 ， 所 以 这 个 猜 
测 被 澄清 是 不 成 立 的 . 

因为 上 面 提 到 的 这 些 例子 很 不 简单 ， 所 以 在 许多 情况 下 ， 找 出 这 种 例子 是 需要 超级 计算 机 
或 高 级 数学 软件 包 的 ， 另 一 方面 ， 某 些 专家 思索 高 斯 消 元 法 中 曾经 忽略 的 大 的 误差 增长 因子 的 
可 能 性 ， 最 近 ， 发 现 了 导致 部 分 选 主 元 高 斯 消 元 法 中 灾难 性 的 误差 增长 例子 ， 它 确实 是 一 个 典 
型 的 值得 进一步 研究 的 问题 .〈 例 如 ， 见 Edelman[1992] 和 Foster[1994] 的 论文 . ) 


习题 4. 8 
1. 证 明定 理 4. 
2. 证 明定 理 1 中 的 不 等 式 
HE? Io SU +2n—b ep 
LEI. <ne 


3. EREM 3 中 的 不 等 式 


Wal. < Ent D emax |4 | 
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5.0 基本 概念 回顾 


研究 矩阵 特征 值 需 要 很 熟悉 复数 ， 我 们 将 简要 地 回顾 一 下 那些 重要 的 基本 概念 . 热 知 的 读 
者 可 以 跳 过 这 些 内 容 . 
基本 概念 

实数 域 又 的 不 足 之 处 是 实 系 数 的 nn 次 多 项 式 不 一 定 有 个 实 零 点 (或 根 )， 例 如 多 项 式 
paS rH 没有 实 零 点 ， 克 服 这 个 不 足 之 处 的 一 种 做 法 是 扩充 这 个 域 使 得 它 包 含 非 实数 
元 素 i。 元 素 i 用 等 式 Y 了 二 一 1 来 刻画 ， 从 而 得 到 的 这 个 新 域 用 C 表示 ， 而 它 的 元 素 称 为 复数 . 
它们 具有 形式 

Y 二 a 十 (a,8 是 实数 ) 
7 的 共 轧 和 模 分 别 定义 为 
7=a—ip 


注意 ，7=y 且 y7= | 7y |: 

域 C 就 不 具有 曾经 提 及 的 R 的 不 足 之 处 ， 因 此 ， 我 们 有 代数 基本 定理 ， 它 指出 每 个 具有 复 
系数 的 非常 数 多 项 式 在 复 平面 中 至 少 有 一 个 零点 ， 由 此 可 得 到 每 个 n 次 多 项 式 都 可 以 表示 成 nn 
个 线性 因子 之 积 . 

向 最 空间 C" 由 全 体 复 n 维 向 量 组 成 ， 例 如 

= (ryote yt yay)? 

其 中 EC, Sjn 若 复 向 量 x 用 复数 4 相 乘 ， 则 结果 是 另 一 个 复 向 量 : 

Ax = (Azi ÀE ÀT)" 
因此 ， 我 们 可 把 C" 看 作 纯 量 域 C 上 的 一 个 向 量 空间 ， 在 空间 C" 中 ， 内 积 和 欧 几 里 得 范 数 分 别 
定义 为 

(ny = Yay, 及 Wal: =V 
注意 到 
(x,y) = Cyn) (ray) = ilz, y) 

并 且 

《z 十 yz)》 一 《zz) +y,z) 
ME A 是 一 个 具有 复元 素 的 矩阵 ， 那 么 4" 将 表示 其 共 声 转 置 :A ); =A. RI, MR 
是 一 个 nX1 矩阵 (或 列 向 量 )， 那 么 xz* = (2 ) 是 一 个 1Xn 和 矩阵 (或 行 向 量 ) 并 且 


y'z= (ay) 一 xy, 
A 


al 
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zr lali Sez, = lal 
gal sat 
设 A 是 一 个 w xn 矩阵 ( 它 的 元 素 可 能 是 复数 )， 设 1 是 一 个 纯 量 (一 个 复数 )， 如 果 方 各 
Ar = ar a 
有 一 个 非 平凡 解 ( 即 0). WAARA WAREN. TE CER HI 2 A 对 应 
于 特征 值 的 特征 向 量 ， 例 如 ， 等 式 
B: 0 i 
1 


1 
5-1 ‘| -| 
5 5 a 
3 2 7 -4 4 
告诉 我 们 一 2 是 已 知 的 3X3 矩阵 的 特征 值 而 且 (1，3， 一 4)" 是 一 个 相应 的 特征 向 量 ， 注意， 


一 个 特征 向 量 的 非 零售 就 是 对 应 于 同一 个 特征 值 的 另 一 个 特征 向 量 . 
方程 (1) 有 一 个 非 平凡 解 的 条 件 等 价 于 下 列 这 些 条 件 之 一 : 


A 一 41 映射 某 个 非 零 向 量 为 0 向 量 (2) 
A 一 A 奇异 (3) 
det(A —ì1) = 0 (4) 


因此 ， 原 则 上 我 们 可 以 解 含 \ 未 知 值 的 方程 (4)， 从 而 计算 A 的 特征 值 ， 方程 (4) 称 为 矩阵 A 
的 特征 方程 ， 如 果 把 这 个 方程 用 更 详细 的 方式 写 出 ， 那 么 有 


an 一 人 ay as ú Qin 
an è an—À an ”am 
det| an an aa 一 *™ am |=0 
an am am Am 一 人 


根据 行列 式 定义 ， 函 数 为 矩阵 元 素 乘积 的 项 之 和 ， 方 程 (4) 的 左边 为 变量 ) Hn KERER. 
这 个 多 项 式 是 A 的 特征 多 项 式 ， 倘 若 特征 值 作 为 特征 方程 的 根 ， 它 们 的 重 数 被 计算 在 内 ， 我 
们 立刻 得 到 结论 ， 一 个 nXn 矩阵 恰好 有 ，” 个 特征 值 . 

例 1 为 了 说 明 这 些 概念 ， 让 我 们 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 ; 


1 2 1 
an 


解 ”特征 方程 是 


一 1 
oo 0 1-a 3 rrr 
2 1 1—X 
=- A-4)Q? 十 十 2) 一 0 
特征 方程 的 根 是 
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A=4 a =-4 +4 vi x =-5- 4i 


这 说 明 实 矩阵 的 特征 值 不 一 定 是 实数 . 图 

前 面 的 过 程 是 计算 特征 值 的 直接 法 .对 于 小 矩阵 用 手 算 ， 它 可 能 是 最 好 的 方法 ， 而 对 大 抵 
阵 和 自动 计算 ， 它 不 是 着 重 推荐 的 。 排斥 它 的 一 个 理由 是 多 项 式 的 根 很 可 能 是 多 项 式 系数 的 非 
常 敏 感 的 函数 ， 因 此 ， 系 数 中 的 任何 误差 (如 使 人 误差 ) 就 有 可 能 导致 数值 求 根 中 严重 的 不 准确 
性 ， 对 此 ，Wilkinson 给 出 的 一 个 经 典 的 例子 已 在 2. 3 节 的 最 后 作 了 讨论 . 


5.1 矩阵 特征 值 问题 : WA 


5.1.1 IER 
我 们 下 面 将 讨论 的 数值 方法 是 者 法， 设计 这 个 方法 是 为 了 计算 主 特征 值 及 对 应 于 这 个 主 特 
征 值 的 特征 向 量 ， 为 顺利 达到 目的 ， 理 论 上 必须 假定 A 有 下 列 两 个 性 质 ， 
1. 存在 单个 模 最 大 的 特征 值 . 
2. 存在 个 线性 无 关 的 特征 向 量 组 . 
按照 第 一 个 假定 ， 特 征 值 A As ee A, 可 列 为 
lài >} à [>l (> Sal 
按照 第 二 个 假定 ， 存 在 C" HSE, u”, e, u” } 使 得 
Au? =Aw? (<j <n) a) 
WORO 的 任意 元 素 ， 使 得 当 zw ARMIES HR 
数 不 为 0， 因此 
2? Sau” tau? + tau” (al 天 0) (2) 
然后 ， 我 们 形成 
a Ar pM SAPD ep = Apr 
因此 
2? = Ato (3) 
不 失 一 般 性 ， 在 下 面 的 分 析 中 ， 与 向 量 uw 相 乘 的 所 有 系数 a, 不 出 现 . 因此 ， 我 们 可 把 等 式 (2) 
写成 
2 一 $y foe ty 
由 这 个 等 式 和 (3) 式 ， 我 们 有 
2 = Alu? 4 Au? foe Ata 
利用 (1) 式 ， 我 们 得 出 
x = Au? Hagu? Ho H Atu 
最 后 一 个 等 式 可 写成 形式 
a® 一 对 [am 十 (Sue feet (yur) 
WX |à l> 1a | ，2<j 入 >， 我 们 看 到 当 Reoont, RRA, /41)* 趋向 0 并 且 括 号 中 的 向 量 
KET u”, 
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为 简化 记号 ， 我 们 把 zx 写成 
2? = ilu” +e") 
这 里 当 Aco 时 ，e 一 0 为 了 能 够 取 比 值 ， 设 p BC 上 使 得 ou )40 的 任意 的 线性 泛 函 . 
记得 线性 泛 函 p 对 纯 量 c ，8 和 向 量 +，y 满足 g(az 十 By) 二 ap(z) 十 Bp(y). CAM, — 可 简单 
地 计算 任何 已 知 向 量 的 第 j 个 分 量 . ) 于 是 
gl) = Lp) 十 pe) (4) 
因此 ， 当 A~*co 时 ， 下 列 比值 收 剑 于 : 


ay aw 


这 就 构成 计算 A, HEE. AY koot, i r” TT A u RRR, MA 
方法 也 能 够 给 出 特征 向 量 u. TEAR H TT ARA EE AYE eT A HE. 
5.1.2 算法 

FEMA TR EK YH 


input n, A, z, M 

output 0, x 

for k=) to M do 
year 
repy) gla) 
zey 
output k, z, r 

end do 


这 里 p EK TREE MR. 
在 者 法 的 实际 实施 中 ， 引 进 规范 化 的 向 量 x” 是 适当 的 ， 因 为 否则 它们 可 能 收敛 到 0 或 者 
变 成 无 界 ， 于是， 我 们 可 以 修改 迭代 如 下 
input n, A, z, M 
output 0, 2 
for k=1 to M do 
year 
regy) / p62) 
zey/ yl 
output k, z, r 
end do 


这 里 使 用 的 范 数 可 以 是 任何 一 种 方便 的 范 数 ， 例 如 7/- 范 数 1z1-==max | z; | .而 比值 7 
与 非 规范 形式 算法 中 的 那些 比值 相同 (习题 5. 1. 2 要 求证 明 这 个 命题 . ) 


6 5 —5 

例 1 om 6 一 2| 和 初始 向 量 zx 一 (一 1，1，1)7 使 用 宪法 . 
Sy, = 1; 

E 用 规范 形式 的 算法 编程 ， 取 线性 泛 函 p 为 p(zx) 一 z,， 下 面 对 少 数 的 值 给 出 规范 化 
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HR ÀME r: 


k=0 “© =(— 1.000 00, 1.00000, 1.000 00) 
k=1 — 1.000 00, 0.33333, 0.33333) m= 2.0 
k=2 n= —2.0 
k=3 n= 22.0 


k=4 ra = 8.9091 


k XH =(— 1. 000 00,— 0.824 42, 0.82442) rs =6.715 08 


k= 28 x” =(— 1,000 00,— 0. 999 98,— 0. 999 98) r» 一 6. 000 07 

A 的 主 特征 值 是 6， 而 一 个 特征 向 量 是 (1，1，1)7. 国 

当 某 些 或 全 部 特征 值 是 复数 时 我 们 的 短 法 分 析 是 成 立 的 ， 并 且 在 我 们 的 假设 下 算法 计算 41 
和 一 个 相应 的 特征 向 量 . 
5.1.3 艾 特 肯 加 速 

如 果 把 比值 re 看 作 是 和 的 近似 ， 那 么 估计 | x, 一 A1 | 的 误差 是 有 趣 的 ， 这 里 有 关 的 结果 
都 包含 在 习题 5. 1. 3 和 5. 1. 4 中 .结果 是 

Te 一 = (e +8) Cra — ar) 

常数 < 满足 | c | <1, WAKAF O HEL. SPAR, AREEN JRTE MAF à. 
因为 我 们 知道 误差 的 这 个 线性 收敛 行为 ， 所 以 可 使 用 一 个 称 为 艾 特 肯 加 速 的 一 般 过 程 . 从 已 知 
的 序列 [ro] 出 发 ， 我 们 利用 公式 


TaT iie — The 
Ta — 2rin Hra 
构造 另 一 个 序列 [s%]， 依 照 下 面 一 般 的 结果 ， 这 个 序列 收敛 快 于 原来 的 序列 . 
BULA HSB) 设 [r] 是 一 个 收效 于 极限 的 序列 ， 如 果 r r= leti) 
(mmD，|cl<1 且 lima, 一 0， 则 新 序列 
Panto — Tat 
Tara 一 Zrons tr, 
收效 于 了 快 于 [r,]， 实 际 上 ， 当 mco 时 ，(5% 一 /Cr 一 站 -0， 
证 明 ”定义 误差 序列 ,二 xr, 一"， 则 一 个 简短 的 计算 可 得 
s = Ort had Cr F hasz) = rt hag)? 
OF hina) —20 Fh) +O +h) 
Asia — hh 
hara — Phas + hy 
AA FAB has = Cot 8h BI hase 二 (c 十 8,41) (CFO RUE 
hy (ot bas Ce Hehn — (C+6,)? HE 
CH.) (OF ODA, ~ 2E+S IN, +h, 
cto (etd) 一 (c 十 3) 
"CF ba CFB) — 28, +1 


s= 


s= (n>0) 


一 r 十 


Sr 


=h, (5) 


253) 
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因为 等 式 (5) 中 分 子 收敛 于 0 而 分 母 收 伊 于 (c 一 1)? HABE 0, MABA im, —r)/h=0. W 
因为 公式 中 减法 相 消 将 最 终 损害 结果 ， 所 以 重要 的 是 在 明显 地 出 现 稳定 值 后 ， 立 刻 终止 父 


FEMEIE. 
在 讨论 宪法 的 其 他 变形 之 前 ， 我 们 将 证 明 一 个 关于 特征 值 的 基本 事实 . 
定理 UEHARA) 若是 A 的 一 个 特征 值 且 A 是 非 奇 异 的 ， 则 是 A “的 


一 个 特征 值 . 

证 明 设 Ar=Xr,，z 承 0, 则 Xx=A (X47) 二 44 r. Ait, A'e=aA eH HATHA TH 
一 个 特征 值 . a 
5.1.4 BOR 


定理 2 提出 一 种 计算 A 的 最 小 特征 值 的 方法 ， 假 如 A 的 特征 值 可 以 排列 如 下 : 
[Ar [>l ae Leer Slava 1>1% 1>0 


这 个 假设 推出 A 是 非 奇异 的 ， 因 为 0 不 是 一 个 特征 值 ，A “的 特征 值 是 M7: ， 并 且 它 们 被 

安排 成 这 样 : 
last >) > lar |>0 
因此 ， 我们 可 以 对 A' 应 用 宪法 来 计算 A;'、 首 先 计算 A“'， 再 计算 cP 一 Aizw 不 是 一 个 
好 的 主意 ， 我 们 宁可 通过 解 方 程 
Arh) = xp 

得 到 > ”"”， 这 可 以 用 高 斯 消 元 法 有 效 实施 ， 它 只 要 执行 一 次 高 斯 消 元 法 的 分 解 过 程 ， 然 后 从 
Zz 起 到 cB) zx” 等 等 改变 右 端 向 量 反 复 执行 求解 过 程 。 这 就 是 逆 才 法 . 

例 2 用 例 1 中 的 矩阵 说 明 逆 敌 法， 它 的 LU 分解 是 


1 0 ofe 5 =f 
6.3: =§ 

1 13 1 
k s =- fè DOO cg meg 
25 -1 1 10 12 

3 13 1 t T3. 


解 ”我 们 从 向 量 = (3, 7, —13)" 开始 并 计算 25 步 。 在 每 一 步 ， RI Ur =L” 
HA. 再 计算 和 打印 比值 ， 即 x, 二 x8*" /zi*， 在 我 们 进行 下 一 步 之 前 ,规范 化 Ot? 
( 即 用 它 的 4-. 范 数 除 它 )， 下 面 是 一 些 输出 数据 : 

k=0 x =( 3.00000, 7.000 00, 一 13.000 00) 


k=1 xz 一 (一 0.80165, 一 0.008 26, — 1.000 00) ro = — 5.888 9 
k=2 x? 一 (一 0.950 89,—0.017 74, — 1.000 00) n= 1. 197 59 
k=3 x? =(— 0.987 59,— 0.007 12, — 1.000 00) r,= 1.027 50 
k=4 x =(— 0.996 88,— 0.002 23, — 1.000 00) r, = 1. 004 46 
k=6 x =(— 0.999 80, — 0.000 17 — 1. 000 00) 1. 000 12 
k=11 xzon =(—1.00000, 0.000 00, — 1.000 00) 1. 000 00 
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其 余 的 迭代 没有 改变 . a 

在 这 个 阶段 ， 我 们 已 经 概述 了 计算 A AAEM RR A BBE OE 
法 ， 通 过 考虑 位 移 矩阵 4 一 /TI， 我 们 能 得 到 计算 A 最 靠近 一 个 给 定 值 x 的 特征 值 的 方法 ， 假 
E A 的 一 个 特征 值 4 满足 不 等 式 0< | ayl <e， 这 里 py 是 一 个 预先 指定 的 复数 . 假如 A 的 
其 余 特征 值 都 满足 不 等 式 | 4y] >e WH A- al 的 特征 值 是 4; 一 x， 所 以 可 以 对 A 一 pl 应 
HERE, ARAD “的 一 个 近似 值 。 这 里 再 从 解 方程 (A 一 yz**" 二 x 中 得 到 所 需要 的 
向 量 序列 ， 在 这 个 算法 中 计算 一 次 A 一 1 的 高 斯 分 解 。 因 为 这 个 过 程 计算 =A, 
以 我 们 可 以 从 公式 44 二 z' 十 py BBA RPK HBR. 

类 似 地 ， 我 们 可 以 计算 一 个 离 给 定 值 最 远 的 特征 值 4;.， 假如 对 A 的 某 个 特征 值 %;， 存 
在 一 个 正 的 使 得 | uu | >e， 并 且 对 A 的 其 他 一 切 特征 值 ”,, 我 人 有 0< | 4 一 py | <e 
对 (A 一 pn) 应 用 壬 法 计算 z=X, 一 py， 因 此， 我 们 得 到 4 一 z 十 py. 


5.1.5 小 结 
我 们 把 这 些 结果 总 结 在 下 表 中 : 
方法 方程 计算 
# rt? = Ar” 最 大 特征 值 A, 
pd Arh” =z? 最 小 特征 值 4。 
{LEG HE a = (AyD) 离 py 最 远 的 特征 值 
(LG itt WE (A 一 pyDzx** =O 》 离 p 最 近 的 特征 值 
习题 5.1 
1 设 A 是 一 个 nXn 逢 阵 ， 并 且 其 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (u”，w”，…，u). Au HA Us IER 
PAu”, u”, e, u HAARE. WA PAP 是 什么 ? 
2 EBA FE 9 9 (HE A TE LTDA A, e r 的 值 相同 . 
3. TEMBER, Br Sgr)”. 我 们 知道 limm =A.. 证 明 相 对 误差 服从 


amaya 


这 里 数 形成 一 个 有 界 序列 . 

A BO AEB rin) Sar = Co BI (一 和 )，1c1<1 且 im 一 0%， 故 可 以 应 用 艾 特 肯 加 速 ， 假设 
lar | > Tard. 

e 倘若 CHO, UEDA TE RE AT MRE. 4 neont, Cs. —r)/C r+3 一 7) 一 0. 

. HAER CAE BE LAL RE RE DAT me E OR M/R. 

. 在 规范 化 宪法 中 ， 证 明 : A> 0. Ua a zx 收敛 于 一 个 特征 向 量 . 

.设计 一 个 简单 的 各 法 乘法 处 理 下 列 情况 : A => | | Sl ae | SS Lael. 

如果 序 列 [r,] 只 满足 假设 。 | n+ 一 | Sel rer | ，0<<c<0.2， 你 对 艾 特 肯 加 速 能 证 明 什么 ? 

10, 设 A 的 特征 值 满足 4, >a. >…>1。( 全 是 实数 ， 但 不 一 定 是 正 的 )， 为 了 使 寡 法 应 用 于 A 十 BI 时 能 最 迅速 地 
WRF A, BR 8 应 该 使 用 什么 值 ? 

11. 如 果 不 是 A 就 是 B 为 非 奇异 阵 ， 证 明 1 一 AB 和 1 一 BA 有 相同 的 特征 值 . 

12. 如 果 对 一 个 实 矩 阵 与 一 个 实 初始 向 量 应 用 宪法， 当主 特征 值 是 复数 时 将 会 发 生 什么 情况 ? 怎样 应 用 课本 中 


opna g 
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13. 


2 


23. 


24, 
= 证明 计算 艾 特 肯 加 速 的 一 个 合适 形式 是 


2 


26. 


所 概述 的 理论 ? 
下 列 矩 阵 的 特征 多 项 式 是 怎样 的 ? 


.对 任意 的 复数 4 和 任意 的 nXn PEA, ER 


dim{r;Ar = Ar} = n— rank(A — àI) 


. 设 A=LU， 其 中 工 是 单位 下 三 角 阵 而 U 是 上 三 角 阵 ， 取 BUL, ER B 和 A 有 相间 的 特征 值 . 
, 假如 A 有 一 行 , 比 如 说 第 k 行 ,使 得 >») lay |=0. RBRRMA 中 去 掉 第 上 行 和 第 列 后 所 得 到 的 矩阵 ， 


ee 


证 明 au 是 A 的 特征 值 ,并 且 A 的 其 余 特征 值 都 是 B OY EMEA. 


be 45 
… 一 个 "Xnm ERS iO, WIRE OTE MAR IRR". TERE ai 1 是 亏损 的 ， 


， 证 明 ; UR Xn EA n 个 不 同 的 特征 值 ， 则 它 不 是 亏损 的 . 
e ( 续 ) 证 明 上 题 的 逆 命 题 不 成 立 . 
， 在 一 些 计算 实 矩 阵 特征 值 的 实验 中 ， 时 常 观察 到 出 现实 特征 值 ， 如 果 AE. EHA nn SE 


少 一 定 有 一 个 实 特征 值 . 


…《 续 ) 一 个 实 多 项 式 可 分 解 成 二 次 因 式 和 一 次 因 式 ， 二 次 因 式 可 能 有 复 根 、 计 算 实 一 次 因 式 tothe 


根 的 概率 ， 假 定 系数 a 和 65 选 自 正方 形 | a | <p. |b 1'<p 中 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 当 peoo 时 ， 证 明 这 
个 概率 收敛 到 0， 当 p~~0 时 ， 证 明 这 个 概率 收敛 于 1/2， 这 个 结论 对 实 矩阵 的 特征 值 暗示 着 什么 ? 
对 大 的 大 值 计算 z 沁 一 人 zz， 我 们 可 以 反复 执行 矩阵 的 平方 ， 

A AP Abs Ab eee A 
Am AARNE RF E a = Ar， 把 这 个 过 程 与 通常 的 蚕 法 进行 比较 ， 计 算出 每 种 方法 达到 
xz” 所 需要 的 乘法 次 数 ， 证 明 ， 对 大 的 m， 平 方法 总 是 比较 经 济 的 。 再 通过 调节 ANNEKE, tit 
个 避免 上 溢 的 方法 . 
使 用 ”的 无 穷 范 数 ， 采 取 千 法 的 两 种 选 代 确 定 下 列 矩 阵 的 谱 半径 p(A) 的 近似 值 ， 初 始 向 量 取 (1，1，1)". 


( 范 数 不 是 线性 泛 函 , ) 
2 0 一 ! 
a-f- 一 10 | 
HL =1,. 4 


TER Hp RK. WP BAT lal. 


A'r 
其 中 
An = tin On = Aren 一 Am 
这 些 是 第 6 章 中 将 要 讨论 的 向 前 差分 . 
对 范围 1 二 j,k<n 中 的 每 个 j Ak, i fafi 的 线性 函数 (一 个 线性 函数 具有 形式 Ate) 你 如 何 确定 
4 的 值 使 det( fa (AD) = 02 就 一 般 而 言 ， 存 在 多 少 这 样 的 值 ? 它们 位 于 复 平面 的 什么 地 方 ? 
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计算 机 习题 5. 1 

. 对 例 1 中 的 矩阵 作 雷 法 ， 初 始 向 量 为 (1，2，3)"， 做 100 步 ， 并 且 解 释 为 什么 在 早期 貌似 收敛 之 后 又 收 伍 
到 另 一 个 值 . 

2. 对 已 知 的 nXn 和 矩阵 A， 编 写 一 个 子 程序 或 过 程 ， 应 用 正规 的 敌 法 M 步 ， 从 一 个 已 知 的 向 量 < 开始， 结合 
艾 特 肯 加 速 ， 在 每 步 ， 都 打印 当前 的 向 量 zw ， 当 前 的 比值 nh， 以 及 课本 中 所 定义 的 当前 加 过 值 n， 对 
A 一 A7 测 试 这 个 过 程 ， 其 中 

1 


t 
11 
p ee 
2 4 


3 4 
b.A=|7 -1 | 5, 10 
1-1 51 


EG ART Yt LF. SF ae A A EO RE. 

a 编写 一 个 计算 机 程序 ， 在 你 的 计算 机 系统 上 重新 产生 例 1 中 所 给 的 结果 ， 把 你 的 程序 模块 化 为 若干 个 子 
程序 或 过 程 ， 计 算 算法 的 每 个 主要 部 分 (例如 ， 你 可 以 要 求 构 造 下 列子 程序 (1) 一 个 矩阵 乘 一 个 向 量 ， 
《2) 点 积 ，(3) 用 另 一 个 向 量 车 代 一 个 向 量 ，(4) 向 量 的 范 数 ，(5) 规 范 化 一 个 向 量 以 及 其 他 项 目 . 

b. 把 父 特 肯 加 速 增加 到 你 的 代码 中 并 再 次 运行 它 。 对 这 个 方案 写 出 你 的 结论 . 
a, 对 例 2 重复 上 是 a. 

b. 对 例 2 重复 上 题 b. 
' 编写 并 测试 一 个 计算 最 远离 给 定 复数 的 特征 值 的 计算 机 程序 ， 并 对 本 节 中 的 矩阵 例子 测试 程序 . 
T 构造 一 个 例子 说 明 如 果 椒 在 一 个 适当 的 步 数 中 止 ， 艾 特 肯 加 速 将 会 产生 毫 无 意义 的 结果 . 


5.2 REH Gershgorin 定理 


我 们 继续 复习 基本 的 矩阵 特征 值 理论 ， 记 得 如 果 存在 一 个 非 奇异 阵 P I B= PAP, 
就 称 两 个 矩阵 A 和 B 是 互 为 相似 的 ， 这 个 概念 的 重要 性 源 自用 不 同 的 基底 表示 同一 个 线性 变 
换 的 两 个 矩阵 是 互 为 相似 的 这 个 定理 

定理 1( 相 似 算 阵 的 特征 值 定理 ) 相似 给 阵 有 相同 的 特征 值 . 

证 明 设 A 和 B 是 相似 和 矩阵， 即 


ae 


p 


B=PAP™ 
我 们 将 看 到 A MB 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 事 实 上 
det(B— àI) 一 det(PAP- 一 MT) 
=det[P(A — A1) P`] 
=detPdet(A — AI )detP™ 
=det(A —al) 
这 里 我 们 引用 了 两 个 基本 事实 : 两 个 矩阵 积 的 行列 式 是 它们 的 行列 式 之 积 ， 北 矩阵 的 行列 式 是 
这 个 矩阵 行列 式 的 倒数 . a 
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5.2.1 舒 尔 分 解 

定理 1 提出 了 一 个 求 4 的 特征 值 的 方法 : 用 一 个 相似 变换 把 A 变 为 B， 即 B=PAP, 
并 计算 B 的 特征 值 ， 如 果 B 比 A 简单 ,那么 其 特征 值 的 计算 就 可 能 比较 容易 ， 特 别 是 ， 假 如 
BHAMAR. M B 的 特征 值 (县 A 的 特征 值 ) 就 是 B 的 对 角 元 ， 因 为 前 面 的 方法 (在 理论 上 ) 总 
是 可 能 的 ， 据 此 自然 地 就 引导 我 们 得 到 重要 的 舒 尔 定理 ， 记 得 如 果 UU =I, REER U 为 西 
E. REU 表示 U SEH: (UU. 如 果 对 某 个 酉 阵 U A B=UAU" , ABA PEE 
A 和 B 是 西 相似 的 . 

定理 2( 舒 尔 定理 ) 每 个 方 阵 西 相似 于 一 个 三 角 阵 。 

证 明 ”对 和 矩阵 A 的 阶 数 nn 作 归 纳 法 ， 对 mn 二 1， 定 理 是 平凡 的 .现在 假设 该 定理 对 所 有 n 一 1 
阶 矩 阵 都 成 立 ， 然 后 考虑 n 阶 矩 阵 4， 设 4 是 4 的 一 个 特征 值 ，z 是 一 个 相应 的 特征 向 量 ， 不 失 
一 般 性 地 ,假设 7 中, 二 1， 如 往常 一 样 ， 设 e" 表示 标准 的 单位 向 量 = (1，0，…，0)7， 如 
Ray A0, =n) l a | ; Mx, =O, 取 p 一 1 由 引 理 2 可知， 存在 一 个 西 阵 U 使 得 
Ur=f”. AAU RAM, WUU ‘=U HB 'z=U' e”, & 

UAU’ e” = UAR 'z = pF'AUzr = de? 


这 就 证 明了 UAU WRI Ae. A BARA UAU 中 删除 第 一 行 和 第 一 列 后 所 得 到 
的 矩阵 ， 由 归纳 假设 ， 存 在 一 个 "一 1 阶 西 阵 Q 使 得 QAQ* 是 三 角 阵 ， 因 此 化 A 为 三 角 阵 的 西 


阵 是 
v-[ oF 
内 为 
vav- opa 2] 
“Lak ale e] 


1 077A wQ* à wQ* 
=h all 站- [i aa] 
在 上 面 等 式 中 ，w 是 一 1 维 行 向 量 ，0 表示 n 一 1 维 零 向 量 ， 由 于 矩阵 
sol 
0 Q. 
是 西 阵 ， 所 以 证 毕 . a 
读者 可 以 看 到 刚才 所 给 出 的 证 明 并 不 是 构造 性 的 ， 这 是 因为 它 要 求 特征 值 存在 (并 利用 它 
AD. 但 是 几乎 没有 提 到 如 何 计算 它们 的 问题 . 
推论 AMER RE) 每 个 方 阵 相似 于 一 个 三 角 阵 . 
推论 2( 百 相似 无 阵 推论 ) ”每 个 埃 泵 米 特 降 百 相似 于 一 个 对 角 降 . 
证 明 车 A 是 埃 尔 米 特 阵 ， 则 A=A*. RU 是 一 个 西 阵 并 使 得 UAU 是 上 三 角 的 ， 则 
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(UAU* y 是 下 三 角 的 .但 是 
(UAU* )* =U" A*U* =UAU* 
Wik, HE UAU 既是 上 三 角 的 又 是 下 三 角 的 ， 所 以 它 一 定 是 对 角 阵 . a 
引 理 1( 西 阵 第 一 引 理 ) BH [一 zu" ZAKS ARS | vl i=2 HR v= 
证 明 为 使 矩阵 U= [一 zw" ERR, RIER 
I= UU" 
= (I—w" )(I—w") 
= 1-2w' +w'w' 
= I— 2w" + ("vw") 
=I1-(-v'v)w' 
(这 里 我 们 把 纯 量 vv 移 到 前 面 . ) 因此 ， 对 uv 的 充分 必要 条 件 就 是 vv 一 2 或 vv" =0. a 
引 理 2( 西 阵 第 二 引 理 ) hr fry 是 两 个 使 得 上 zr 上 := 二 上 ‖y 上 : 且 (z，y) 为 实 孝 的 向 量 ， 则 
存在 一 个 形 如 1 一 vv" HAR, 使 得 Uz 二 yy. 
证 明 车 z=y, 设 v=0. Hrxy, 一 个 非常 好 的 猜想 引导 我 们 去 尝试 "一 c(z 一 ?>)，a 一 
V2/1 xz 一 > 上 :如 此 选择 的 v 导致 
Ur —y = Uw" )x-y=2-w'r-y 
=z- y-a (zyz —y" x 
= (z 一 y)[1 一 as(z' 工 一 yz)] 
因为 上 式 方 括号 中 的 数 为 0， 所 以 其 结果 变 成 0。 为 此 ,我们 利用 假设 x* z=y" yk y r=r y 
计算 
1-a (zy a= 1 一 二 orz 二 rz 一 2 ya) 


= 1 fate rt yt yy ary) 


= 1- Gala —y ay) 


1 一 二 ez 一 > 性 =0 a 
例 1 下 面 是 舒 尔 分 解 UAU" = 了 的 一 个 具体 例子 ,其 中 U 是 西 阵 ， 本 为 上 三 角 阵 . 
解 
0.36 0.48 0.80}f 361 123 —1807 70.36 0.48 0.80 
0. 48 0.64 一 0. n! | 148 414 -| k 48 0.64 一 0. a 
0.80 —0.60 0.00J/L—92 169 65J L0.80 — 0.60 0. 00. 
125 380 一 125 
一 | 0 465 1 J B 
0 0 250. 
WRC Al nXn 矩阵 A 的 一 个 特征 值 *， 那 么 舒 尔 定理 的 证 明 指出 ， 怎 样 产 生 一 个 (n 一 DX (n 一 1) 
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(268) 
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ERA, HARER a 外 都 与 A 的 那些 特征 值 相同 .这 个 过 程 称 为 降 阶 . 

特征 值 降 阶 过 程 的 形式 如 下 : 

1. 相应 一 个 已 知 的 特征 值 4 得 到 一 个 特征 向 量 工 . 

2. # #0, BX P=2/j xz | ， 否 则 取 p=1. 

3. 定义 a=V2/ || x—pe™ |z, v=ala—fe”), U=I—w". 

4. 从 UAU' 中 去 掉 第 一 行 和 第 一 列 后 得 到 矩阵 A, 

求 多 项 式 p 的 根 的 一 个 类 似 的 降 阶 过 程 在 3. 5 节 中 作 过 讨论 ， 在 求 出 一 个 根 8 之 后 ， 我 们 
可 以 用 x 一 6 除 p(z) 得 到 一 个 具有 相同 根 ( 除 & 外 ) 的 低 次 多 项 式 . 

大 多 数 计算 特征 值 的 数值 方法 一 次 只 计算 一 个 特征 值 ， 而 把 任意 一 种 这 样 的 方法 与 降 阶 过 
程 组 合 起 来 就 可 以 计算 出 所 希望 多 的 矩阵 特征 值 ， 但 实际 上 ， 必 须 细心 地 使 用 这 个 方法 ， 因 为 
后 续 特 征 值 可 能 会 受到 越 来 越 多 的 伟人 误差 影响 . 

5.2.2 特征 值 的 定位 

文献 中 的 许多 定理 都 以 一 种 粗略 的 方式 描述 了 位 于 复 平面 上 的 矩阵 特征 值 ， 下 面 是 这 些 定 
位 定理 中 最 著名 的 定理 ; 

定理 3(Gershgorin 定理 ) FALE MP nAMAD, HF 


D={zs€EC:lz-alS Dla,l} U<i<n) 
Al 


yri 


BE nXn EEA 的 谱 ( 即 它 的 特征 值 集 ). 
证 明 AA 的 谱 中 任意 元 ， 选 择 一 个 向 量 z 使 得 hz= hz 上 且 ‖ zj -=1. 设 i 是 使 
| x | 一 1 的 一 个 指标 ， 因 为 (Az),=Mz,， 我 们 有 


ax, = Sayz, 
f 
所 以 ， 
(一 ao)z = Yayz, 
a 


再 取 绝对 值 并 用 三 角 不 等 式 和 | x, | <1= | z | ， 有 


lama I< Shay Mal Slay | 


FÆ, AED, a 
例 2 ARE 
f-14i 0 + 
A=! 1 1 
1 1 3 
的 Gershgorin 贺 盘 如 图 5-1 所 示 .从 此 图 可 以 推 知 A 的 所 有 特征 值 满足 不 等 式 1/2< | 4 | <5. 
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图 5-1 Gershgorin 圆 盘 a 


定理 4( 特 征 值 团 盘 定 理 ) SMEA MMURRP AP HHI, BREE, A 

A 十 的 特征 值 位 于 下 列国 盘 之 并 中 : 
HAEC: | AA | Sew (P) | Bll} 

KP As Are tty An RA 的 特征 值 ，k (PIE 4.4 HPA RLM P Hh SH. 

证 明 我 们 可 以 建立 一 个 稍 加 精确 的 结果 ， 若 P-:AP= D， 对 角 阵 DIM IATE WAL, der 
eo An H sp RRM, RIA 

sp(A + B) = sp[P™ (A + B)P] = sp(D+ P`’ BP) 

对 D+C 应 用 Gershgorin 定理 ，C= P-:BP， 可 以 推出 A+B 的 谱 在 DD 十 C 的 Gershgorin 圆 盘 
的 并 中 ， 即 


{aE CH A~A ee ISD) dy tey l= De I} 


由 三 角 不 等 式 和 | C | HEL RIA 
abe Hee leta lt S Ley | 
< ICN < IP UI BlaIPle-e(P BI. m 

定理 4 指出 当 A 被 扰动 后 ， 其 特征 值 将 被 一 个 不 超过 ec-(P) || B| .的 量 扰动 ， 其 中 BB 
BAERT e (P) 是 用 4. 算 阵 范 数 计算 的 已 的 条 件数 ，( 见 44 节 .) 

对 埃 尔 米 特 阵 ( 即 A* =A), HERE P 可 选 为 百 阵 ;这 是 千 尔 定理 的 推论 2， 央 为， 此 时 P 
的 行 就 是 满足 | zh :一 1 的 向 量 ， 由 此 可 得 P<Vz， 这 对 PART, ELL eo (Pn. 
因此 ， 对 任何 矩阵 B. A+B 的 特征 值 位 于 下 列 圆 盘 的 并 中 ; 
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ETC: 1) 一 1 | <n | BI} 
HEP Als Aes tts An 是 埃 尔 米 特 阵 A 的 特征 值 . 
习题 5. 2 
1. R F BS PF AY BF A OP 
3 8 4 7 
[e eG al 
2 irl: =1, RU=I-222°. EHU =]. 
3. BOR r r=2, BAU xx) 是 什么 ? 
4. Bx = 1, 确定 [一 zr RSD BM? 
5. CRER Irr 奇异 当 且 仅 当 x" z=1， 并 在 所 有 非 奇 异 情况 下 ， 求 出 它 的 逆 . 
6. 证 明 A 的 特征 值 位 于 下 面 所 定义 的 两 个 集合 D AE 的 交 中 . 


D=U {z€ Ctl z-as I< by a, |} 
E= Ù (z€ C| z-a <È la, 1} 
fet 
7. EH, 车 4 是 A 的 一 个 特征 值 ， 则 存在 一 个 非 零 向 量 z 使 得 ASA". (其 中 x" 表示 行 向 量 . ) 
8. 证 明 ， 车 A 是 埃 尔 米 特 阵 ， 则 课本 中 的 降 阶 方法 将 会 产生 一 个 埃 尔 米 特 阵 . 
9. 证明， 车 矩阵 A 的 一 列 ， 比 如 说 第 列 ， 满 足 ay =0, ij, Ba, SLA 的 一 个 特征 值 . 
10. 规范 阵 是 一 个 与 其 伴随 算 阵 可 交换 的 矩阵 ，44' =A AL 证 明 : 若 4 是 规范 阵 ， 则 对 任意 的 纯 量 4， 
A 一 A1 也 是 规范 阵 . 
11. 假如 A 是 规范 阵 朋 zx 和 > 是 A 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 ， 证 明 z” ?一 0. 
12, EH: 若 A 是 规范 阵 ， 则 A 和 A* 有 相同 的 特征 向 量 . 
13. HEM: 车 A 是 规范 阵 ， 则 由 条 件 AB= BA 可 推出 A* B= BA. 
14. 证 明 : 车 z+ 和 > 是 C" 中 具有 相同 欧 儿 里 得 范 数 的 点 ， 则 存在 一 个 两 阵 U 使 得 Uz 二 y. 
15. 证 明 或 否定 ,车 (zt ，z:，…， 坯 } 和 {yy ， 为 ， …，%} 是 C" 中 的 标准 正 交集 ， 则 存在 一 个 西 阵 U 使 得 
Uri= y, ISIS. 
16. 证 明 ， EEDA v re y HU- )z= y， 则 (rz，y) 是 实数 . 
17. 为 使 1 一 wo" 是 西 阵 ， 求 向 量 对 x 和 vw 应 达到 的 确切 条 件 . 
18. E: 若 Q 是 西 阵 ， 则 
141:= QAI: = IAQ: 
iè: AM E=p(AA™). 
19. 证 明 ， 若 4 是 对 角 阵 ， 则 
1A4A1: = max | as | 
20. WEB: SHER AMA, AISI ATA Ie. 
21. BA, 表示 A HYP. 证明: |A, SNA ls. 请 问 这 个 结论 对 所 有 从 属 矩阵 范 数 是 否 成 立 ? 


22. 矩阵 A 的 迹 是 tr(A) = Si ERER A 的 迹 等 于 其 特征 值 之 和 .此 处 使 用 舒 尔 定理 会 有 帮助 . ) 


23. ( 续 ) 证 明 : BEAL. dev oy A, 是 A 的 特征 值 ， 则 A" 的 迹 是 
(AT) = at har +o tar 
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24. ( 续 ) 证 明 : 若 A 的 特征 值 满足 1X | > La]. i52, 3.) n, B 


- tr(A™) 
an = fim “CAPD 


25. WE: 车 A 和 B RAR, MAB 和 BA 有 相同 的 特征 值 - 
26. WER: 若 导 十 站 =1，c 十 必 一 1， 则 下 列 扼 阵 是 西 阵 : 


ad ac b 
p x -, 
2 0. 


注意 ; 对 任意 的 9 和 gp， 我们 可 设 a=sin0， b=cos9, c=sinp, d= cosg 
27. ER: 若 向 最 z 满足 | | ;= 1， 则 存在 一 个 西 阵 ， 其 第 一 列 是 2. 
28. WA Rn Xn EDK, BAL m Xm HERE. Cn Xm HERE. ER: 2 C 的 秩 为 mm IFA AC=CB, M 
sp(B) & sp(A) 
29, 证 明 或 否定 : 若 A 是 方 阵 ， 则 存在 一 个 埃 尔 米 特 西 阵 U 使 得 UAU 是 三 角 阵 . 
30. 不 用 求 出 特征 值 ， 证 明和 矩阵 


的 特征 值 满足 不 等 式 1< | | <9. 
31, 证 明 


Se = 


的 特征 值 的 虚 部 都 位 于 区 间 [ 一 1，1] 中 . 
32, 求 矩阵 ` 
f 2.888 0.984 — 1.440 
A= | 1.184 3.312 — 1.920 
1~0.160 2.120 — 0. 200. 
WERD UAU = T. 提示 :这 里 应 该 使 用 例 HAR. 


33. H lava l> È las |, 则 矩阵 A 一 XI 是 对 角 占 优 的 . 利用 这 个 概念 证 明 Gershgorin 定理 . 


34. 设 U=1 一 Auu" ,其 中 是 一 个 给 定 的 向 量 ， 试 求 使 U 为 西 阵 的 一 切 复数 4. 

35. MER A 相似 于 一 个 几乎 对 角 阵 B。 那 么 能 否 推 出 A 的 特征 值 接近 于 B 的 对 角 元 ? 证 明 一 个 与 此 有 关 
的 定理 ， 并 且 研 究 当 巨 是 几乎 三 角 降 时 的 问题 . 

36. RA Ain Xn REID), Dre =, D, 是 其 Gershgorin 圆 盘 ， 假 如 特征 值 4 位 于 Dy 中 但 不 在 任何 其 他 
圆 盘 中 ， 设 = 是 对 应 于 》 的 一 个 特征 向 量 . 证明: ik zz | > hz! . 

37. a 对 矩阵 
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概略 画 出 Gershgorin 圆 盘 并 给 出 谱 半 径 p(A) 的 一 个 界 . 
b 利用 上 Al 确定 p(A) 的 上 界 和 卜 界 ， 其 中 
1 
f 


yT 
0 0 3. 
之 后 青 重复 使 用 Gershgorin 定理 . 
38. 利用 Gershgorin 定理 证 明 因为 对 角 占 优 阵 的 特征 值 不 为 0， 所 以 它 是 非 奇 异 阵 . 
39. 证明: der(1+ rx" = lta zx， 提示 : 存在 一 个 西 阵 把 映射 成 e, = (1，0，…，0)T 的 倍 向 量 . 


53 正 交 分 解 和 最 小 二 乘 问题 


本 节 我 们 继续 利用 复 向 量 和 矩阵 来 进行 研究 ， 在 本 章 开 始 ， 我 们 回顾 了 复 空间 C" 中 的 基本 代 
数 ， 在 此 空间 中 ， 人 允许 我 们 用 内 积 (,) 定 义 正 交 的 概念 ，C" 中 的 一 组 向 量 [w，v,，…，v] 被 
称 为 正 交 的 ， 如 果 当 AT 时 ， 就 有 (v;，vw,) 二 0， 若 (v,，v) 二 6;， 则 这 组 向 量 被 称 为 标准 正 交 
的 ， 取 i 二 j， 我 们 看 到 对 每 个 i 可 以 推出 | u | :=1. Hv 是 一 个 mnXA& 和 矩阵 A 的 列 ， 则 这 个 
标准 正 交 性 可 以 用 等 式 A A= 1 RRR. 
5.3.1 基本 概念 

现 设 [w ， ves vty vy EC" 的 标准 正 交 基 ， 每 个 元 rxE C" 对 适当 的 复数 c 具有 下 列 唯一 
的 表达 式 

ze Deg: 
在 这 个 等 式 的 两 边 对 某 个 w 取 内 积 ， 可 得 到 
(rw,) = (Eemu) = Sely) = Dess =g 
这 确保 对 一 切 xEC"， 
z= Dawe a) 

MOE. Wir, udu RRI Eu 方向 的 分 量 .R: 中 典型 情况 的 草图 参见 图 5-2. 


ra vv 
~ 


$ 

mu 
vv 

图 5-2 向 量 的 正 交 分 量 
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内 积 空间 是 一 个 抽象 的 代数 系统 ，C" 是 其 中 一 个 具体 代表 . 它 是 一 个 (复数 域 上 ) 线 性 空 
间 ， 在 空间 内 定义 的 内 积 满足 下 列 公理 : 

1. #xr#0, Mlz, z) >0. 

2. (az +By, z)=alz, z+Ply, z), Ha, BEC. 

3. (r, Y=., z). 

按 C" 中 的 方式 给 出 范 数 、 正 交 和 标准 正 交 的 定义 ， 内 积 空间 不 一 定 就 是 有 限 的 .由 前 面 
的 公理 很 容易 证 明 (z，y 十 z)=(z，y) 十 (z，z) 和 (z，ay) 一 a(z，2?). 

在 任何 内 积 空间 中 毕 达 哥 拉 斯 法 则 都 是 成 立 的 : 若 (z，y) 一 0， 则 

la+ylli = Writ lyi; 

这 是 从 

Naty li = (rt+yrt+y) = izz) + (yz) + (zy) + lyy) = | zl 十 上 > 
中 得 出 的 . 
5.3.2 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 

古典 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 可 用 来 得 到 任何 内 积 空间 中 的 标准 正 交 系 ， 为 描述 它 ， 我 们 假 
定 在 内 积 空间 中 给 定 一 个 线性 无 关 的 向 量 序列 [zx ，z: l 〈 这 个 序列 可 以 是 有 限 的 或 无 限 
的 , ) 我 们 用 公式 

w= am Dawu li (z — Yuu) > (2) 


生成 一 个 标准 正 交 序列 Lu uz, oo]. 

定理 1( 格 拉 姆 - 施 密 特 序 列 定理 ) 格拉 姆 - 施 密 特 序列 [zl ，x ，…] 具 有 性 质 ， 对 之 1， 
(uis urs ) 是 {TI1，X2，*…，ZXh} 线 性 生成 空间 的 标准 正 交 基 . 

证 明 我们 对 上 作 数 学 归纳 法 .对 k= 二 1， 我 们 从 上 面 (2) 式 有 y= la i'n. Alt, R 
{wu} 是 标准 正 交 的 ， 并 且 它 的 线性 生成 空间 与 {x} 的 线性 生成 空间 是 一 样 的， 我 们 注意 到 集 
{ary coy PERE, PVA |) x, |] 20. 

由 归纳 假设 ， 假 如 {x ，w; ，…，wi-1} 是 span{z ，z ，…，zi-i} 的 标准 正 交 基 . 设 

v= ry Dx)u (3) 


由 于 ,对 j<， 


(00) = (T2000) — D) Care yy) Cui sy) 
a 
= (arsu) — DY (tiru )ðy = (Cras) — (zu)) = 0 


Alt v EZF uy, m, oy mai. H v= 0, 我们 从 (3) 式 看 到 z € span{uy, ur =, wi). 
由 归纳 假设 ， 我 们 得 到 rE span{zx,，z,，…，z,-1)， 这 与 假定 {zx ，z ，…，z} 线 性 无 关 相 
AM. Wit. v#0, Hu KRZR vll O v ZERE. HH u 的 范 数 等 于 1， 所 以 集合 
{ww ，ts，*…， 册 ) 是 标准 正 交 的 .归纳 假设 连同 (3) 式 一 起 表明 v( 及 zw) 在 span{z1， t es 
wi), PTL. span{ars uss =t, u} Gspan{ai, qz, =, m). RAW, us =, wy) 和 
(215 Tes es n BERELER ARER kS), BELL spantu, us =, uy) =span 
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lais Tas ty Tah. a 

SURAT TR HELE, BARMTARARTERA— THAN. at 
时 ， 在 计算 中 产生 的 内 积 可 以 存放 在 矩阵 中 ， 它 将 是 因子 之 一 ， 我 们 对 mXn 矩阵 A HAA, 
Ars s A, 应 用 这 个 过 程 ，n 步 之 后 即 可 得 到 一 个 m Xn 矩阵 BB， 其 列 构成 一 个 标准 正 交 集 . 
下 面 就 是 格拉 姆 ~ 施 密 特 算法 : 

for j=1 to n do 

for i =1 to j—1 do 
ty 6A, B> 
end do 

Ch,— DisB, 

wlio 

By tyi'C, 

end do 

定理 2( 格 拉 姆 - 施 密 特 分 解 定理 ) 当 对 秩 为 nn 的 mXn BEA 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 时 ， 
会 产生 一 个 分 解 

A= BT (4) 

其 中 已 是 一 个 具有 标准 正 交 列 的 m Xn 乱 阵 ,而 丁 是 一 个 具有 正 对 骨 元 的 nXn 上 三 角 阵 . 

证 明 首先 ， 观 察 前 面 的 算法 实际 上 是 执行 (2) 式 中 压缩 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ， 其 次 ， 当 
fi>7 时 ， 肥 必 二 0 来 完善 了 矩阵 的 定义 由 定理 1， 旦 的 列 构成 R” 中 个 向 量 的 一 个 标准 正 交 
集 ， 并 且 每 个 A; MEB, B s B, 的 一 个 线性 组 合 ， 事 实 上 ， 由 (1) 式 ， 


i H 
A; = 316A, BB, = $,(4A;,B;)B; + (A; ,B;)B; 
台 名 


= DB, + (A,,B,)B, (5) 
现在 ， 我们 计算 Re 
(A, +B) = (C, + 1t,B,,B,) = (C,,B,> 
= CC/ = ty (6) 
当 (6) 式 的 结果 被 应 用 于 (5) 式 时 ， 得 到 
A= B= TB A<j<m (7) 
这 是 (4) 式 的 另外 -种 表示 方式 ， 机 = 


5.3.3 修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 算法 
经 验 表明 (Rice[1966])， 格 拉 姆 - 施 密 特 过 程 的 某 种 重组 通常 有 较 好 的 数值 性 质 ， 下 面 是 
修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 算法 : 


for = 1 ton do 
Arm Ci Ae 2 A 
for j=k+1 ton do 
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Ay Ay (Aye ADA 


end do 
end do 
其 中 A, 是 矩阵 4 的 第 7 列 ， 可 以 看 出 从 A, 的 分 量 中 尽快 地 同时 去 掉 了 基 向 量 A, 方向 的 
分 量 ， 在 这 个 算法 中 ， 有 相当 多 的 覆盖 ， 结 束 时 ， 原 来 的 集 {A, ，A: ，…，A4,} 已 被 一 个 标准 
TE SCRA. 


为 了 避免 计算 | z l: 时 涉及 到 平方 根 ， 修 正 的 格拉 姆 - 施 密 特 算法 通常 给 出 如 下 形式 ， 它 
会 产生 一 个 稍微 不 同 的 分 解 : 
for k=) to n do 
dye || A l3 
tal 
for j=k+1 to ndo 


yedi Ay, Aad 
Aye Ay ty Ae 
end do 


end do 


定理 3( 修 正 的 格拉 姆 - 施 密 特 分 解 定理 ) BRA n Hm Xn HA 的 列 应 用 修正 的 格拉 

姆 - 施 密 特 过 程 ， 则 变换 后 的 mXn BE BAANAERRARR 
A= BT 
其 中 本 是 一 个 nXn 单 位 上 三 角 阵 ， 它 的 元 素 tw (j > 上 ) 是 在 算法 中 生成 的 . 

证 明 为 证 明 此 定理 ， 我 们 用 不 是 覆盖 量 而 是 保存 量 的 这 种 方式 来 编写 算法 ， 如 果 不 这 样 
做 ， 那 么 在 证 明 中 A, 就 会 不 确定 ， 因 为 在 算法 的 不 同 阶段 ， 它 表示 不 同 的 向 量 ， 我 们 把 原来 
的 集 重 新 标记 成 {A ，AS? ，…，As")}， 现 在 这 个 算法 可 写 为 ; 

for k=] to n do 

die WAP N3 

for j=k+1 ton do 
yedi AP, AP) 
APAP Ah 

end do 

for j=] tok do 
AeA 

end do 

end do 

CHEK TRIE PR FEE BL.) 

下 列 的 命题 将 对 上 用 归纳 法 证 明 ， 

MAC) : 若 minGiy) < k WAP AY) = dôs. 
注意 A(1) 是 成 立 的 ， 因 为 没有 满足 mini, D< 的 数 对 ， 用 .ACk) 作 为 归纳 假设 ， 则 .AC(k 十 1) 的 证 
明 如 下 进行 ， 考 虑 任何 满足 min, <H WEIG, j). HARE, RITER. 那么 
有 4 种 情况 需要 分 析 . 
L 车 i<k 和 jk， 则 由 AC(k)， 得 
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(AEP AY) = (AM AM) = did, 
2. Hick Mj>k. Wh Aw. @ 
(AP AY) = CAP AM — AY) 
= (AP AP) — iy (AP AP) 
= dé, —tndds = 0 
3. 设 i 一 ) 一 上 ， 则 有 
AW? AP) = (AP AIP) = dy 
4. Wi=k<j, WA 
CAEP ALP) = (AP AM — ty AP) = (AP AM) —i (AP AP > 
= tyd, —tyd, = 0 
由 上 述 归纳 证 明 ，.4(z) 成 立 ， 这 意味 着 当 i<n tt, (AP, AM) =d AMBALA, 
AP, or An” ETE SER. ER B 的 第 j IEA, M BY B 二 diag(d;，d,，…，d,)， 现 在 
我 们 取 tw 二 1， 并 且 当 >j 时 ， 取 i 一 0， 要 使 得 ABT, ERA 的 第 k 列 由 下 式 给 出 . 
Ay = AP = (AP — AP) + (AP — AP) + + AED — AP) + AP 
= WAP + ta AP +o + AP + AY 
= WAP +tnA +o + tu AP a 
5.3.4 最 小 二 乘 问题 
这 里 所 讨论 的 正 交 因 子 分 解 的 最 重要 应 用 就 是 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 问题 ， 考 察 下 列 n 个 
未 知 数 m 个 方程 的 方程 组 
Ar =b (8) 
其 中 矩阵 A dm Xn, 工 是 naX1,， bÆmX1 RIBE A MRA n ;因此 m>n, 因为 平常 
不 位 于 由 A 的 列 生 成 的 C" 的 子 空间 内 ， 所 以 方程 组 (8) 通 常 无 解 ， 此 时 ， 经 常 需要 求 一 个 使 得 
残 差 向 量 6 一 Az 范 数 最 小 的 zx. (8) 式 的 最 小 二 乘 “ 解 "是 使 1 6 一 Az || 极 小 的 向 量 z+，( 在 关 
于 A 的 秩 的 假设 下 ， 这 个 zx 是 唯一 的 . ) 
SBIR b= KRAMER) 若是 一 个 使 A"( Azx 一 b) 一 0 的 点 ， 则 工 是 最 小 二 来 问题 
的 解 . 
证 明 设 y 是 其 他 任何 点 .因为 A (Azx 一 5b) 二 0， 所 以 5 一 Az 正 交 于 A 的 列 空间 ， 而 且 ， 
由 于 4(z 一 >) 在 A 的 列 空间 内 ， 所 以 我 们 有 《44 一 Arz，A(z 一 ?一 0， 由 毕 达 哥 达 斯 法 则 可 证 
lb- Ay 上 一 10 一 Ar 十 ACz 一 y) |$ 
= lb- Arl} + || ACz—y) li> lb Ar |l; a 
车 A 被 分 解 成 上 述 定理 所 描述 的 形式 A = BT， 则 方程 组 Ar=b 的 最 小 二 乘 解 将 是 下 列 
n Xn 方程 组 的 精确 解 
Tz = (B° B)"B*b 
用 引 理 1 验证 这 个 结果 如 下 : 
A’ Ar 一 (BT) BTx = T’ B` B(B* B)"'B* b= T* B*b= A'b 
矩阵 (B" B) ' 是 diag(dy's dz!, =, dy’), $d, 是 修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 算法 中 所 计算 的 那 
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些 值 ， 如 前 所 述 ， 这 样 的 安排 避免 了 平方 根 的 计算 . 
与 方程 组 Axr 一 和 有 关 的 最 小 二 乘 问题 的 另 一 个 方法 是 直接 使 用 引 理 1。 于 是 ,车 
A*(Ar—6) =0 
则 量 || 6— Az || TABI. E mXn 矩阵 A KRKA n M A A 是 ">Xm 非 奇异 矩阵 (习题 5. 3. 2)， 
并 且 ， 此 时 恰好 存在 一 个 最 小 二 乘 解 ; 通过 解 +*Xn 非 奇异 正规 方程 组 
A‘ Ar=A‘b (9) 
ERRMSG. EE A A 是 埃 尔 米 特 正定 的 (习题 5. 3. 3)， 所 以 可 以 用 楚 列 斯 基 分 解 求解 
《9) 式 . 当 A 的 秩 小 于 ”时 ， 方 程 (9) 相 容 但 它 可 能 有 许多 解 . 
由 于 正规 方程 概念 上 的 简单 性 ， 直 接 使 用 正规 方程 求解 最 小 二 乘 问题 是 非常 吸引 人 的 ， 然 
而 ， 它 又 被 认为 是 解决 这 个 问题 令 人 最 不 满意 的 方法 之 一 ， 如 此 判断 的 一 个 原因 是 因为 A* A 
的 条 件数 可 能 要 比 A 的 条 件数 坏 得 多 ， 用 下 例 来 说 明 这 一 现象 ， 
ini ra a | 
e 0 0 
Oe 0 
LO 0 e 
在 A 中 非 零 参数 e 都 是 为 了 防止 4 的 秩 为 1 而 在 A* A 中 ， 防 止 矩 阵 秩 为 1 的 参数 仅仅 是 eè. 
FE, A'A 的 非 奇 异性 更 要 慎重 处 理 小 的 a。 当然 ， 在 一 台 计 算 机 中 ， 可 能 会 有 秩 等 于 3 的 A 
和 秩 等 于 1 MA'A. 
5.3.5 MEM TEAR OR 分 解 
我 们 现在 转 到 最 有 用 的 正 交 因子 分 解 ， 它 是 由 Alston Householder( 豪 斯 替 尔 德 ) 给 出 并 以 
他 的 名 字 命 名 的 ， 目 标 是 把 mXn 矩阵 A 分 解 成 因子 乘积 
A=QR 
其 中 QQ 为 mXm 西 阵 ，R 为 mXn 上 三 角 阵 ， 因子 分 解 算法 实际 上 产生 了 
QA=R 


[i 0 1 
0 Imaw] 
的 西 阵 乘积 逐步 组 成 的 ， 这 些 矩 阵 称 为 反射 或 带 斯 图 尔 德 变换 ， 关 于 和 矩阵 A 的 秩 我 们 不 作 任 
何 假设 . 

首先 ， 我 们 确定 VEC 使 得 ! 一 zu" 是 西 阵 并 上 且 使 得 (J 一 vw" )A FRR LER. HAE, 
它 的 第 1 列 应 该 具有 正确 的 形式 ， 即 (6，0，…，0)7. 设 A 原来 的 第 1 列 用 A, 表示 ， 我们 要 
RU — vo" A Spe", Hp e 表 示 第 一 个 标准 单位 向 量 em 一 (1，0，…，0)7， 由 5.2 节 引 
理 2 的 证 明 ， 这 个 要 求 可 以 实现 如 下 : 先 选择 一 个 复数 8 使 得 18| = All, BCA, Be) 
BKB. HR a=V2/ || A ge |e, v=a(Ai—fe”). RAR 8 有 两 种 选择 ， 我 们 选择 
计算 v 的 第 一 个 分 量 时 减法 相 消 较 少 的 那 种 ， 为 帮助 理解 ， 我 们 把 复数 8 和 au 写成 极 分 解 
形式 : 


T+ 1 1 
A= A‘A= 1 Ite 1 | (10) 


1 1 l+e 


而 Q* 是 由 具有 特别 形式 


280 
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B= Adee? an=lanle’ 
于 是 ， 有 
Ai fe?) = anf =| an | {Ai lee? 
这 个 值 必须 是 实数 ， 所 以 6 一 p 应 该 是 0 或 者 是 x， 车 我 们 选择 9 一 pg 二 x ， 则 v 的 第 一 个 分 量 将 
没有 减法 相 消 ， 因 为 9 
v = alan ~P) =al an | e® —| p| = aC| an IH BDE 
于 是 ， 我 们 定义 8 为 
B=— |A lee? =— AH;san/ | an | 

得 到 第 一 步 中 和 矩阵 U 的 算法 如 下 : 

B= (an/ |an |) Arle 

ys A, — fe? 

a+v2/\lylle 

vray 

U+I-w' 

在 QR 分 解 中 随后 的 步骤 都 类 似 于 第 一 步 , & 步 之 后 ， 我 们 用 人 个 西 阵 左 乘 A， 结 果 得 到 
一 个 前 4《 列 具有 一 定形 式 的 矩阵 ; 即 前 上 列 对 角 线 下 面 都 为 0， 这 个 情况 可 以 总 结 为 
J H] 

ow 
Ip J RXR EZME, 0 Gn—k) Xk PER, HSER X (n—k) ERE, W Jelm—k)X (n— 
和 矩阵， 由 前 面 的 分 析 ， 存 在 向 最 vE C" EH 1 一 zw" 是 mk 阶 西 阵 并 且 (I 一 ww )W 的 第 1 
列 第 1 个 元 素 下 面 为 0， 现在 注意 


了 0 JOH 4 H 
k eadi wl l demain 
上 式 左边 第 一 个 因子 是 西 阵 ， 我 们 用 Un KAR. 
当 R 的 第 n 一 1 列 取 成 适当 的 形式 时 ， 上 述 过 程 终止 ， 此 时 ， 我 们 有 等 式 Q* A=R， 其 中 
Q 表示 所 有 那些 用 作 因子 的 酉 阵 之 积 、 因 为 Q 是 丁 阵 ， 所 以 正如 我 们 所 希望 的 A 二 QR， 这 就 
ERRERA QR 分解 ， 等 式 Q" =U, UU, 导致 Q=U; U; Ui. MU, 的 形式 


1 0 
wee [ee 
0 Tate — vv" 


可 以 看 出 U 是 埃 尔 米 特 的 (LA =U,)， 因 此 


UU. ULA = [ 


Q = U, U; Un 
例 1 我 们 用 矩阵 
63 41 一 88 
au| 42 6 s 
0 一 28 56 
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说 明 QR 分 解 . 

解 第 一 步 ， 我 们 计算 B， 因 为 A, 是 实 的 ， 它 可 取 为 一 | A, le: 

=— || Aı lle 一 一 | (63,42,0,126)7 |} =— 147 
下 面 ， 我 们 计算 a: 
a= y2/ || A, — Be" |] =V2/1(210,42,0,126)71: = 1/(21V70) 
所 以 向 量 v 由 下 式 给 出 : 
v = aA, — fe) = (10,2,0,6)T7V70 

于 是 第 一 个 西 内 子 是 

—15 一 10 0 一 30 
1|-10 33 0 —6 


U, =I-w' == 
i w 351 0 0 38 0 
—30 -6 0 17 
可 算得 积 U,A 为 
一 5145 —3675 2940 
1 0 1078 2989 
UA =z 
f 35 0 —980 1960 


0 —196 1127 
第 二 步 相应 的 计算 是 
B=— || (30.8, — 28, — 5.6)" ||: =— 42 

a = y2/ || (72.8, — 28, — 5. 6)7 ||; = 0. 018 085 

v = a(l. 316 6, — 0. 506 37, — 0. 101 27)" 
f—0.733 33 0.66667 0.133 33 
I~w' =| 0.66667 0.74359 —0.051 28 
0. 133 33 — 0. 051 28 0. 989 74. 


所 以 ， 第 二 个 西 因 子 是 


1 0 0 0 
u= 0 一 0.73333 0.66667 0,133 33 
O 0.66667 0.74359 一 0.051 28 
9 0.13333 一 0.05128 0.989 74. 
并 且 我 们 有 
—147 一 105 “84 
UA 0 =42 =21 
0 96.9231 
0 O 40.384 6. 


最 后 一 步 ， 类 似 的 计算 是 
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B=- || (96. 923 1,40. 384 6)" |], =— 105 


V2/ || (201. 923 1,40. 384 6)7 || z = 0. 006 867 7 
(1. 386 75,0. 277 35)" 


— 0.923 08 一 0.384 62 
fw aol ee cial 
所 以 ， 第 三 个 因子 是 
1 0 0 0 了 
0 1 0 0 
U, = 
0 0 —0.923 08 —0. 384 62) 
0 0 —0.38462 ~0.923 08] 
因而 ， 上 三 角 阵 R 是 
一 147 一 105 84 -7 -5 4 
0 —42 一 21 o -2 -1 
RS 0 0 一 105 0 o -5 
0 0 0 0 0 0 
最 后 ， 我 们 有 
一 0.428 57 —0.28571 0 —0. 857 14 
4 0.09524 —0.71429 0.66667 0.190 48 
Q = UU | 47619 —0.57143 —0.66667 —0.047 62 
一 0.761 90 —0.285 71 —0.33333 0.476 19. 
-9 -6 0 -18 
a| 2-16 M 4 
~ 21) 10 -12 -14 -1 
-16 -6 -7 10 
我 们 可 以 验证 A=QR; 即 
63 41 —88] -9 2 10 ~16r7 -5 4 
42 60 51 = 一 6 一 15 一 12 —6 0 一 2 -1 
o -28 se| | o u -u —7/] o o -5 
126 82 —71 lis 4 -1 «wll o o a 


习题 5. 3 


1 证 明 ， 车 z 关 y 且 (xz， VERR. Mih U= ou 给 出 的 西 阵 品 满足 Ur 二 y， 其 中 v=z 一 y, w=2w/ | vlg. 
说 明 为 什么 这 是 构造 豪 斯 专 尔 德 变换 的 一 个 较 好 的 方法 ? BE Mz |) := My Ile. 

2. ER: ABRY n mAn, A A 非 奇 异 . 

3. 证 明 : 车 ARRI n Bm Xn, MAA 是 埃 尔 米 特 正定 阵 . 


4. Bure m, = 
add = >) i (rm |? 
a 


+ 4 EARS] X 的 一 个 标准 正 交 基 . 证明: Mx. yEX, 
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b. (rsy) = cru) Grad 


5. Bumeu) 是 内 积 空间 X 中 子 空间 U 的 一 个 标准 正 交 基 . MER Pr 一 》)(z,u)w 定义 P;X- U. WE 
所 


a 也是 线性 的 . 
b. P SEW AYP? = P). 
c reU, WW Pr=r. 
d. | Pzl:sllzls， 对 一 切 EX- 
这 个 映射 已 称 为 X 到 U 上 的 正 交 投 影 . 
6. ( 续 ) 设 AB 一 Q， 其 中 Q 是 mXn，B 是 nXn，Q"Q=1， 证 明 QQ ÆR 到 A 的 值 域 上 的 正 交 投影 . 
7. 西 阵 的 行列 式 是 多 少 ? 正 交 和 矩阵 的 行列 式 是 多 少 ? 
8， 下 交集 是 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 什么 ?证明 任何 一 个 正 交 集 都 是 线性 无 关 的 . 
9, 对 固定 的 w 和 x+， 试 问 + 的 什么 值 可 使 表达 式 eu 一 tx: 达到 极 小 ? (在 复数 情况 下 有 解 . ) 
10, Bleis Ta， ty ae) AM ye yer ety ve TEC 中 的 标准 正 交 基 ， 证 明 具 有 元 素 (x,，y;) 的 矩阵 是 西 阵 ， 
11, W A =I WERA 称 为 一 个 对 合 或 者 是 对 合 的 . R u 和 vw 使 1 一 uv" 为 一 个 对 合 的 充 要 条 件 . 
12,( 续 ) 设 v* v 一 2， 证 明 分 块 阵 


是 一 个 对 合 . 
13. 请 问 对 合 阵 的 乘积 是 对 合 的 吗 ? 284 
14. 若 U MV 是 西 阵 ， 那 么 下 列 矩阵 


是 西 阵 吗 ? 

15. a. 证 明 所 有 阶 数 固定 的 西 阵 集合 是 一 个 乘法 群 . 
b. WERE W A+A, AT, AZF, LERA BB. 
的 QR 分 解 . 


16. 利用 豪 斯 畴 尔 德 算法 求 
o-4 
0 | 
-5 -2 
17. 证 明 ; 若 Q@Q 是 西 阵 ， 则 对 一 切 Ay, 


Valle = Qe 2 x.y) = (Qr,Qy) 
因此 ， 在 欧 几 里 得 空间 中 Q( 当 其 被 看 作 一 个 变换 时 ) 保 持 长 度 、 距 离 和 角度 、 利 用 从 略 于 欧 几 里 得 范 数 的 
矩阵 范 数 计算 1 Q1 :- 
18. WEH A 是 西 阵 当 且 仅 当 其 行 形成 一 个 标准 正 交 系 .〈A4 是 一 个 方 阵 . 》 
19. RAR mXn ER, bim EARR. 利用 欧 用 里 得 范 数 ， 定 义 
F(x) = ‖ Ar—bli+allclli 


证 明 ， 当 x 是 下 列 方程 
(ATA+aD)r= AT 
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20. 
21. 
22. 


23. 


2 


25, 


26, 


s 


34. 
+ BLA HE m Xn EH m>n AA QR 分 解 A 一 QR， 设 以 是 删 去 Q 的 后 mn 一 n 列 所 得 到 的 m Xn ER, R 


36. 


的 解 时 F(zr) 达 到 极 小 ， 并 当 如 此 定义 工时 ， 证 明 
Flr +h) = F(z) + (Ah) AR + hh 
B DERAK. URAR. RAAH D 作 怎 样 进一步 的 假设 我 们 才能 推断 DU 是 西 阵 ? 
4U MAURERS. KF 4 可 以 得 到 怎样 的 结论 ? 
证 明 在 求解 方程 Ar 一 4 的 最 小 二 乘 问题 中 ， 我 们 可 用 CAr= Cb RARER. IC 是 任何 行 -等 价 于 
AT 的 nxm 阵 ， BR, 回忆 两 个 矩阵 C 和 古都 是 行 -等 价 的 ， 如 果 存在 一 个 非 奇 异 矩阵 F HGFH. 
BARRYN Wm Xn EP. b 是 R" 中 的 任意 点 证 明 集合 
Kı = {r € Bt: | Ar—bllz <a} 
是 有 界 闭 集 (在 R" 和 R" 上 的 范 数 可 以 是 任意 的 ) 


. ( 续 ) 假 定 假设 条 件 如 上 题 .证明 : 若 4 一 21451,， 则 


inf NAr 一 ol: 证 14Ar 一 和， 
GDH ARKH n im Xn 矩阵， 则 4z= 避 的 最 小 二 乘 解 满足 不 等 式 
hæl: <216l: IBI: 
JEP BEA WEE- DER. ER MR 中 使 用 欧 儿 里 得 向 量 范 数 ，|| 了 1 , 表示 相应 的 从 赂 矩阵 范 数 . 
B A 是 一 个 未 指定 秩 的 放 xnm 和 矩阵，bER"， 又 设 
p= inf | Ar—6l) :rE RY} 
证 明 这 个 下 确 界 订 以 达到 ， 换 言 之， 即 存 在 一 个 x 使 得 Arol =p. AMPS LER” 上 的 范 数 是 任 
意 的 . 


. ( 续 ) 沿 用 上 题 的 假设 ， 证 明 AS Aa 二 A'b 有 和 解 。 此 处 对 A 的 秩 不 全 任 何 假设 
28. 如 内 对 m Mn 的 相对 值 或 A 的 秩 不 作 任何 假设 ， 证 明 对 任何 方程 组 Az 一 6p， 方程 组 A A= ATS 肯定 


im. 
MME It ye Wa let yl 和 《z，y) 天 0 的 向 量 zx My 的 例子 . 
, 求 下 列 方程 组 
15 
Lay G s60 
的 最 小 二 乘 解 . 


…( 续 ) 断 言 上 题 的 解 是 r= 29/21 和 >= 一 2/3， 如 果 不 解 x 和 >， 怎样 来 验证 这 个 结论 ? 
32. 设 A 是 秩 为 n 的 (n+1) Xn EE, 是 正 交 于 A 的 列 的 非 零 向 量 ， 证 明 方程 Az+Azb 有 一 个 + MA 的 


解 ， 并 说 明 因 此 得 到 的 z 是 方程 Ar =o 的 最 小 二 乘 解 . 
下 例 是 由 Noble and Daniel[1988] 给 出 的 ， 它 指出 在 使 用 不 修正 的 格拉 姆 ~ 施 密 特 法 时 含 人 误差 所 产生 的 影 
响 ， 设 。 是 一 个 小 的 正 数 使 得 1+e 和 3+ 2 都 是 机 器 数 但 是 3 十 2e 十 ez 被 计算 成 了 3 十 2e， 现 在 对 三 个 向 量 
=itelD" w=flliteD" w= AG, 1,1 + 
应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 。 验 证 由 计算 机 产 生 的 标准 正 交 基 实际 上 是 
a = M V3 Fen re = V1" zs = /V1,0,1)7 
注意 ; Gree x3)=1/2. 
试问 对 方程 组 Ax=6 作 怎样 的 初等 行 运 算 能 使 所 有 的 最 小 二 乘 解 保持 不 变 ? 


EMER 的 后 m 一 n 行 得 到 的 nXn 和 矩阵， 证明 4 一 QIR' 
提供 下 到 得 到 mX n EPEA 的 QR 分 解 方法 的 细节 . LA, .Q MR, 分 别 表示 A QMR 的 第 了 列 .证 明 A, = 
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Dna 和 mm — (A Qo. 并 利用 这 个 等 式 决定 Q 和 rn. 然后 说 明 一 旦 得 到 结果 Q QQ- 和 Ri， 
Rio Ry, 后 如 何 去 求 Q MR. 


3 2 3 
37. 求知 阵 [。 。 | 的 QR 分 角 
4 5 64 
38， 利 用 (10) 式 中 的 矩阵 求 x.(A" A)， 当 e->0 时 ,会 发 生 什 么 情况 ? 
39， 对 二 个 向 量 (3，4，0)、(1， 1、1) 和 (1，2，0) 依 次 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 . 
计算 机 习题 5. 3 


1. 同时 编写 格拉 嫩 - 施 密 特 和 修正 格拉 姆 - 施 密 特 算法 程序 ， 然 后 测试 这 两 个 程序 看 看 哪个 较 好 ， 第 一 个 测试 
涉及 一 个 20X 10 矩阵 ， 其 元 素 是 区 间 [0，1] 中 均匀 分 布 的 随机 数 ， 第 二 个 测试 也 涉及 一 个 20X 10 和 矩阵， 
但 其 元 素 是 由 某 个 初等 函数 生成 的 ， 例 如 


E= 


在 每 一 种 情况 下 ， 从 A 生成 号 ， 它 的 列 都 应 该 是 标准 正 交 的 .考察 BT 了 看 看 它 怎 样 靠近 单位 阵 ， 有 关 这 种 
测试 的 进一步 信息 参见 Rice[1966]. 

2 编写 “个 执行 修正 格拉 姆 - 施 密 特 算法 的 子 程序 或 过 程 ， 输 入 子 程序 的 是 秩 为 ”的 一 个 由 Xnm 和 矩阵 A， 而 输 
出 的 是 矩阵 BM T. 

3. ( 统 ) 编 写 一 个 求 方程 组 Ar= /最 小 二 乘 解 的 子 程序 或 过 程 ， 这 个 过 程 应 该 调用 上 题 中 的 过 程 . 

A. 编写 并 测试 豪 斯 稚 尔 德 QR 分 解 的 程序 . 


5.4 奇异 值 分 解 和 广义 逆 


奇异 值 分 解 是 另外 一 种 有 着 许多 应 用 的 矩阵 分 解 .我 们 首先 研究 一 个 描述 其 形式 并 断言 其 
存在 的 定理 . 
定理 1( 奇 措 值 分 解 定理 ) 任意 一 个 复 mXn EEA 可 分 解 为 
A = PDQ 

HPP RmXm GH, DAMXn AAR, QEnXn Be. 

证 明 REE AA 是 一 个 nXn 埃 尔 米 特 阵 ， 因 为 

x’ (A A)x = (Ar)* (Ar)>0 

所 以 它 也 是 半 正定 的 ， 由 此 可 得 到 A A 的 特征 值 非 负数 (见习 题 5. 4.39), MA of, of oy 
On 来 表示 它们 (在 这 个 序列 中 ,每 个 史 按 其 作为 特征 方程 根 的 重 数 重复 出 现 )， 进 一 步 ， 再 把 
a: HERE oi, os es of BEER, Moi. ozs =s d 都 是 0. 设 { us =, ubit A 
A 的 标准 正 交 特 征 向 量 集 ， 使 得 


a, (gi<20,1<j<10) 


于 是 
| Au; | = u’ A* Au, = u; otu; = 0 
这 说 明 当 r+) 时 Au =0. 注意 
r= rank(A* A) < min{rank(A’ ),rank(A)} < min{m,n} 
我 们 用 uis uz, =. u PEWTER Xn EQ. 接着， 定义 


(286) 


287 
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v = o; Au; a<i<n 
Hli, jr, v 构成 一 个 标准 正 交 系 . 我 们 有 
viv, = 0 (Au,)* o’ (Au) = (00) A Au,) = (oø;)™ Cu? oju,) = by 
我 们 选择 额外 的 向 量 v 使 {v v, es vn) EC 的 标准 正 交 基 . BP Am Xm KE, HOE 


Us Ure s Um BD im Xn HAE, or, ocr ry o 在 其 对 角 线 上 ， 其 他 地 方 都 是 0. 
于 是 


为 证 明 这 一 点 ， 我 们 指出 


因为 
(P* AQ"), = us Au, 
所 以 ， 当 jr 十 1 时， 上 式 为 0， 当 jr 时 ， 上 式 是 vojv, =0,65. a 


Bos ory s on IRAE BOR A 的 奇异 值 ， 它 们 是 A A 特征 值 的 非 负 平方 根 ， 定 理 
1 中 的 分 解 A 一 PDQ 就 是 一 个 奇异 值 分 解 . 


注意 在 证 明 的 某 些 步 中 作 了 任意 的 选择 ， 例如，o ，o,，…，o, 的 次 序 是 任意 的 ， 向 量 


Utir Urias wm 也 允许 某 种 选择 因此， 一 个 矩阵 通常 有 许多 个 奇异 值 分 解 . 
例 1 求 下 列 矩阵 的 一 个 奇异 值 分 解 
0 0 0 
E9 3 0 0 
0000 
解 我 人 有 
49 0 0 0 
Aast oo 
0000 
0000 
央 而 ， a=7, =3, a50 和 wm 一 0 由 定理 的 证 明 ， 可 以 构成 下 面 这 些 矩 阵 ， 
10 0 0 0 0 A tee 3 
rfid pp ae qa 0% 2 8 
0 0 1 0 0 0 0 anaes 
9001 
读者 可 以 验证 A 的 另 一 个 奇异 值 分 解 是 
00 0) fo 1 0773 0 0 o a ee 
pee 中。 freee gee 
0 00 ol lo o ~ıllo o o olf? 2°? 
0010 图 


例 2 求 下 列 矩 阵 的 一 个 奇异 值 分 解 


SAUER AE 229 


一 1.6 0.67 
0 2 0.8 
0 0 
0 0 0 
解 ”再 由 定理 可 得 
jo 0 0 
AA= i 4 | 
0 0 1 
并 取 m=1,，o 一 2 和 om 一 0. (也 可 能 是 另 一 种 次 序 . ) 选择 特征 向 量 并 构成 Q， 我 们 有 (作为 若 
干 种 选择 之 一 ) 
0 1 
a-fo -1 | 
EE +0 
于 是 


vı = Au; = (0. 6,0. 8,0,0)" 
vı = Aus = (0.8, —0. 6,0,0)" 


v 和 w 有 好 几 种 选择 ， 最 简单 的 选择 是 
vs = (0,0,1,0)" v, 一 (0,0,0,1) 


因而 ， 一 个 奇异 值 分 解 如 下 : 


0 —1.6 0.6 0.6 0.8 0 of 0 OV oa 
o 12 0.8|_|%s -0.6 o 0llo 2 of}, io 
o o o | lo o 1 ojjo o oll o o 
0 0 0 0 o ojlo oo e 
5.4.1 广义 逆 
XB AUF SK — Tm X n 矩阵， 
a 
o 
D= ø, 
0 
0 
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在 这 两 个 矩阵 中 ， 未 显示 的 元 素 都 为 0， 通 过 首先 作 A 的 一 个 奇异 值 分 解 
A= PDQ 


HR 
A= Q D P* 
来 定义 一 个 一 般 和 矩阵 4 的 广义 逆 ， 在 后 面 我 们 将 看 到 虽然 一 个 矩阵 的 奇异 值 分 解 不 叭 一， 但 
是 其 广义 逆 却 是 唯一 确定 的 . 
例 3 例 1 中 矩阵 A 的 广义 送 是 什么 ? 
解 因为 此 例 中 己 和 Q 是 单位 阵 ， 由 此 直接 可 得 


0 oO 
290) yal? 37 0 
“jo 0 0 
DO 0. a 
例 4 求 例 2 中 矩阵 A 的 广义 道 . 
解 例 2 中 的 结果 给 出 
0 oO WM oO 0 Oo ES AOE" 0 
| Jer 一 0.6 0 0 
A'=|0 -1 oflo 0.500 
0 10 
1 o ollo o0 oo 
o 01 
07 
= |-0.4 na oa | 
0.6 0.8 0 0 a 


5.4.2 不 相 容 方程 组 和 欠 定 方程 组 

广义 逆 的 主要 应 用 是 不 相 容 的 或 解 不 唯一 的 方程 组 . 考察 写成 下 列 矩阵 形式 的 方程 组 

Ar=b 

其 中 A 是 mXn 和 矩阵 ，z 是 n 维 向 量 , b 是 m 维 向 量 ， 这 个 问题 的 最 小 解 定义 如 下 : 

1. 若 方程 组 相 容 县 有 唯一 解 x， 则 最 小 解 定义 为 zx. 

2. 车 方程 组 相 容 且 有 一 组 解 ， 则 最 小 解 是 这 组 解 中 具有 最 小 欧 几 里 得 范 数 的 元 素 . 

3. 若 方程 组 不 相 容 且 有 唯一 的 最 小 一 乘 解 x， 则 最 小 解 定义 为 x. 

4. 若 方程 组 不 相 容 且 有 一 组 最 小 二 乘 解 ， 则 最 小 解 是 这 组 解 中 具有 最 小 欧 几 里 得 范 数 的 
TR. 

另 一 种 定义 叙述 如 下 ， 利用 欧 几 里 得 范 数 ， 设 

p= inf | Ar—6,:2 EC} 

则 方程 Ax 二 6 的 最 小 解 是 集合 K 一 {z : Ax 一 5 :一 o} 中 最 小 殉 几 里 得 范 数 的 元 素 ， 显 然 易 
见 这 个 定义 包含 了 前 面 所 描述 的 四 种 情况 。 例 如 ， 若 p 一 0， 我 们 有 情况 1 和 2， 而 情况 3 和 4 
则 对 应 于 o>0. 

定理 2( 广 义 闻 最 小 解 定理 ) 由 广义 北 给 出 的 方程 hr 一 6 的 最 小 解 是 


数值 线性 代数 精 选 231 


zr=Ab 
EM 设 A 的 一 个 奇异 信 分 解 是 A 一 PDQ， i 
c= Pb 和 y= Qr 
hr BGC 时 ， 因 为 @ 是 满 射 ， 即 它 把 Cr 映射 到 C" 上 ， 所 以 y 也 取 遍 C"， 因 此 ， 
p= inf | Ax — b |l: = inf |] PDQz — b|: = inf || P* (PDQz —b) ||: 
= inf | DQr — P“ b ||: = inf || Dy — c || 
MER D 的 特征 ， 我 们 有 
| Dy—cll = Stay, et id 


对 1<iSr, 取 y 一 c/o,， 且 允许 yir dees ts ya ER. 那么 上 面 的 值 最 小 ， 于 是 ， 
我 们 有 
= (dey 
在 那些 产生 这 个 最 小 值 p 的 所 有 >y 向 量 中 ， 最 小 范 数 的 向 量 有 >， 一 yy 一 … 一 和 一 0， 这 个 向 
基 是 由 下 式 给 出 的 
y= Di c 
所 以 我 们 问题 的 最 小 解 是 
z= Q' y= Q D’ c= Q'D' P'b= A'b a 
广义 北 就 像 逆 对 可 北方 程 组 那样 ， 对 不 相 容 方程 组 或 欠 定 方程 组 扮演 着 同样 的 角色 .应 该 
注意 ,任何 方程 Arb 的 最 小 解 都 是 唯一 的 ， 这 是 因为 集合 K 是 凸 的 并 且 有 唯一 的 最 小 范 数 
TOR. 
BAS 求 下 列 方程 组 的 最 小 解 : 
[Ox—1. 6y+0.62— 5 
Or +1. 2y 40.82 = 7 
Or+ 0y+ 0z= 3 
Or+ 0y+ 0z = 一 2 
解 ”其 系数 阵 是 例 2 中 的 A， 而 其 广义 逆 在 例 4 中 已 求 得 ， 因此， 最 小 解 是 


「 5 
0 ee .01 
wos os 0.3 0 || x - [e 
0.6 o8 o oll . 6. 


E 


a 
5.4.3 Penrose 性 质 

广义 逆 具 有 逆 的 某 些 ( 但 不 是 一 切 ) 性 质 ， 例 如 ， 若 nm, RREA A A= 成 立 . 
FWA’, AMA AW PRY m 而 1 Bn Xn KB Ri, AA A 二 A 那样 的 等 式 对 任何 
A 都 成 立 ， 在 一 般 情况 下 ， 下 面 这 个 定理 涉及 4 个 如 此 设 定 的 等 式 . 
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EB 3 Penrose 性 质 定理 ) MATEMEHA, ESRA-TRA TS 4 PME X. 
1. AXA=A. 


, (XA)' =XA, 


性 质 

X= XAX 2 
= XAYAX 1 
= XAYAYAYAX 1 
= (XA)* (YA)* Y(AY)* (AX)* 4 和 3 
SARAY YAA" 
= (AXA) ' Y' YY* (AXA)* 
SAT 1 
= (YA)"Y(AY)* 
= YAYAY 4 和 3 
=YAY 2 
=Y 2 

itt. 
这 个 定理 是 由 R. Penrose[1955] 给 出 的 ， 现 在 称 条 件 1-4 X Penrose 性 质 . a 


定理 4( 唯 一 广义 北 定理 ) EEH LEA 4 Penrose 性 质 ， 因 此 ， 每 个 矩阵 有 唯一 的 
Pig. 
证 明 设 A 是 任意 的 矩阵 ， 其 奇异 值 分 解 是 
_A= PDQ 
则 
Av = Q Dt Pt 
HA SEmxXn, Wl DthiemXn, 并 且 有 形式 如 下 : 


由 此 可 证 


为 此 ， 我 们 记 
(DD* D); = $, D. >) D,D, 


mo m 


除非 ir Mjr HAEE DAD ， 所 以 上 式 右边 为 0， 于是， 我们 假定 i<r Mjr jt 
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继续 简化 右边 为 
yp. DD;p, = a DDD = oø;'D; = D; 
利用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 证 明 D* 有 其 余 3 个 与 D 有关 的 Penrose 性 质 ， 于 是 ， 证 明 关于 A+ 
的 这 4 个 性 质 就 是 一 件 很 简单 的 事情 了 .例如 ， 第 一 个 性 质 可 证 明 如 下 : 
44 A = PDQQ* D’ P* PDQ 
= PDD* DQ 
= PDQ=A C] 
其 余 性 质 的 证 明 贸 作 习题 5. 4. 28 一 29. 
定理 $( 奇 并 值 分 解 性 质 定理 》 如 定理 1 证 明 中 所 述 ， 设 A 有 奇异 值 分 解 人 一 PDQ， 则 我 


们 有 
LAHKA r. 
2. (ustis Urias te Wn) 是 AA 的 零 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 
Bf ty Uy ery Uv,} 是 AA 的 值 域 的 一 个 标准 正 交 基 . 


4. A ll:5max | o l. 

证 明 因为 P 和 Q 非 奇 异 ， 所 以 A 的 秩 与 D 的 秩 相同 ,而 D 的 秩 显 然 是 r-， 若 7r<i<n， 
则 如 定理 1 证 明 中 指出 的 那样 Au; 二 0， 因 为 A 的 秩 为 -， 所 以 A 的 零 空间 的 维 数 为 x 一 r， 因 
WE, {uris triss es in} 是 此 零 空间 的 一 个 基 ， 又 因为 A 的 秩 为 >， 所 以 A 的 值 域 的 维 数 为 
r， 如 定理 1 证 明 中 所 指出 的 那样 ，uw 一 of Au E(u.) vs oy v SERRE A 的 值 域 的 标准 正 交 
Æ. 而 已 和 Q 又 是 西 阵 ， 所 以 它们 分 别 充当 了 C" MO 上 的 等 距 变 换 ( 保 范 映射 )， 因 此 

NA lle = supi | Ax lz: lzlz=1 

sup{ || PDQz |, + Nr, = 1) 
= sup{ || Dy lz + lly lle = 1) 


= supi lay) FF Coy * iy lle = 1} 
f= 


= [maxsi]? = max | a, | a 

下 列 定理 称 为 奇异 值 分 解 的 紧凑 形式 . 

定理 6( 奇 异 值 分 解 ; 紧凑 形式 ) 若 A 是 一 个 秩 为 r mX, m>n>r, MATA 
分 解 为 A 二 VSU， 其 中 V 是 具有 标准 正 交 列 的 m Xr BM, SR-ARAHR GX 对 角 阵 ，U 
是 具有 标准 正 交 行 的 rXn HE. 

在 定理 1 的 证 明 中 奇异 值 分 解 的 几何 解释 是 中 内 在 的 .在 下 列 定理 中 给 出 一 个 更 容易 直观 
的 解释 

定理 7( 标 准 正 交 基 定 理 ) HL RAC HC 的 一 个 线性 变换 ， 则 存在 C” 的 标准 正 交 基 
fo Ure ty tg) AO" MARA ERR u, Vey ery v HEA 


= [supii y} + + oy! + 5) 


i jov, #1<i<min(mn) 
ok, = 
10% minon <i <m 
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证 明 ”首先 , 设 te verse ven} EO 的 标准 基 , 而 {ei ,e,，…e,} 是 C' 的 标准 基 . 用 等 式 Le = 


六 Acid 之 i 之 加 定义 mXn 逢 阵 A. 选 择 A 的 一 个 奇异 值 分 解 4 PDQ. AL in ues sun 表 
示 P* 的 行 ,ul o n 表示 Q 的 列 , 则 正如 我 人 所 见 ,Lu, = o v 3E o, im X n SERED 


对 角 元 . 下面 就 是 证 明 这 个 结论 的 计算 . 在 1,2,… ,m 范围 中 选 定 &, 则 
Lu, =L Din sere) = Ponse Le 


= Soe Je SA,e, = DSP Aye, 
a a 


Aa 
= DP Ang, = NPA Te, wd, 


= PMP Aa yo, = Tea dev, 
等 式 A= PDQ 导致 P' AQ’ =D, EE D 是 一 个 对 角 元 为 A WARM, o, 
HME, /=minn, n). Wie 

avn BRE 


Lu, = Ý Dav, = 
a DP. 0 e>e 


习题 5. 4 
1, 求 下 列 这 些 矩阵 的 奇异 值 分 解 ， 


0 0 


2. 求 下 列 方程 组 的 最 小 解 : 
antn =b 
ny 
bd = 


aah 


Ari by 
Ori =h 
“| 7m =b 
Or: =h, 
AAT 林道 时 、 求 A'。 
. 当 A*A=I 时 , RAS. 
YA 为 埃 尔 米 特等 等 时 . MA 二 A 和 A 二 A 时 , RA. 
证 明 ; 车 A 是 埃 尔 米 特 ， 则 A' 也 是 埃 尔 米 特 . 
+ 车 A 是 埃 尔 米 特 正定 阵 ， 试 问 它 的 奇异 值 分 解 是 什么 ? 


no 


vty ay fm Xn 
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8. 


9， 


证 明 广义 北 是 矩阵 的 不 连续 冰 数 .提示 :计算 下 列 矩阵 的 广义 道 . 
Agi 


Jo « 


Lo OJ 
HAURAKI SEM. 试问 它 的 特征 值 与 奇异 值 之 间 有 什么 关系 ? 


10. 证 明 下 列 这 些 广义 逆 的 性 质 : 


22. BR Al: 表示 从 属于 欧 几 里 得 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 。 并 设 A 的 奇异 值 是 mo: 


aA'' =A 
bA' =A‘! 


+ 证明 下 列 这 些 广义 逆 的 性 质 : 


a (AA*)' =A'* A! 
b. A! =A‘ (AA*) 


. 用 适当 的 例子 来 说 明 一 般 情况 下 (4AB) AB! A . 


. 证明 定理 6. 


.参考 定理 1 的 证 明 来 证 明 


，( 续 ) 设 A RH r 的 m Xn PE, EL 中 那样 定义 w ，w Mo. 证 明 
X 


Late- F.) 


. 续 ) 利 用 上 面 习题 5. 4. 14 的 结果 证 明 ， 当 得 到 A 的 奇异 值 分 解 时 ，Az 可 用 (n 十 m 十 1)r 次 乘法 和 Gn 十 m 


一 DD 一 m 次 加 法 算出 ， 并 把 它 与 用 mm 次 乘法 和 (n 一 1)m 次 加 法 的 直接 乘法 比较 一 下 . 
…( 续 ) 如 果 把 上 面 习题 5. 4. 14 中 的 求 和 在 第 人 个 被 加 数 截 断 ， 我 们 能 得 到 A 的 一 个 近似 ， 证 明 这 样 做 的 误 
差 满足 
1A— Mower We = mn 
i 


He HN AE MAIR FERK JU H AU PAN BEYE RA AE RE TER 
BA 是 秩 为 mxn. m>n>r, 奇异 值 分 解 A PDQ， 证 明 方程 组 Ar=b MEP b), = 


0, r<ism, 


证明: 若 A 是 埃 尔 米 特 正定 阵 ， 则 它 的 特征 值 和 奇异 值 相同 . 


证明， 若 两 个 矩阵 西 等 价 ， 则 它们 的 奇异 值 相同 .〈 如 果 对 适当 的 西 阵 避 和 V， 有 A=UBV, R AMB 
是 西 等 价 的 . 》 

BLA 是 具 有 奇异 值 o，，o: ，… go, 的 nXn 矩阵， 证明 A 的 行列 式 det(A) = Hooo. 

on. WEH || All: =a. 

, 设 A 是 具有 奇异 值 分 解 4 一 PDQ 的 方 阵 ， 证 明 A 的 特征 多 项 式 是 土 det(D 一 4 P* Q* )=0. 


, 设 A 是 一 个 严 xm 矩阵 ，X 是 一 个 具有 与 4 有 关 的 4 个 Penrose 性 质 的 nXmm 和 矩阵 ， 证 明 方程 组 Az=6 的 


最 小 解 是 Xb. 


证明; 若 A 是 实 的 ， 则 它 有 一 个 实 的 奇异 值 分 解 和 一 个 实 的 广义 道 . 


证 明 ， 元素 为 wu， 的 平方 和 为 1 (记号 与 定理 1 证 明 中 的 记号 相同 . ) 


. 假如 A 二 UDV， 其 中 UU 是 mX m 西 隆 ，V fb nXn PR, DD 是 mxn 对 角 阵 . 证 明 | ds 1:(1<i<m) 是 A*A 


的 特征 值 . 
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28, 证 明 D' 的 其 余 3 1 Penrose 性 质 ( 见 定理 4). 

29.( 续 ) 完 成 定理 4 的 证 明 . 

30. 证 明 : 若 A BRE n Hm Xn ER. WA = (AAD A. 

31. 证 明 : mX on XAET EAR n X m Itf E. 

32. 求 任意 mx 1 EREE 1X n EERI U. 

33. 证 明 C" 到 A 的 列 空间 上 的 正 交 投影 是 A A*. 

34. WE: 车 A 对 称 ， 则 A' 也 对 称 . 

35. 证 明 : 若 A ALB RR. MAB =B A. MPA mX nE A 满足 rank(A) 一 min(m，n)， 就 称 为 它 
满 秩 的 - 

36. R uw HP Lah, EP 和 vw 是 C" HER. 

37. 求 一 个 元 素 全 部 为 1 的 mX n 矩阵 的 广义 道 . 

38. 利用 定理 3 证 明 ; F BIE mx EM, CRI Xn KEP, HE B,C 和 BC 的 秩 都 为 >， 则 (BC)+ 一 
LEETE ea B T A i el S 

39. WERN — AH IE E KE PE A FE (PL AB EAE A OY. 

计算 机 习题 5 4 
利用 奇异 值 分 解 和 广义 着， 编写 一 个 求 方程 组 Ax=6 最 小 解 的 计算 机 程序 . 


5.5 特征 值 问题 的 弗朗西斯 QR 算法 


在 5.2 节 中 ， 我 们 证 明了 舒 尔 定理 ， 按 此 定理 任何 方 阵 都 西 相似 于 一 个 三 角 阵 ， 因 而 ， 可 
能 有 下 面 类 型 的 分 解 式 
UAU’ =T (ED 
其 中 U 是 西 阵 ， 了 是 三 角 阵 ， 因 为 A 的 特征 值 和 T 的 相同 ， 而 三 角 阵 的 特征 值 就 是 它 的 对 角 
元 ， 所 以 我 们 将 求 出 展示 在 了 对 角 线 上 的 A 的 特征 值 .虽然 我 们 知道 对 任何 给 定 的 矩阵 A, 
《1) 式 的 分 解 存在 ， 但 计算 它 可 不 是 一 件 简单 的 事情 ， 求 U 必定 像 求 ”次 多 项 式 的 所 有 ( 复 ) 根 
那样 困难 ， 因 为 实际 上 我 们 是 在 计算 A 的 特征 多 项 式 的 根 . 由 习题 5. 5. 3 可 知 ， 每 个 多 项 式 
(除了 一 个 纯 量 倍数 外 ) 都 是 一 个 矩阵 的 特征 多 项 式 . 
5.5.1 QR 分 解 
弗朗西斯 (Francis) 的 QR 算法 [1961] 是 一 个 通过 设计 产生 (1) 式 中 的 全 来 求 出 A 的 特征 什 
的 迭代 法 ， 从 它 的 名 字 可 以 推断 出 这 个 算法 利用 了 QR 分 解 . 其 中 ， 所 有 的 矩阵 为 nXn 方 阵 . 
在 5. 3 节 中 讨论 了 产生 下 列 分 解 的 算法 
A=QR (2) 
其 中 Q 是 西 阵 ，R 是 上 三 角 阵 ， 这 里 ,我 们 需要 稍微 改进 一 下 这 个 分 解 式 、 即 我 们 希望 R 有 
非 负 的 对 角 元 。 这 是 很 容易 做 到 的 .事实 上 ， 若 已 知 (2) 式 而 RR 没有 非 负 的 对 角 元 ， 我 们 即 可 
定义 某 个 对 角 西 阵 D 并 由 下 式 代 符 (2) 式 
A = (QD)(D' R) = QR (3) 
D= diag di AVE SIEM ra #0 Bt d, =r:/ i ra | ,而 当 rs 一 0 时 ds 二 1。 很 容易 验证 D 是 西 阵 
且 和 矩阵 尺 一 D* R 有 非 负 的 对 角 元 . 
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QR 算法 的 基本 形式 如 下 : 
AA 
for $=] to M do 
QR 分 解 : A= QR. HPQ. EBEN R 是 有 非 负 对 角 元 的 上 三 角 阵 
Asis RiQe 
end do 
如 果 情 况 良 好 的 话 ，A, 的 对 角 元 收敛 ( 当 Roo) F— Pa, Ge A 的 特征 值 . 
实际 上 ， 基 本 的 QR 算法 组 合 了 好 几 个 附加 的 过 程 以 节约 运算 和 加 快 收 俩 ， 这 些 内 容 不 久 
将 加 以 讨论 ， 首 先 ， 我 们 注意 到 在 算法 中 产生 的 所 有 和 矩阵 A 是 西 相似 于 A 的 .这 可 从 下 列 等 
式 看 出 
Ay = QR, = (QR CQQ; ) = QAQ 
KK, RNEER, EARR, WRR A 也 是 实 的 ， 因此， 如果 A 有 某 些 非 实 特征 
值 ， 那 么 我 们 只 能 期 望 ， 在 最 好 的 情况 下 ，4: 将 收敛 于 一 个 其 对 角 线 上 为 2X 2 子 阵 的 “三 角 
JE” HR. 
5.5.2 约 化 到 上 海 森 伯 格 形 
为 了 节约 QR 和 迭代 中 所 涉及 的 运算 量 ， 首 先 利 用 西 相似 变换 把 矩阵 A 约 化 到 上 海 森 伯 格 形 . 
上 海 森 伯 赂 矩阵 是 这 样 的 一 个 矩阵 H: 当 i>j 十 1 时， 其 元 思 =0， 因 此 ， 厅 具有 下 列 形式 


六 
lo * * * * * * * 
0 0 * * * * * * 

H=|i i : : : 
0 0 0 0 * * * * 
0 0 0 0 * * * * 
0 0 0 0 0 
Lo 0 0 0 + 0 0 * >j 


ERRIRE EMERE AH. HS 1 列 约 化 到 适当 的 形式 ， 
第 二 步 ， 把 第 2 EBLE MOR. MEFE. FERRE A. EB kE, 第 1 列 
到 第 4 一 1 列 已 经 有 了 上 海 森 伯 格 矩阵 的 适当 形式 ， 我 们 把 部 分 约 化 的 矩阵 按 下 列 方 式 分 块 ， 
其 中 维 数 已 被 指明 : 
Bue C 


式 中 的 B 是 一 个 Xk 上海 森 伯 格 阵 、D 是 (nk) Xk RE, RT Bk ARO. CRE 
X(n—k)REME. M E $n k) X (一 人 矩阵 ， 最 后 两 个 矩阵 C ALE 没有 什么 特殊 的 结构 ， 设 
U RER n-k RE, i 

1 01[B C1 0o1 TB cur 

l; ali ell Fale ee ced | 0 


我 们 将 选择 U 使 得 UD 的 第 列 是 向 量 (8，0，0，-…，0)7、 注意 D 是 下 列 形式 的 矩阵 


299) 
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Lo 0 dul 

所 以 要 确定 U 使 得 

[a 
dz 
Ud = pe” Std = | 4 
d, 


就 足够 了 .其 中 e RRO PA — ARER. ERUD 中 ,前 & 一 1 列 自动 为 0, 而 
第 上 列 在 8 下 面 的 元 素 都 为 0. 

由 5. 2 节 中 的 引 理 2， 我们 看 到 应 该 选择 pIE d, pe ERKE || pe” a= Id |e. 
我 们 取 

U =I- w’ ,其 中 v= a(d 一 pe'”) (5) 

已 选取 B= 一 (di1/ | di |) idl, 和 ao=V2/1d 一 pe ||. (这 些 细节 来 自 引 理 2 的 证 明和 5. 3 
节 中 豪 斯 吉尔 德 分 解 的 证 明 . ) 

例 1 利用 西 相似 变换 约 化 下 列 矩 阵 为 上 海 森 伯 格 形式 . 

[1][2 3 4] 


A= lI 6 7 

j21]1 5 0 

rb «3 

解 注意 ,我 们 已 经 按 前 面 列 出 过 程 中 的 第 1 步 所 需要 的 方式 把 A 分 块 ， 开 始 我 们 取 d= 


(4，2，4) ， 央 为 第 一 个 分 量 是 实 的 ， 所 以 就 假设 8= 一 1 dl:= 一 6 且 o=1M60.， 利用 公 
式 (5). 我 们 得 到 


1 
v= (10,2,4)7 
V60 
内 而 第 一 个 U 阵 是 
—-10 —5 —10 
Sp ape eh = 5 
U=I-w | 5 14 | 
= 10 = 11 
执行 (4) 式 中 指出 的 乘法 完成 了 第 一 步 ， 结 果 是 
72 54 
1 =s g H 
= 6°, 388 163 34 
1 DE B 
UAU' = j 
o 6&2] om a 
A 152 225 
259)  |_536 _ 352 
Lo 4 225 ~ 225 
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1 —5 1.6 1.2 
[s 8. 555 A L 3.6222 0.755 sel 
i 1.377 a [ 3.008 9 — 1. 382 ?] 
0 5.7556 一 2.382 2 一 1.564 4 
在 第 二 步 中 ， 把 当前 的 部 分 约 化 矩阵 按 前 面 等 式 中 所 指出 的 那样 分 块 . 计算 导致 
d= (1.3778, 5.755 5)7 
5.918 2 
a = 0.152 18 
v = (1. 110 3,0. 875 90)" 
Be E 0. 232 80 — 0.972 A 
一 0.972 52 0. 232 80 
再 次 执行 (4) 式 ， 就 得 到 最 终 的 上 海 森 伯 格 矩 阵 
1-5 —1.5395 一 1.276 7 
—6 8.5556 0.10848 3.6986 


0 —5.9182 一 2.1689 一 1].142 8 
L 0 0 —0. 142 76 3. 613 3 


H= 


虽然 计算 是 在 一 台 像 Marc-32 那样 具有 7 位 有 效 数字 的 计算 机 上 执行 的 ， 但 是 这 里 显示 的 是 会 


入 后 的 结果 . 
5.5.3 位 移 QR 分 解 


下 面 的 方法 是 把 基本 QR 算法 与 反复 的 原点 位 移 结合 起 来 ， 在 讨论 这 个 方法 之 前 ， 我 们 要 


指出 为 什么 它 是 必要 的 . 
例 2 我 们 把 基本 QR 算法 应 用 于 例 1 中 4X4 矩阵 所 产生 的 结果 展示 出 来 . 
的 选 代 
Ar = QR, „Amı = RQ 
生成 一 系列 矩阵 A.. 
E ”展示 的 结果 已 被 伟人 到 5 位 有 效 数字 . 
A, 一 Hessenberg(4) 
10. 135 1.982 1 —0.750 82 5.529 0 
6.7949 一 2.8402 0.52664 1.2616 


ASi o 0.19692 1.5057 1.7031 
0 0 1.7508 2.199 4 
11. 105 — 4.7599 3.8826 —4.0296 
‘Ay =| 7 0: 000 45570 一 3.8487 = 0.726 47 1.2553 
0 一 0.068 658 3.566 9 0. 163 24 
0 0 0 0. 176 45. 


因而 ， 用 基本 


301 


302| 


240 第 5 章 


fll. 106 一 4.740 3 3.9060 一 4.0296 

| 0 一 3. 852 6 —0. 689 85 1,255 9 
Ae = 0 一 0.032 156 3.5706 0. 157 06 
0 0 0 0. 176 45. 


我 们 注意 到 所 希望 的 上 三 角形 式 并 未 迅速 地 实现 ， 因 为 (3，2) 位 置 中 的 元 素 远 离 0， 在 此 例 中 
缓慢 地 收敛 于 一 个 上 三 角 阵 显然 是 相当 坦 手 的 ， 尽 管 一 个 特征 值 0. 176 45 在 第 10 步 已 被 非常 
准确 地 确定 广 ， 男 一 个 特征 值 11. 106 也 很 快 地 确定 了 ， 但 中 间 的 其 他 两 个 特征 值 在 第 20 步 仅 
能 估计 出 2 位 或 3 位 有 效 数 字 . a 

基本 算法 缓慢 的 收敛 性 可 以 通过 对 随后 的 矩阵 执行 位 移 来 缓解 ， 其 中 位 移 定义 为 用 A 一 zI 
来 替代 矩阵 A， 位移 QR 算法 以 下 列 方式 进行 : 

A+ Hessenberg( A) 

for k=1 to M do 

给 出 Ans TT AEE ME ce 同时 说 明 下 面 的 QR 分 解 : As al = QAR, 
Abie RiQet ol 

end do 

若 算法 中 的 纯 量 x, 取 A, 右 下 方 的 对 角 元 ， 则 迭代 将 迅速 地 在 最 后 一 行 产生 一 个 形 如 (0， 
Os ees Os a)” 的 向 量 ， 因 而 数 是 A 的 一 个 特征 值 ， 其 后 最 佳 的 方法 是 利用 5. 2 节 中 说 明 过 
的 方式 划 去 最 后 的 行 和 列 ， 以 降低 矩阵 的 阶 数 并 重复 这 整个 过 程 使 得 矩阵 的 阶 数 越 来 越 小 ， 为 
减轻 计算 的 负担 ， 对 大 的 矩阵 先 初 始 约 化 到 海 森 伯 格 形 是 可 取 的 . 

引 理 1( 讲 引 理 ) RABE A 分 块 成 如 下 形式 : 

BC) 
ae [o E] 

其 中 已 和 已 是 方 阵 ， 则 A Hik E HAERE B A E ih It. 

证 明 等 式 Az=Az 的 分 块 形 式 是 


H © 


> 十 Co = u 

Ev =v 
车 4 是 A 的 特征 值 ， 则 (6) 式 有 非 平 凡 解 (x，z)7. HAO, WARE 的 特征 值 . # v=o, BY 
uA0, ALA JE B 的 特征 值 ， 这 就 证 明了 sp(A)Ssp(B) Usp(E). 

反之 , 车 A 是 B 的 一 个 特征 值 ， 而 w 是 相应 的 ( 非 零 ) 特 征 向 量 ， 则 (uw，0)" 是 (6) 式 的 解 . 
车 4 是 E 的 一 个 特征 值 但 不 是 B 的 特征 值 ， 则 设 v 是 满足 Eu 一 hv 的 非 零 向 量 ， 下面 ， 解 方程 
(CB 一 MDu 一 一 Co WHA REB 的 特征 值 ， 所 以 这 个 方程 可 解 。， 因 而 向 量 (u，w)" 是 (6) 式 的 
解 。 这 就 证 明了 sp(B) Usp(E)Ssp(A). a 

AS 对 例 1 的 海 森 伯 格 阵 H 应 用 位 移 QR 算法 . 


解 下 面 给 出 5 次 位 移 QR 分 解 和 和 矩阵 收缩 的 结果 . 
A+H 


或 等 价 地 
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2.6141 一 10.087 2.4480 2.4727 
5.5345 4.6668 3.5719 2.8753 
FAG — 0.28730 0.145 46 0.109 00 
0 0 0 3.573 6 
11.001 一 5.032 9 —4.1730 
deflate(A;) -as = = 30955 —3.7507 1.3719 | 
0 0 0. 176 45. 
人 11.106 一 4.723 4 
deflate(a;) +A, = [ o 8, 666 4] 


显然 ， 计 算 的 特征 值 是 3. 573 6, 0.176 45，11. 106 和 一 3. 855 6， 它 们 精确 到 所 示 的 小 数位 
数 . | 
5.5.4 初等 行 运算 和 列 运算 
可 以 用 另 一 种 (更 为 简单 的 ) 方 法 来 约 化 一 个 矩阵 为 海 森 伯 格 形 ， 这 个 方法 使 用 初等 行 运算 
和 列 运算 ， 每 一 步 都 用 矩阵 E 左 乘 并 用 一 个 矩阵 E7' 右 乘 当前 的 矩阵 ;因而 A<EAE;'. at 
ED! 容易 确定 (见习 题 4. 1. 5)， 行 和 列 运 算 一 次 只 执行 一 种 ， 从 左 到 右 进行 ， 例 4 指出 了 这 项 
工作 是 如 何 完成 的 . 
例 4 我 们 打算 用 相似 变换 约 化 下 列 矩 阵 为 上 海 森 伯 格 形 . 
raat 3 Pf 2 
1 2 3-5 
2-1 0 3 
4 2-2 4 
解 首先， 如 果 我 们 不 选 主 元 ， 可 从 第 3 行 和 第 4 行 中 减 去 第 2 行 的 倍数 产生 所 要 求 的 0. 
然后 ， 像 在 高 斯 消 元 法 中 那样 ， 我 们 要 求 乘 数 是 小 的 ， 因 此 ， 交 换 第 2 行 和 第 4 行 ， 把 较 强 的 
主 元 素 放 在 恰当 的 位 置 , 《这 里 ， 我 们 仅 使 用 行 主 元 而 不 是 尺度 的 行 主 元 , ) 于 是 ， 为 了 有 一 个 
相似 变换 交换 第 2 列 和 第 4 列 是 必要 的 . (为 简化 这 个 过 程 ， 此 处 我 们 实际 上 在 做 交换 而 不 像 
4.3 节 高 斯 消 元 法 中 那样 使 用 一 个 指标 数组 . ) 所 得 的 矩阵 是 


A= 


一 3 3 7 2 —3 2 7 3 
Xs 4 2-2 4) 4 4-2 2 
2 oag 0 3 2 3 0 一 1 

1 2 3 一 5 1-5 3 2 


下 面 ， 第 3 行 减 去 第 2 行 的 1/2， 第 4 行 减 去 第 2 行 的 1/4.， 接着， 再 作 逆 的 列 运算 ， 即 把 第 3 


列 的 1/2 加 到 第 2 列 ， 第 4 列 的 1/4 加 到 第 2 列 . (见习 题 4. 1. 3. ) 结 果 是 
25 
a 7 


11 
3 2 7 3 Seg e ame 3 
a eee al ae 
Zoli A 
jie 23 Og oh =e o 1 1p 
Zz 2 ow 72 3 9 31 27 
3 z 2 8 2 2 
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在 处 理 第 2 列 时 ， 我 们 有 必要 再 次 求 主 元 ， 通 过 执行 适当 的 行 运算 和 逆 的 列 运算 使 我 们 得 到 了 
下 列 3 个 矩阵 ， 其 中 最 后 面 的 那个 矩阵 就 是 我 们 所 要 求 的 . 


25 37 
25 x 25 -3 @ - 3 
= S&S 7 8 3 7 i 7 4 8 
7 39 
7 7 4 5-5 2 
4 7 2 2 X 4 7 2 2 is 2 4 
o 3 7 3 0 _31 3 了 0 -2 = 1 
8 2 2 8 2 2 
50 59 
0 1 t-=2. 0 1-2 1 0 0 31 31 a 
习题 5.5 
1. 设 A 是 一 个 nXn 上 海 森 伯 格 阵 ， 在 位 置 A,.,-，, 上 为 0。 证明 A OR BT FRA, (1<i,j<k) 和 Ai(k<< 
i FS MIE. 


2, 证 明 在 QR 算法 中 ， 我 们 有 A = Ql AiQ,， 并 由 此 证 明 At 的 QR 分 解 是 (QQ*…Q,) (RRs R), 
ans ayy ty ay RFE REN EM. W 
PC) = ag 十 ait 十 az 下 十 … 十 as-ito +e 


定义 这 个 多 项 式 的 友 阵 为 nX n 矩阵 
0 1 0 0 
0 0 1 0 e 0 0 
0 0 0 1 e 0 0 
A= | i 3 A i d 
0 0 0 | 0 
0 0 0 0 » 0 1 
io ie a. ay ayy Oe 


证 明 ; (一 1"p 是 A 的 特征 多 项 式 . 提示 : 利用 归纳 法 证 明 det(A 一 A) 二 (一 1)*p,(X)， 为 了 约 化 A 一 A 的 
行列 式 ， 用 它 的 第 n ATRRIE. 
( 续 ) 对 上 题 中 的 矩阵 A， 证 明 


a 


提示 ， 可 以 直接 证 明 ， 或 者 利用 上 题 和 遍 莱 - 哈 密 顿 定理 . 
证 明 对 任何 ”个 整数 的 集合 ， 存 在 一 个 nXn 整数 矩阵 ， 它 的 谱 是 给 定 整 数 的 集合 . 


RF AAE PE AY W RE MA. 
ai Tio | r 
h 二 过 + 
5 4 3. 
证 明 在 位 移 QR WEP. A AAAF A. 
求 方程 Ar 一 MBz 非 平凡 解 X 值 的 问题 是 广义 特征 值 问题 ， 说 明 当 B 非 奇 异 时 这 个 问题 可 改写 为 通常 的 特征 


值 问题 . 
. ( 续 ) 说 明 :在 我 们 求 问题 Ar= u BHA) 中 的 广义 特征 值 时 ， 倘 车 jz 天 1， 则 很 容易 就 算出 Az= MBz 的 特 


px 
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征 值 . 
10, 选择 整数 p Ag 使 得 1 三 p<g 三 nx， 选择 复数 a 和 B 使 得 1a|: 二 1Bi:=1. 设 U 除 了 4 个 元 素 ; Up= 
Un =a MUn = 二 Bh 之 外 ,是 "xn 单位 矩阵 ， 假 定 o8 ATK. AU 是 西 阵 . 


An Ar Ay oo Aw 

0 An An … An 
A=|0 0 An … Ax sw 

Lo 0 0 … As 


其 中 A, 是 2X2 矩阵 ， 给 出 计算 A 的 特征 值 的 一 个 简单 过 程 ， 包 括 证 明 . 

12. ( 续 ) 参 考 上 题 ,证 明 A 奇异 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 4A。 奇 异 . 

13, 证 明 或 否定 : 车 U 是 西 阵 ，R 是 上 三 角 阵 且 UR 是 上 海 森 伯 格 阵 ， 则 U 是 上 海 森 伯 格 阵 . 

14. WEH: 若 了 是 上 三 角 可 逆 阵 ， 则 T 也 是 上 三 角 可 逆 阵 . 

15. 证 明 : 车 A 是 上 海 森 伯 格 阵 ， 工 是 上 三 角 阵 ， 则 AT 和 TA 是 上 海 森 伯 格 阵 . 

16. 证 明 ; 若 工 是 上 三 角 阵 ，AT 是 上 海 森 伯 格 阵 ， 则 TA 是 上 海 森 伯 格 阵 、( 假 设 A AT MB Xn PE, 但 
不 一 定 可 逆 . ) 

17.( 续 ) 如 上 题 和 例 4 中 略 述 的 在 约 化 一 个 "xn 矩阵 为 上 海 森 伯 格 形 中 大 约 需要 多 少 次 乘法 ? 

计算 机 习题 5. 5 


1. 根据 (4) 式 编写 约 化 一 个 矩阵 为 海 森 伯 格 形 的 计算 机 子 程序 或 过 程 并 应 用 于 例 1 中 的 矩阵 . 
2. ( 续 ) 增 加 一 个 执行 基本 QR 算法 的 计算 机 子 程序 或 过 程 并 再 次 产生 例 2 的 结果 . 
3.( 续 ) 修 改 计算 机 也 程 序 或 过 程 使 之 执行 位 移 QR 算法 ， 再 产生 例 3 的 结果 ， 此 外 利用 你 的 程序 求 下 列 矩阵 的 
特征 值 (343，294 和 147 士 196)， 
190 66 一 84 3 
66 303 42 一 36 
336 一 168 147 一 112 
30 —36 28 291 
d. 利用 例 4 中 那样 的 相似 变换 序列 编写 约 化 一 个 矩阵 为 上 海 森 伯 格 形 的 过 程 或 子 程序 ， 每 个 相似 变换 应 该 跟 
随 此 例 中 的 算法 ， 即 逆 初 等 列 运算 跟 在 初等 行 运算 后 面 ， 对 例 4 的 矩阵 测试 这 个 程序 ， 对 例 1 中 的 矩阵 应 
用 它 并 把 它 与 课本 中 给 出 的 过 程 相 比较 . 307) 


6.0 概述 

在 这 一 章 中 ， 讨 论 在 计算 机 内 上 蚌 数 的 表示 问题 .我 们 将 考虑 几 个 不 同 的 子 问题 无论 已 知 
相对 较 少 的 点 还 是 相对 较 多 的 点 (或 者 全 部 点 )， 这 种 函数 表示 根据 函数 被 表示 的 类 型 不 同 而 不 
同 ， 所 选择 的 函数 表示 (多 项 式 、 样 条 函数 、 连 分 式 等 ) 也 决定 其 理论 特性 ， 我 们 从 最 古老 且 最 
简单 的 多 项 式 表 示 开 始 . 


6.1 多 项 式 插 值 
在 这 一 节 中 ， 我 们 解决 下 述 问题 : 给 定 一 个 有 nti 个 数据 点 (x,，y,) 的 数 表 : 
zz | lzrl- |z. 
y Po Ty Ty fo Po 


我 们 找 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 p， 使 得 
Pad =y O<i<n) 
这 样 的 多 项 式 称 为 这 组 数据 点 上 的 播 值 多 项 式 ， 下 面 是 解答 这 个 问题 的 定理 . 

定理 1( 多 项 式 插值 定理 ) Faye ry, 2 是 不 同 的 实数 ， 则 对 任意 数值 ys yo = 
Yn， 存在 唯一 的 次 数 至 多 是 nn 次 的 多 项 式 p, 使 得 

pad =y O<i<n) 

ERA 先 证 明 其 唯一 性 ， 假 设 有 两 个 这 样 的 多 项 式 p, Mag. WA, NFOS, LHR 
Pn Gn 共有 性 质 (p, 一 4.) (7,) 二 0. 由 于 pq AE En 次 多 项 式 ， 如 果 它 不 是 零 多 项 式 ， 那 
AEREA n TEA. KA r 是 互 不 相同 的 ， 因 而 p, 一 g, 有 十 1 个 零点 ， 所 以 它 一 定 是 零 多 
Disk. Au, p= 

对 于 定理 的 存在 性 部 分 我们 用 数学 归纳 法 证 明 。， 当 n= 二 0 h, BT LEAR RR po 
(多 项 式 的 次 数 达 0) ,使 得 po (zo) 二 y。， 假 设 已 经 得 到 一 个 次 数 不 超 过 一 1 次 的 多 项 式 py, 
使 得 pe QO 一 y,，0<<i<k 一 1， 我 们 尝试 构造 如 下 形式 的 pe 


PAL) = prila) elr — zr)(r— z) (a — 44) (1) 
毫 无 疑问 ， 这 是 一 个 次 数 至 多 是 上 次 的 多 项 式 ， 因 为 
Ar) = pz) 一 yw (si 和 At 一 1D) 


所 以 pi 插值 了 p，-, 插 值 的 那些 数据 ， 现 在 我 们 根据 条 件 p, (zx,) = y, 来 确定 未 知 系数 <， 由 这 
个 条 件 可 以 得 到 方程 
Pra Caa) + (ay — xo) Ca, — 21) 1) = ya 2) 
AHH c 相 乘 的 因 了 非 零 (为 什么 ?)， 所 以 从 (2) 式 无 疑 可 以 求 出 c a 
6.1.1 牛顿 型 插值 多 项 式 
我 们 要 给 出 一 个 执行 上 述 证 明 中 递归 过 程 的 算法 .在 此 之 前 ， 我 们 先 作 一 些 观察 ， 首 先 ， 
上 述 证 明 中 多 项 式 ps pi e p 中 的 每 一 个 ps 可 以 由 p 1 添 加 一 个 简单 项 而 得 到 ， 因 此 ， 
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在 递归 过 程 的 最 后 ，p, 就 是 一 些 项 的 和 ， 而 且 por pir o Pai TARARE p, 的 表达 
式 中 ， 每 个 多 项 式 p 具有 形式 

P(x) = bara) tela ao aa) to bala zr re) 3) 
它 的 紧凑 形式 是 


四 
pix) = Ye] a-a (4) 


oy 


当 mm<0 时 ， 我 们 已 经 约定 (< 一) = 1. (4) 式 的 最 初 几 项 是 


Polt) 一 co 
P(x) = co Heila to) 
Pel) = co Heila 2) + clx — 2) — zr) 
依 此 类 推 ， 这些 多 项 式 称 为 牛顿 型 插值 多 项 式 . 
假设 已 知 系数 co。，c, ，…，cs， 为 了 计算 名， 要 用 到 一 个 有 效 的 方法 ， 称 为 嵌 套 乘法 或 者 
堆 纳 算法 ， 这 一 点 很 容易 由 下 面 形式 的 一 个 任意 表达 式 得 到 说 明 


Et oe 
u= DaoTd = c + cido todd t+ + cidodi din 6) 
其 想法 是 把 上 式 写成 下 列 形式 : 
u = (ed teri dder toa)dest "tad tc (6) 


HR u 的 算法 可 以 如 下 进行 : 从 最 里 边 的 括号 开始 ， 我 们 用 us uais es u 表示 括号 中 的 
量 ， 因 此 

uo ea 

ui de 十 cr 


wee Medes + ch 


Ww e umdi +c 
因为 只 需要 w ， 我 们 可 以 用 算法 形式 写成 
far jek 1 t0 0 step 一 1 do 


usud; +c; 
end do 


返回 到 (3) 式 或 (4) 式 给 出 的 多 项 式 ， 对 于 :的 给 定 值 ， 用 下 面 的 算法 得 到 u= p(t): 


use 

for i=k—1 to 0 step —1 do 
uz utes 

end do 


现在 我 们 可 以 写 出 一 个 计算 (4) 式 中 系数 c; 的 算法 ， 可 以 看 出 (2) 式 中 的 系数 c 恰 好 就 是 后 
Micha. 于是， 计算 c 的 公式 是 
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Ye — Per (24) 


Cay = Bai m) — Te) 


从 Xor zis tts Ea Bh yor yis ty ya 的 表 值 计算 c。，c,，…，c, 的 算法 如 下 : 


co 加 
for k=1 to n do 
der — ti-i 
for i=k—2 to 0 step 一 ] do 
uvular) +e, 
d~diy~ 4) 
end do 
ann nw /d 
end do 


内 循环 计算 如 ，(z0 和 (z 一 zz 一 z)…(z 一 z1)， 它 是 由 前 面 讨论 过 的 算法 直接 修 
正 而 来 的 . 

刚才 给 出 的 算法 仅仅 是 作为 教学 用 的 . 它 说 明 把 一 个 构造 性 的 存在 性 证 明 转 为 适合 于 计算 
机 程序 的 算法 过 程 是 重要 的 ， 然 而， 还 有 一 个 更 为 有 效 的 方法 可 以 得 到 与 上 面相 同 的 结果 ， 这 
个 方法 是 用 均 整 来 计算 (4) 式 中 的 系数 con cry oy co. 我 们 将 在 6. 2 节 中 介绍 它 . 

对 前 面 的 算法 编程 并 给 出 简单 的 检验 如 下 ， 我 们 定义 多 项 式 


Pi(z) = 42° + 352° — 842 — 954 (7) 
下 面 给 出 这 个 函数 的 4 个 值 : 

x | 5|-?|-6|l o (8) 

y | 1 tattle 


把 给 定 的 这 个 数值 集合 输入 计算 机 程序 后 ， 可 以 正确 地 计算 出 系数 co= 1, a=2, = 3, = 4. 
这 些 系数 是 (7) 式 中 牛顿 型 插值 多 项 式 的 系数 ， 即 
P(r)=1+2(r—5)+3(r— 5)(r+7)+4(r— (r+7) (r+ 6) 

6.1.2 拉 格 朗 日 型 插值 多 项 式 

我 们 现在 介绍 另 一 种 与 一 组 给 定 的 数据 点 (z,，y)，0 祥 i 生 mn， 联 系 在 一 起 的 插值 多 项 式 
b 重要 的 是 要 理解 这 样 的 事实 ; 存在 并 且 仅 存在 一 个 与 这 组 数据 当然， 假设 * 十 1 个 横 坐 标 
2, 是 不 同 的 ) 联 系 在 一 起 的 次 数 不 超 过 nn 次 的 插值 多 项 式 ， 然 而 ， 这 个 多 项 式 确实 可 能 存在 不 
同 的 表示 形式 ， 并 且 也 可 以 用 不 同 的 算法 来 求 得 此 多 项 式 . 


这 种 方法 是 把 多 项 式 p 表 成 下 列 形式 : 
PCE) = yolo la) + yb (2) ++ yA 7) = Dyas) (9) 
m 
BER lon As oy a 是 一 些 只 依赖 于 结 点 ro tie te z, TGR EA yo ys es ya 无 关 的 


多 项 式 ， 央 为 所 有 的 纵 坐 标 除了 第 i 个 分 量 是 1 之 外 ， 其 他 分 量 都 是 0， 所 以 我 们 有 


bs = pala) = PD ylilz) = Pdl la) = 4,) 
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(回忆 克 罗 内 克 6 函数 的 定义 是 ， 当 二 i 时 5s 一 1， 当 关 i 时 3 二 0.) 我 们 不 难得 到 一 组 具有 
这 种 性 质 的 多 项 式 . 

我 们 先 考察 4,， 它 是 一 个 n 次 多 项 式 ， 在 点 ts z s d 处 的 值 是 0， 而 在 点 ze 处 的 
值 是 1， 显然 ，l。 具有 形式 


bla) = e(a = na zr a) = J] aa) 
= 


令 z=zm， 由 于 

E EEE] 
可 得 到 c 的 值 i 

c= I =z) 
因此 ， 我 们 有 e 

f(x) = I = 
同 理 ， 可 以 得 到 每 一 个 4， 它 的 一 般 形式 是 

aca) -站 于 各 O<i<n) (10) 


对 于 结 点 rm ，zi，…，z 的 集合 ， 这 些 多 项 式 被 称 为 基 函 数 ， 而 用 它们 ，(9) 式 给 出 了 拉 格 朗 
(312) ”日 型 插值 多 项 式 . 
例 1 数 表 (8) 中 数据 的 基 范 数 以 及 拉 格 朗 日 型 插值 多 项 式 是 什么 ? 
解 ”因为 结 点 是 5， 一 ?7， 一 6，0， 所 以 基 函 数 是 


= (2+D(c+6)r _ 


(x) = aX (z+6) (r+7) 


(5+7)(5+6)5 660 
(xz~5)(xzt+Or _-l 
7-5) 7+0 84 


2 (z-5)(z+7Dz -lv 
ta = Ce n+ 


= (2=5)2t D6) 1, 
AD = ODOFO ~ BOT OHO 


拉 格 朗 日 型 插值 多 项 式 是 
Pala) = bo (x) — 236 (x) — 546, (2) — 9544; (zx) 
这 个 表达 式 看 上 去 与 (7) 式 中 的 ps 不 同 ， 尽 管 它们 的 表示 形式 不 同 ， 但 作为 一 个 函数 来 说 它们 


4(z) 一 X(z 一 5)(z 十 6) 


是 恒 等 的 . a 
例 2 求 出 下 列 两 点 数 表 中 的 插值 公式 . 
x |x |x 
y |x 


解 ” 拉 格 朗 日 插值 公式 为 
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ro = a(i nata aa) z 

还 有 其 他 一 些 插值 多 项 式 的 算法 ,这 些 算法 具有 各 自 的 优 缺 点 .对 于 给 定 的 十 1 个 (不 
同 的 ) 数 据点 ， 因 为 存在 且 仅 存在 一 个 次 数 不 超 过 n 次 的 插值 多 项 式 ， 所 以 这 些 不 同 的 算法 产 
生 有 具有 不 同形 式 的 同一 个 多 项 式 . 例如， 我们 可 以 把 多 项 式 表示 为 x 的 方 矫形 式 


p(T) = a Harr Harz’ t+ +ar" an 


为 了 确定 a,。，al，…，a,。， 对 于 0<i<n， 由 插值 条 件 p(zx;)==y; PAT nH 个 线性 方程 的 方 
程 组 ,其 形式 是 . 
1 zo x8 … 28) [ao yo 
loin a xi | las y: 
loa, 2x xij |a |= | ye (12) 
Lox 2h xi} le, 


《12) 式 中 的 系数 矩阵 称 为 范 德 蒙 德 矩阵 ， 由 于 对 任意 选取 的 y。，y,，…，y, 方程 组 有 唯一 解 ， 
所 以 该 矩阵 是 非 奇 异 的 (定理 1)， 因 此 ， 对 于 不 同 结 点 zos zis es za 的 范 德 蒙 德 矩阵 的 行列 
式 非 零 ， 它 的 计算 公式 在 习题 6. 1. 34 中 给 出 ， 但 是 ， 范 德 过 德 矩阵 常常 是 病态 的 ， 因 此 通过 
解 (12) 式 所 求 出 的 a, 也 可 能 不 精确 ，( 参 见 Gautschi [1984]. ) 此 外 ， 得 到 (11) 式 中 多 项 式 的 
计算 量 也 是 非常 大 的 ， 因 此 ， 我 们 并 不 建议 采用 这 个 方法 . 

MRS x 三 x,， 其 中 0<i<n， 对 于 (9) 式 中 的 拉 格 朗 日 多 项 式 ， 我 们 得 到 下 列 n 十 1 个 线 
性 方程 : 


如 (zo) HCx) … 如 (ro)] [yo P(x) 
bolti) Ala) … bad] jy p(x) 
Mx) Cay) = bry). (zw) 


它 的 系数 矩阵 约 化 为 单位 矩阵 1， 如 前 所 述 ， 它 的 解 是 y= pa), POS. AH nt 
个 不 同 的 点 tor tis oy ty 只 存在 一 个 插值 多 项 式 ， 所 以 我 们 得 到 任意 一 个 次 数 至 多 为 n 次 
的 多 项 式 所 满足 的 恒等式 


D) = DB pr) lz) 


就 数值 计算 来 说 ， 最 好 采用 牛顿 型 插值 多 项 式 . 它 可 以 结合 均 差 算法 (在 6. 2 节 中 讨论 ) 
去 求 得 所 需 系 数 。 另 一 方面 ， 由 于 拉 格 朗 日 插值 公式 中 的 系数 是 给 定 的 y,， 我 们 可 以 立即 得 到 
拉 格 朗 日 型 插值 多 项 式 ， 在 后 面 第 7 章 构造 求 积 公式 时 ， 这 个 事实 将 会 很 有 用 . 

正如 某 些 实验 数据 所 反映 的 那样 ， 如 果 一 组 固定 的 结 点 z, 对 应 多 组 不 同 的 数值 y;,， 因 为 
对 每 一 种 情况 基 范 数 都 保持 不 变 ， 所 以 此 时 拉 格 朗 日 型 插值 优 于 牛顿 型 插值 . 

如 果 需 要 对 插值 问题 添加 新 的 数据 点 ， 那 么 牛顿 型 插值 的 另 一 个 优点 是 已 经 算出 的 系数 将 
保持 不 变 ， 央 此 ， 在 (3) 式 中 ，co 只 与 点 (zo。，yo) 相 关 ，c 只 与 点 (ze WAA, ) 相 关 ， 
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(315) 
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依 此 类 推 ， 牛 顿 型 插值 很 容易 适应 于 那些 需要 添加 数据 点 的 插值 问题 . 

对 牛顿 型 和 (11) 式 型 的 计算 可 应 用 有 效 的 拭 套 乘法 算法 ， 这 一 点 显然 优 于 拉 格 朗 日 型 搬 
值 ， 但 是 ， 也 有 一 些 计算 拉 格 郎 日 型 插值 的 有 效 算法 ， 参 见 Werner [1984] 以 及 该 文中 的 参考 
文献 ， 也 可 参见 习题 6. 1. 31~6. 1.32. 
6.1.3 多项式 插值 的 误差 

现在 介绍 一 些 有 关 函 数 和 它 的 插值 多 项 式 之 间 差 异 的 定理 . 

定理 2( 多 项 式 插值 误差 定理 ) RSAC (a, 的 中 的 一 个 函数 ， 多 项 式 户 是 函数 三 在 区 
间 [a， 的 ntl 个 不 同 点 tor mis es z, LOKERA n 次 的 插值 多 项 式 、 对 [a， 趾 中 的 
每 个 z， 都 有 (a，b) 中 的 一 点 和 与 之 对 应 ， 使 得 


va a oe Te 
f(D =p = Gap efe x) a3) 


证 明 当 z 是 某 个 插值 结 点 zx, 时 ， 因 为 (13) 式 两 端 都 为 零 ， 所 以 定理 结论 显然 成 立 ， 现 
在 设 z 是 异 于 结 点 的 任意 一 点 ， 令 


w= [u-d 三 /一 一 iu 


其 中 4 是 使 得 $8(x)==0 的 一 个 实数 ，( 记 住 ，z 是 固定 的 . ) 因此 ， 
a = L- pw 


w(x) 
现在 GEC [ay b], HAR nt+2 TÄ x, zos ms 1s x, 处 变 成 零 ， 根 据 罗 尔 定理 ，# 在 
(a, DP BDA ”十 1 个 不 同 的 零点 .类 似 地， 岁 在 (ae，b) 中 至 少 有 个 不 同 的 零点 ， 如 果 重 
复 上 面 的 讨论 ， 最 终 我 们 断定 SOG, OPRDA-TER, line. AW 
PMD = fD pt 一 hootp = or n+ DI 
因此 ， 我 们 有 


0S BPE) = SOPE) = a+ A E) = (a+ D ERTO 


这 是 (13) 式 的 变形 . a 
例 3 设 函数 /(z) 一 sin zx， 如 果 用 函数 f 在 区 间 [0，1] 中 10 个 点 上 的 9 次 插值 多 项 式 去 
WE f， 试 问 在 该 区 间 上 它们 的 误差 有 多 大 ? 
解 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 要 用 到 定理 2 中 的 (13) 式 ， BR, 我 人 有 | (CE) | <1 


和 了 |z 一 z 1 入 1. pat, to, PRERA z, 
eo 


| sin x p(x) |< gh < 2.8 X107 C] 
6.1.4 切 比 雷 夫 多 项 式 
通过 适当 地 选取 结 点 ， 定 理 2 中 有 一 项 可 以 被 优化 .这 个 问题 的 分 析 最 初 是 由 伟大 的 数学 
家 切 比 雪夫 (1821 一 1894) 给 出 的 ， 优 化 的 过 程 自然 地 引导 出 了 一 个 称 为 切 比 雷 夫 多 项 式 的 一 组 
多 项 式 ， 下 面 给 出 它 的 定义 及 基本 性 质 . 
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BH ib 
切 比 雪夫 多 项 式 (第 一 类 ) 递 归 定 义 如 下 : 
ITD =] Tar 
Tan (2) = 227, (2) Tei (2) (n>1) 
不 难 算出 接 下 来 几 个 T, 的 具体 形式 : 

T(x) = 2z —1 
Ti(z) = 42° 一 3z 
T(x) = 82! — 82? 十 1 
Ts (x) = 167’ — 202° 十 5z 
Te (x) = 322° — 48x + 182? 一 1 


图 6-1 给 出 了 这 最 初 几 个 切 比 雪夫 多 项 式 的 图 形 . 


图 6-1 切 比 雪夫 多 项 式 T,(z), 0<n<6 


切 比 雪 夫 (deGntues) 在 研究 蒸汽 机 车 联动 装置 的 运动 时 引出 了 这 些 多 项 式 ， 从 那 时 起 ， 它 们 就 
成 为 应 用 数学 的 重要 组 成 部 分 ， 切 比 雪夫 多 项 式 有 许多 绝妙 的 性 质 ， (参见 Rivlin [1990]. ) 
定理 3( 切 比 雪夫 多 项 式 定理 ) 对 区 间 [ 一 1，1] 中 的 工 ， 切 比 雪夫 多 项 式 有 闭 型 表达 式 
T,(x) = cos(n cos'x) (n> 0) 
证 明 回忆 两 角 和 的 余弦 公式 是 
cos(A + B) = cos A cos B— sin A sin B 
由 此 得 到 
cos(n + 1)@ = cos g cos ng 一 sin bsin ng 
cos(n — 1)6 = cos g cos ng 十 sin bsin ng 


两 式 相 加 后 再 移 项 ， 得 到 
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cos(n + 1)@ = 2cos 6 cos ng — cos(n — 1)0 (14) 
现在 令 O=cos 'x 以 及 zt 二 cos8. 《14) 式 表明 下 列 定义 的 函数 


fa (x) = cos(n cos x) 


满足 
从 一 1 fi(z)=x 
Sanla) = 2af a(x) — faala) (n>1) 
因此 对 所 有 的 n =T, 都 成 立 . a 
根据 定理 3 中 的 公式 ， 我 们 可 以 得 到 切 比 雪夫 多 项 式 更 多 的 性 质 ， 例 如 


[TA <1 (1<z<D 
T. (cos 2) = CD O<j<n) 


T, (cos i=) = 0 O<j<n) 
首 一 多 项 式 是 指 最 高 次 项 系数 是 1 的 一 个 多 项 式 ， 根 据 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 ， 对 于 n>o, 
我 们 可 以 看 出 T,(z) 中 最 高 次 项 是 2” 'zr， 因 此 ， 当 n>0 时 ，2"T, 是 一 个 首 一 多 项 式 . 
定理 4( 首 一 多 项 式 定理 ) 若 户 是 一 个 由 次 首 一 多 项 式 ， 则 
Welle = max | p(x) |> 2" 
证 明 用 反 证 法 证 明 . 假设 
1p(z)1I< 2 (zl 和 <D 
$ q=2 "T, ÝE r:=coslin/n). 由 前 面 的 讨论 知 ，9 是 一 个 n 次 的 首 一 多 项 式 ， 因 而 
(= Dp) S| pla) |<2™ = (~ Dga) 


并 且 ， 
(~—D'fg(z)—p(z)]>0 O<i<n) 

这 说 明 在 区 间 [ 一 1，1] 上 ， 多 项 式 g 一 p 的 符号 在 正 负 之 间 来 回 变 动 了 wn 十 1 次 ， 所 以 它 在 (一 1， 

1) 中 至 少 有 个 根 ， 但 是 这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 为 g 一 p 的 次 数 至 多 是 一 1 ( 记 住 p 和 9g 都 是 

首 一 多 项 式 ， 因 而 “次 项 z" Eq p PAREHA). a 

6.1.5 选取 结 点 


在 定理 2 中 ， 假 设 插值 结 点 都 在 区 间 [ 一 1，1] 内 .如 果 z 在 同一 区 间 内 ， 那 么 & 也 在 该 
区 间 内 ， 因 此 ， 我 们 可 得 到 
ESOO < GFT A AO Imaal e-e] 
根据 定理 4， 我 们 有 (对 任何 结 点 集 ) 


max| J] œ- 2) [> 2" 


al (2-2) 是 首 一 多 项 式 2"T,;, , 则 上 述 不 等 式 可 以 达到 极 小 值 . 因而 结 点 就 是 Ti,-， 的 根 , 它 
们 是 
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综 上 所 述 ， 得 到 下 列 结果 
定理 5( 切 比 雪夫 结 点 插值 误差 定理 ) FHA I; 是 切 比 雪夫 多 项 式 T,+1 的 根 ， 则 对 
|z| <1, 定理 2 中 的 误差 公式 变 为 


[1f(2)— p(x) |< max | f(t) | 


ee eee 
2 (n+)! ur 
6.1.6 播 值 多 项 式 的 收敛 性 

设 Sf 是 定义 在 区 间 [a，65] 上 的 一 个 连续 函数 ， 如 果 对 f 构造 次 数 越 来 越 高 (具有 等 分 结 
点 ) 的 插值 多 项 式 p, ， 那 么 自然 会 期 望 这 些 多 项 式 在 [a，b] 上 一 致 收 但 于 f, ERE n> 
时 ， 我 们 期 望 

If- p lle = max | f(a) — p, (x) | 

收敛 于 零 ， 我 们 已 经 看 到 过 一 些 如 f(2)=sin zx 那样 的 函数 例子 ， 其 上 述 结论 是 正确 的 . 但 是 
必须 意识 到 ， 函 数 sine 远 不 是 一 个 典型 的 连续 两 数 ， 在 实数 域 上 它 是 属于 C" 类 的 函数 ， 而 作 
为 复 变 函数 ， 它 又 是 一 个 整 函数 ， 也 就 是 说 它 在 复 平面 (的 有 限 区 域 ) 上 根本 没有 奇 点 . 

出 人 意料 的 情形 是 对 于 大 部 分 连续 函数 而 言 ，‖ /一 pp || -并 不 收敛 于 零 ， 这 种 情形 的 第 
-个 例子 由 Meray 于 1884 年 给 出 ， 他 选择 复 平面 上 的 nAn 次 单位 根 作为 结 点 ， 它 们 是 单位 
圆周 | x | =1 上 的 等 分 结 点 ， 当 n=6 时 如 图 6-2 所 示 . 


虚 轴 
复 平 面 
a = jol +i V3) -- ~~~ = fd tiv 
7 
/ aN 
i ‘ 
n 4 ye 1 > Sh 


\ H 
7 
k / 


\ 
N, P 
as = $(-1 -iv~ og = 1-iVD) 
图 6-2 6 个 6 次 单位 根 


我 们 把 这 些 结 点 记 为 ww，w ，…，w。。 现 在 考虑 函数 /(z) 一 1/z 在 结 点 ns an s n 上 
的 多 项 式 插值 问题 ， 这 个 问题 的 解 是 唯一 的 一 1 次 的 多 项 式 pa. EER, CE p,_1(z) = 
2"!， 这 是 因为 
pesto) =a = loli) aj 


我 们 来 度量 在 单位 圆 上 f Ap ZAHER. RIA 


I jn pa l -= max | f(z) 一 加 (2) [= max | gto 


318) 


回 
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= max b |1—s i=2 
izler | z | 


C4 2 在 单位 圆 上 | z | =1 移动 时 ，z" 也 在 其 上 移动 。 并 且 当 x"= 一 1 时 ， 由 上 述 计 算 我 们 得 
到 2.) 因此 ， 当 n>co 时 ， 此 例 中 的 p, 和 了 总 是 相距 两 个 单位 . 

另 一 个 例子 是 在 实数 域内 由 龙 格 于 1901 年 给 出 的 .函数 /(z) 一 (zx? 十 1)! 定 义 在 区 间 
[一 5，5] 上 . 如果 p, 是 由 这 个 函数 利用 区 间 [ 一 5，5] 内 的 等 距 结 点 构造 的 插值 多 项 式 ， 我 们 
发 现 序 列 ‖ /一 p, ‖ -是 无 界 的 .从 下 一 节 的 计算 机 实验 中 可 以 看 到 这 种 情形 的 轮廓 ， 即 使 对 
不 太 大 的 n (例如 = 一 15)， 我 们 也 可 以 看 到 多 项 式 p. 的 剧烈 振荡 .这 个 奇妙 的 现象 已 经 成 为 
教科 书 和 论文 中 的 标准 例题 ， 被 称 为 龙 格 函数 或 者 龙 格 例题 ， 参 见 Epperson[1987]. 

关于 龙 格 函数 在 等 距 结 点 上 插值 产生 无 界 多 项 式 的 证 明 ， 可 参见 Steffensen [1950] 关 于 捅 
值 的 一 本 专著 ， 该 书 于 1927 年 第 一 次 出 版 ， 进 一 步 的 背景 情况 需要 用 到 复 函 数 来 处 理 ， 为 此 ， 
我 们 推荐 Davis [1982] 有 关 逼 近 和 插值 方面 的 专著 ， 以 实 函数 的 观点 来 看 ， 龙 格 函 数 似乎 具有 
良好 的 性 质 ， 但 是 在 复 平面 内 ， 它 在 虚 轴 附近 有 奇 点 ， 这 便 是 麻烦 的 根源 所 在 ， 对 它 的 分 析 相 
当 困难 并 且 超 出 了 本 书 的 范围 .一 个 肯定 的 结论 是 下 面 的 定理 7， 它 表明 在 某 种 条 件 下 插值 多 
GRRE f. 然而， 一 个 否定 的 结论 是 下 面 的 定理 6， 它 表明 对 应 于 S 的 插值 多 项 式 是 
无 界 的 (因此 不 能 一 致 收敛 于 /). 这 两 个 定理 的 不 同 之 处 就 在 于 它们 的 量词 . 

接着 是 其 他 一 些 数学 家 的 工作 ， 例 如， 法 贝尔 (Faber) 在 1914 年 发 现 了 下 面 极 具 一 般 性 的 
结果 : 

定理 6( 法 贝尔 定理 ) 对 任意 给 定 的 结 点 组 

aca LP Lea <b (n>0) (15) 
在 区 间 [a， 拉 上 存在 一 个 连续 函数 f， 使 得 三 在 这 组 结 点 上 的 插值 多 项 式 不 能 一 致 收效 于 f. 

由 于 我 们 有 下 面 肯定 的 结论 ， 所 以 这 个 结果 比 初 看 上 去 要 难以 理解 些 . 

定理 7( 插 值 法 收效 性 定理 ) Sf Ra, OL LMHERHM, MAL (15) 式 中 那样 的 一 组 结 
点 ， 使 得 卫 在 这 组 结 点 上 的 插值 多 项 式 力 。 满足 lim I f— p. -=0. 

这 个 定理 可 以 由 下 面 两 个 著名 的 定理 结合 起 来 得 到 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 和 切 比 雪夫 交 
错 定理 ， 我 们 现在 只 给 出 其 中 之 一 ，( 另 一 个 将 在 6.9 节 中 给 出 . ) 

定理 8( 狐 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 ) 若是 [a, 4b] 上 的 连续 函 教 并 且 >0， 则 在 区 间 [a，] 
上 存在 一 个 多 项 式 户 满 足 | f(x) 一 p(x) | Se. 

EA 由 于 变量 替换 z==a 十 :(b 一 a) 可 以 用 来 在 [a，6] 和 [0，1] 之 间 转 换 ， 因 此 只 需 在 特定 
的 区 间 [0， 1 上 证 明 这 个 定理 即 可 当然，: 的 线性 函数 插值 多 项 式 是 + 的 同 次 多 项 式 ， 如 果 
ECL0，1]， 正 如 后 面 将 要 解释 的 那样 ， 伯 恩 斯 坦 (Bernstein) 多 项 式 Bf 序列 一 致 收敛 于 f. M 

现在 ， 我 们 讨论 Serge Bernstein( 伯 恩 斯 坦 ) 在 1912 年 引进 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 . 它 由 下 式 
给 出 : 


BHO = S7(A eat 其 中 nw = (ta-o 


在 gu 的 定义 中 ， 记 号 (”) 是 由 下 式 定义 的 二 项 式 系数 
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(0)- fm O<k<n 

0 其 他 

为 什么 我 们 要 关注 伯 轧 斯 坦 多 项 式 ? 我 们 主要 是 用 它们 来 给 出 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 一 个 初 
等 证 明 ， 然而， 伯 恩 斯 坦 多 项 式 也 被 用 于 计算 机 辅助 设计 (最 近 ， 在 这 个 应 用 领域 里 有 一 种 
用 B 样 条 替代 这 些 多 项 式 的 趋势 . ) 

把 B, 看 作为 CL0，1] 中 的 元 素 映射 到 另 一 些 元 素 的 线性 算 子 ， 这 一 点 是 很 重要 的 ，B, 的 
线性 性 可 由 下 列 等 式 表示 : 

Blaf +6g) = aB,f +bB,g (a,b E Ri fog € CLOD 

这 一 点 很 容易 验证 ， 这 些 算 子 的 另 一 个 重要 性 质 是 它们 是 正 的 ， 也 就 是 说 如 果 flo, WA 
B,f 之 0， 根 据 在 区 间 [0，1] 上 gw 之 0 的 事实 ， 易 知 这 一 点 是 成 立 的 . (我 们 把 所 有 函数 都 看 作 
定义 在 区 间 [0,，1] 上 .) 

正如 下 面 定理 所 指出 的 那样 ， 算 子 的 线性 性 和 正 性 是 非常 有 效 的 . 

定理 9(Bohman-Korovkin RH) 设 L,(n 之 1) 是 定义 在 C[a，b] 上 的 一 个 正 线性 算 子 序列 
并 且 其 在 相同 的 空间 里 取 值 ， 若 对 于 三 个 函数 f(x)=1, z, è, | Lo 一 丰 | -0 都 成 立 ， 
则 对 所 有 JE C[La， 的 此 结论 也 成 立 . 

证 明 在 空间 C[e， 幻 中 ， 我 们 可 以 取 绝 对 值 ， 用 | /| 表示 在 z 处 的 值 是 | f(x) | 的 函 
数 ， 我 们 还 注意 到 ， 如 果 是 正 线性 算 子 ， 则 有 下 列 关系 

f > a> f—g >0>L(f—g) >0>Lf —Lg > 0>Lf > Lg 
WHK ISISI) SISS RAL SOILS IML SDSL 进一步 有 LL( SID 
PILE). 对 于 k=0，1，2， 我 们 设 h(z) 二 x*， 青 定义 函数 a,，B, Ay, 如 下 
a, =Lho—h B=Lh—h y= Lahi — h 
由 定理 假设 可 以 断定 
lale >0 al 一 0 Ino 
(在 此 处 以 及 定理 证 明 的 剩余 部 分 中 ， 我 们 使 用 了 无 穷 范 数 . ) 在 定理 证 明 的 主要 部 分 ， 设 / 是 
Cre,， 纪 中 的 任意 元 素 并 且 e>0， 我 们 要 证 明 存 在 一 个 整数 m 使 得 
n>m=> || Lf — fll o <3e 
由 于 了 在 一 个 紧 区 间 上 连续 ， 从 而 它 一 致 连续 .因此 ， 存 在 一 个 正 数 8$， 使 得 对 于 区 间 [a， 妆 ] 
中 所 有 的 + 和 y， 都 有 
l= y< | fle) — fly) I<e 

就 c=2 1 fll /, RNA 


lamy l> |) -WIN KRIA FS" = ey) 
A, Fla, PRAM z+ Aly, RNA 
| f(x) — f(y) Ketela y) 
这 个 不 等 式 可 写 为 下 列 形式 
| f— fh |< ho t cLhs — 2yh; + y?ho] 
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根据 各 的 定义 以 及 简单 地 代 换 zx 可 以 得 到 上 述 结果 .由 定理 证 明 开 始 时 所 作 的 注 记 ， 我 们 
AR | Laf — fC) Lhe I< eb who + [Lhe — 2yL shi + y Lho] 
这 是 一 个 函数 之 间 的 不 等 式 ， 我 们 可 以 随意 地 将 y 代入 其 中 : 
1 LAG) — fCLho) CY) | 
<e(Lyho Cy) +L Lahey) — 2y Lh) 十 只 (Loho)(y)] 
= [l+ aly] + ely? + 79) — 2969 + BC) + y+a,(y))] 
= e tea, H7, (y) 一 2cyp8.(y) + cya, (y) 
Setelan læ telly læ +2 l| hi Ie I Ba Nae tell he I Has Il» 
选择 m， 使 得 当 "之 m 时 ， 上 述 不 等 式 中 最 后 的 右 端 项 小 于 2e， 那 么 对 于 n>m, RIA 
Lif — f + Le- <2e 
最 后 ， 我 们 有 


WLS Sf lle LS f+ Lehola + Il f+ Lito — f+ ho || o 
Set fl- ell 
如 果 需 要 的 话 ， 可 以 增加 mm EY nm h, A SI lla Un <e. 那么 上 述 不 等 式 中 的 最 
后 项 不 超过 3e. a 
在 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 中 ,遗留 的 一 个 细节 是 : 对 于 =0，1，2， 证 明 Bihs 一 hh， 
Hp haat. HF h。， 我 们 用 二 项 式 定理 给 出 


Bh = Yeas) = D (ta-o = ataa 
i Folk 
SEF hy, REIM 6.1.35, 我 们 有 


Bh (ax) = DEG- = Bl 4 


| 
= (ee 
最 后 ， 对 于 一 2， 两 次 应 用 习题 6. 1. 35， 我 们 有 
(Byhz (x) = DT (ra 一 ao a DEET- 


-DER EHG a-o 


= mep a-o “十 三 


Bahk 


习题 6. 1 


1. 求 出 下 列 数据 集 上 次 数 最 低 的 插值 多 项 式 : 
z3 T: 
y[s[-1 
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eq 3] 7,1) 2 
y flo] 146] 2] 1 


CA EA 7,1) 2 
12|146| 2 | 1 


z 1.5|2.7|3.1|-2. 1-6 gino 

y o.olo.ofo.of 1.0 | 0.00.0 

对 于 给 定 的 函数 f(z)， 在 "十 1 个 指定 的 结 点 上 次 数 三 n 的 插值 多 项 式 是 唯一 确定 的 因此， 存在 一 个 
RH fip. 用工 表示 这 个 映射 并 且 证 明 


e 


Lf = Era Ms 
名 
再 证 明了 是 线性 的 ， 即 La f+og)=aLft+ble 
, ( 续 ) 参 考 上 题 并 且 由 如 下 公式 定义 另 一 个 映射 G: 
Gf = Dye. É 
a 


证 明 Gf 是 一 个 次 数 至 多 是 2n 次 的 多 项 式 ，GJ 是 f 在 给 定 结 点 上 的 插值 多 项 式 ， 当 f 非 负 时 Gf 也 是 
非 负 的 ， 
，…( 续 ) 证 明 上 面 习题 6. 1. 2 中 的 映射 具有 性 质 ， 对 每 个 次 数 最 多 是 = 次 的 多 项 式 9， 都 有 Lq=q. 


Be) 证 明 对 所 有 ,都 有 DYE = 1 
CER» 如果 PERAS EAA re n e n ORNO EKAS 的 插值 多 项 式 ， 那么 


f(x) — plz) 一 Ew- SJA) 
d 
证 明 ， 牛 顿 型 播 值 多 项 式 中 计算 系数 <, 的 算法 包含 n* 次 长 运算 (乘法 和 除法 ). 


> 


8. 对 于 给 定 的 PCO). PCA p'()， 其 中 是 任意 预先 给 定 的 点 . 讨论 求 一 个 次 数 至 多 为 2 次 的 多 项 式 问题 . 
9. 证 明 : 如 果 & 是 函数 S ER o zis eo zai ERMIR hf EA s e n 上 的 插值 ， 则 
函数 


gla) 十 20 g(x) —h(z)] 


ri 
是 了 在 点 re，r，…，z 上 的 插值 ， 注 意 ，&g MA 不 一 定 是 多 项 式 . 
10. ER: 在 (9) 式 的 多 项 式 p 中 x" 的 系数 是 


11. 证 明 ， 对 任何 次 数 短 "一 1 的 多 项 式 9， 
Fa TI) =0 


Fo 


12. 确定 下 列 算法 


xa, 
for i= 1 ton do 


323) 
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20. 
21. 


22. 


23. 


Y 


4. 


ae(rtay idb; 
end do 


是 否 可 以 计算 


证明: 如 果 我 们 在 区 间 [ 一 1，1] 内 任 取 23 个 结 点 并 且 是 函数 /(z) 一 cosh x 在 结 点 上 的 一 个 22 次 插值 多 项 


式 ， 则 在 [一 1，1] 上 ， 相 对 误差 | p(x) 一 f(x) | /1 f(a) | 不 大 于 5X10 


-pR M f(x) =sinh 在 区 间 [ 一 1，1] 内 任意 个 结 点 上 的 一 个 次 数 太一 1 的 插值 多 项 式 ， 仅 有 的 限 


制 条 件 是 其 中 一 个 结 点 为 0 证 明 在 [一 1，1] 上 误差 满足 下 列 不 等 式 
SA KË fw 


, 试问 下 列 算法 中 v 的 最 后 的 值 是 多 少 ? 


me 
for j=i ton do 
vevete; 


end do 


这 个 算法 中 共 包 含 多 少 次 加 法 和 减法 ? 


， 写 出 一 个 有 效 的 算法 计算 


, 候 设 户 是 函数 /在 % 十 1 个 结 点 上 的 一 个 次 数 大 于 于 次 的 插值 多 项 式 ， 关 于 /(Cz) 一 A(z) 你 能 发 现 什么 ? 
.证 明 或 者 否定 ， 如 果 ， 是 mn WAT. M T, 的 每 个 零点 也 是 T。 HEA 
. 试 求 满足 下 面 表 值 的 一 个 多 项 式 : 


zfile 3 

sf]? 5 
证 明 : 对 于 Sl, T.(2)=cosh(ncosh 'z), RF: 模仿 关于 切 比 雪夫 多 项 式 定理 3 的 证 明 . 
写 出 关于 下 面 表 值 的 拉 格 朗 日 和 牛顿 插值 多 项 式 ， 


z 2|0|3 
fo] 7 [28 

求 下 列 数据 的 拉 格 朗 日 型 和 牛顿 型 插值 多 项 式 ， 
z -2| 0 1 


fœ ojiji 
把 两 个 多 项 式 都 写成 tbr t cx” 的 形式 并 证 明 作 为 函数 它们 是 便 等 的 . 


考察 数据 
3 3 
Š = 0 /2 


5 
f(x) f(A 4) foo) jf 4) 


关于 这 组 数据 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 牛顿 插值 多 项 式 是 怎样 的 ? 
T, 中 的 首 项 系数 是 2 ' e “系数 的 公式 是 怎样 的 ? r RBA RE? 
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25. 求 出 下 列 数 表 的 插值 多 项 式 : 


26. 方程 * 一 9 一 =0 在 [0，1] 中 有 一 个 解 ， 给 出 该 方程 左 端的 函数 在 点 zo 一 0，z =0.5，z: 二 1 上 的 插值 多 项 
式 ， 令 插值 多 项 式 等 于 零 并 且 解 这 个 方程 ， 求 出 此 方程 的 一 个 近似 解 . 

27. MR p ERASO e E. 1 内 的 13 个 结 点 上 的 12 次 插值 多 项 式 ， 那 么 | f(z) 一 p(x) | 在 [一 1， 
JI 上 一 个 好 的 上 界 是 什么 ? 

28. 对 于 OSISE, B p BKM EB p=» HEAR. ER: ppa 4ARY pi (zi 一 

29, 如 果 三 "是 所 求 根 的 某 个 邻 域内 的 二 次 多 项 式 ， 设 计 一 个 解 方 程 f(z) 一 0 HAE "十 1 步 给 出 其 精确 根 的 
算法 ， 这 里 RMR: aar 

30. 证 明 : 若是 函数 /在 结 点 re，zri，…，x-! 上 的 插值 函数 (不 必 是 一 个 多 项 式 ) 并 且 函 数 放 满足 h(zi) = 
bn (0SiSn)， 则 对 某 个 c BM ge +f 是 了 在 ze，zi，…，z 上 的 插值 . 

31. 参考 拉 格 朗 日 插值 过 程 并 且 定义 


w= Hs 


证 明 ， 若 < 不 是 结 点 ， 则 插值 多 项 式 可 由 下 列 公式 计算 ， 


pn) = [Dy [Ewa] 
名 名 

这 个 公式 称 为 拉 格 朗 日 插值 过 程 的 重心 形式 . 
2. ( 续 ) 证 明 在 上 面 习 是 中 请 的 表达 式 在 下 述 意义 下 是 稳定 的 ， 若 w 不 能 精确 地 计算 出 来 ,但 仍然 具有 插值 

HEM. B limpi = yi OSS). 

ray 

33. BEE REE CHES Db AY TAD RAY ntl EARS. Bro ns e z 是 D PARA. EAA 

问题 


f(x1)=y, OLiS) SEE 
对 任意 选取 的 纵 坐 标 x, 有 唯一 的 解 当 且 仅 当下 中 没有 异 于 0 的 函数 在 所 有 点 z,，z, ，…，z, 上 值 都 是 零 . 
34. 证明 


T: zh oe xh 
lon wf zi 
dafi n ad a Tl -rp 
. ocichen 
1 E x 


= Cty > To Cry Tre 2 0 Cag — ty d0 
(as — 20) (24 — 2) (aa — 22) Ce — ro) 


(ay > 1) (a) ~ 20) 


kV") (nn 
EIO- G) 
36. 函数 1/C1+ OMEA oo 具有 相似 的 图 像 . 那么 它们 对 等 距 结 点 的 播 值 过 程 也 是 相似 的 吗 ? 
37. 美国 的 第 一 张 邮票 发 行 于 1885 年 ， 邮 寄 一 封 信 的 费用 是 2 美 分 ，1917 年 ， 费 用 增加 到 3 美 分 、 但 是 ， 在 


35， 证 明 
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1919 年 又 降 到 2 美 分 ，1932 年 ， 其 费用 再 次 上 升 到 3 美 分 并 且 维 持 了 26 年 然后， 发 生 了 一 连 串 的 增加 
过 程 : 1958 年 4 美 分 ，1963 年 5 美 分 ，1968 年 6 美 分 ，1971 年 8 美 分 ，1974 年 10 美 分 ，1978 年 15 美 
分 ，1981 年 3 月 18 美 分 及 10 月 20 美 分 ，1985 年 22 美 分 ，1988 年 25 美 分 ，1991 年 29 美 分 ，1995 年 32 
美 分 ，1999 年 33 美 分 ，2001 年 34 美 分 ， 确 定 对 于 这 些 数据 的 牛顿 插值 公式 .试问 在 此 基础 上 ， 什 么 时 
候 邮 寄 一 封 信 要 花费 1 美元 ? 什么 时 候 要 花费 10 美元 ? 


6.2 We 


在 上 节 中 ,我们 讨论 了 函数 用 多 项 式 插 值 的 问题 ， 现 在 继续 讨论 这 个 问题 ， 设 f 是 一 个 函 
数 ， 其 在 点 ( 结 点 ) 集 zs，zi，……，z 上 的 函数 值 是 已 知 的 或 者 可 以 计算 出 来 ， 本 节 中 假设 这 
些 结 点 互 不 相同 ， 但 不 要 求 它们 按 大 小 关系 在 实 轴 上 有 序 地 排列 ， 我 们 知道 在 这 十 1 个 结 点 
上 存在 唯一 一 个 次 数 至 多 是 n 次 的 S 的 插值 多 项 式 p. 

pla) = fa) (0<i<H a) 
当然 ， 多 项 式 p TUGRRA LMR, x, r, s 2 的 线性 组 合 ， 正 如 上 节 所 讨论 的 那样 ， 
这 些 基 本 多 项 式 不 太 令 人 满意 ， 我 们 更 喜欢 使 用 合乎 牛顿 插值 多 项 式 的 基本 性 质 ; 

golz)=1 
q (7)= (zr— x) 
g(a) = (£ — z) (1 — x) 


(2) = (x ~ a) (2 2) (a — 22) 
qT)= (2 — zo) (£ — 2) = 22) (x — 2,4) 
这 些 等 式 引 导出 牛顿 插值 多 项 式 


P(x) = Saw 
插值 条 件 给 出 了 一 个 计算 未 知 系数 c 的 线性 方程 组 


Desa = sep (<i<n) (2) 
这 个 方程 组 中 系数 短 隆 是 Ca+DX HDH, 它 的 元 素 是 
a=) O<ij<n) (3) 
矩阵 A 是 一 个 下 三 角 阵 ， 因 为 
ji 
gla) = [[@-x) 
H 
gla) = [[ -a =0 #i<j-1 a) 


1 
例如 ,考虑 3 个 结 点 的 情形 ， 并 且 
bila) = cogl) + eigi (x) + erq (x) 
=o +alr— z) + alzt— t)r az) 


设 rz 一 zo，z=zi，z=za， 我 们 有 一 个 下 三 角 方程 组 


(5) 


1 0 0 Co f(zo) 
1 (a, — 2) 0 al= |f) 
1 Gt: — 20) (a2 — 20) (a, — 1) | Ler (xz). 


为 求解 (2) 式 中 的 co。，c;，…，c,， 我 们 按照 给 定 的 下 标 顺 序 ， 从 上 往 下 计算 系数 c. ER 
个 过 程 中 ， 我 们 看 到 c。 只 依赖 于 fC), co 只 依赖 于 f(z。) 和 f(z), HUH. 因此，c, 只 
RMF SERT mis es z, 上 的 值 ， 记 号 

ce = fla eri yyy] (6) 
在 很 多 年 以 前 就 被 用 来 表示 这 种 依赖 关系 了 ， 因 此 ， 当 Dag 是 / PER Zor tir yo, 上 的 
.插值 时 ， 我 们 规定 符号 c= foo, ris os 2, bg 的 系数 ， 因 为 
W(X) = (2> 2) (x r) (ay) = 2+ EKER 

所 以 我 们 也 可 以 说 f[zo，zri，…，zo] 是 了 在 点 ze，zi，…，xz, 上 次 数 至 多 为 次 的 插值 多 
WRP 的 系数 。 在 前 面 所 有 的 描述 中 ，n 可 以 取 任 意 值 ， 表 示 式 flr ，z  ，…，z,] 称 为 了 
的 均 差 . 

现在 要 给 出 前 几 个 均 差 的 显 式 公式 .首先 ，J[Lzo] 是 了 在 点 ro 上 零 次 插值 多 项 式 中 z 的 
系数 ， 因 此 ， 我 们 有 


fle] = f(x) (7) 
jJ[Lzo，zi] 是 了 在 点 re，zi 上 次 数 至 多 为 1 次 的 插值 多 项 式 中 z 的 系数 ， 因 为 这 个 多 项 式 是 
PX) = flay) + LEV= fla), n) (8) 
所 以 我 们 看 到 q (z) 的 系数 是 
Sizer) = 人 (9) 


该 表达 式 暗 示 出 采用 术 诸 均 差 的 原因 ， 具 有 下 列 形式 的 一 个 均 差 表 可 表示 为 
a fla) [zzi] 
xn f(x) 
由 此 很 容易 构造 出 插值 多 项 式 : 
plz) = f(x) + flzos TI(z— z) 
由 于 o= flr] 以 及 c=J[zo，zi] 与 (6) 式 一 致 ， 因 此 (7) 式 和 (9) 式 也 可 以 通过 求解 方程 组 
(5) 中 的 co Alc 得 到 .我 们 可 以 根据 (1) 式 ， 把 牛顿 插值 多 项 式 写 为 如 下 形式 ， 
a È a 
pz) = Saga) = > floras) [[ zx—z) (10) 
& 


ia J26 
用 下 述 理由 可 以 说 明 (10) 式 的 正确 性 :如 果 在 (10) 式 的 和 中 截取 二 m, 得 到 > ag a) RIA 
全 
RAE STER Torti ,zs 上 的 次 数 至 多 是 m 次 的 插值 多 项 式 . 因此 ca = fle ,zi oe yay]. 这 一 点 对 
FOS m <n 中 所 有 的 m BEER. 
6.2.1 高 阶 均 差 


下 面 的 定理 可 以 用 来 计算 高 阶 均 差 . 
定理 1( 高 阶 均 差 定理 ) 均 差 满足 等 式 


328) 
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= flares te) = flora tei] ap 


Xn — Zo 
证 明 首先, 令 p 是 了 在 结 点 z。，z1，*…，zh 上 次 数 至 多 是 上 次 的 择 值 多 项 式 . 我 们 将 用 
B p, M pi 用 g 表 示 了 在 点 Ts，…，zx, 上 次 数 至 多 是 一 1 次 的 插值 多 项 式 ， RNA 


ZT ga) — p, 1(zx)] (12) 


Sl x0 rz Ts] 


pz) = ql) + Ë 


Tr — To 
下 面 证 明 这 个 等 式 成 立 ， 首 先 ， 上 式 两 端的 多 项 式 次 数 至 多 是 n 次 的 ， 其 次 ， 两 端 多 项 式 在 点 
Zor try o z, 上 的 取 值 相同 ， 因 此 ， 这 两 个 多 项 式 相等 ， 现 在 我 们 检查 (12) 式 两 端 zx" 的 系 
数 . 这 两 个 系数 必须 相等 ， 因 此 得 到 (11) 式 . 
定理 1 给 出 了 下 列 特殊 的 公式 
iaag- {el fm] 


Xi — Zo 


fn] Ltt] = fle zs) 


Ts— To 


在 这 些 公式 中 ，z。，z ，z;，… 可 以 看 作为 独立 变量 ， 因 此 ， 我 们 有 如 下 等 式 


flzianz] = An szanta] — faita tenja] a3 
uj T Fi 


其 中 fla], flr zi] flay tiis zaz], flare Tiis Tors zal, SH, DMRS, 
M, ZR, SPR. HAEARN, (DR, RAIT A th — Pe 
表 ， 这 个 表 习惯 上 设计 为 下 面 的 形式 ， 在 该 表 的 每 个 相继 列 中 给 出 零 阶 ， 一 阶 ， 二 阶 和 三 阶 
均 差 : 


Zo flo) | flzo, z1) fm， zis x2) flzo, ais ze, 23] 

a fla) | fla, zr] flr, m, 2) 

a flr] | flr» z] 

a fle] 

给 定 紧 线 左 端的 信息 ， 并 算出 右 端的 量 ， 可 用 (11) 式 来 实现 这 一 点 . (11) 式 的 递归 性 质 规定 了 
[330] 均 差 表 的 三 角形 式 ， 例 如 ， 给 定 的 数据 并 不 允许 我 们 计算 flrs, x], fla, ay, xe). 

比较 一 下 (10) 式 和 (11) 式 ， 我 们 看 到 牛顿 插值 多 项 式 所 需 的 系数 位 于 均 差 表 的 第 一 行 . 
例 1 计算 下 列 函 数值 的 均 差 表 : 


工 3 1 5 6 
f(xy} 1 | 一 3| 2 4 


解 ”把 给 定 的 数 竖 排 为 两 列 ， 用 (11) 式 计算 均 差 ， 得 到 


(14) 


3 了 
SNe eo 

3 
1 =3|7 35 
5 2]2 
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D+ 三 


例 2 


解 p= 1422-3) 2-3) qo 3)(z 一 1)Czr 一 5) a 


6.2.2 均 差 的 算法 
计算 均 差 表 的 一 个 算法 可 能 是 非常 有 效 的， 并 且 推荐 它 作为 求 插值 多 项 式 的 最 好 方法 ， 我 
们 改变 记号 使 得 均 差 表 有 如 下 给 出 的 元 素 : 


To Co | co Co co Com-1 co 
T w| a en a 
2, ca0 C cn 
人 
Be bw 
Hih, RS BR SLU HE CAL eB) 5 EH A TR OP JO, MERRIA 
Cy = flax tare tay] 


从 (13) 式 的 直接 转换 得 到 下 列 算法 ， 


for j=1 10 n do 

for i =0 to nj do 
Cy citi en 

end do 

end do 


在 这 个 算法 中 ， 数 值 co( 它 们 是 输入 信息 ) 是 函数 了 在 点 zx, 上 的 值 ， 它 们 也 是 插值 多 项 式 
在 这 些 点 上 的 值 ， 当 然 ， 插 值 多 项 式 是 
PCH) 一 coo + coi Cx — xo) + cola — To) (£ — x) + 1l 


D/C 2) 


+ Con — Xo) (2 — x)(x — 2-1) 


=De ile- 

如 果 这 个 均 关 算 法 仅仅 用 来 计算 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 ， 那么 我 们 能 设计 另 一 个 占用 更 少 
计算 机 存储 空间 的 算法 ， 可 以 使 用 一 个 单一 下 标 变量 ， 记 为 d=(doy diy =, dal. 首先， 把 
函数 值 fro), fa, es FDA d h. EER d 已 经 是 牛顿 插值 多 项 式 的 第 一 项 所 求 
系数 ， 其 次 ， 我 们 计算 均 差 的 第 一 列 ， 并 把 它们 放 在 d, dzs =, d, 的 位 置 ， 之 后 ，d 仍然 
是 其 原 有 值 ， 而 d 已 经 变 为 多 项 式 的 第 二 项 所 求 系数 ， 我 们 继续 这 种 模式 ， 仔 细 的 储存 新 的 
HEE d 向 量 的 底部 使 得 不 打 乱 它 的 顶部 次 序 ， 这 样 逐 步 得 到 最 后 的 值 ， 算 法 如 下 : 

for i =0 ton do 

die fir) 


end do 
for j=1 ta n do 


o 
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for i =n to j step —1 do 
didi dnt) 
end do 
end do 


根据 算法 的 结论 ， 向 量 d 包含 多 项 式 的 系数 


p(x) = Ya [| (z—z,) 
在 习题 6. 2. 10 中 ， 将 比较 这 个 程序 与 6. 1 节 中 讨论 的 程序 的 有 效 性 . 
6.2.3 均 差 性 质 
我 们 用 均 差 的 一 些 良好 性 质 来 结束 本 节 . 
定理 2( 均 差 排 列 定理 ) 均 差 是 其 自 变量 的 对 称 函 数 ， 因 此 ， 若 (z，zi，…，zu) 是 (zo， 
Zis Xn) 的 一 个 排列 ， 则 
flea vei 9 se] = flo rzi sete) as) 
WEAR 〈15) 式 左 端的 均 差 是 f 在 点 z。，z!，…，z, 上 次 数 至 多 为 n 次 的 插值 多 项 式 中 zx" 
的 系数 . (15) 式 右 端的 均 差 是 f 在 点 x。，z!，…，zx, 上 次 数 至 多 为 n 次 的 插值 多 项 式 中 x" 的 
系数 ， 当然， 这 两 个 多 项 式 是 相等 的 . a 
定理 3( 牛 上 顿 插值 误差 定理 ) Rp RBM f Ant ARMA to n e a LM 
至 多 为 呈 次 的 播 值 多 项 式 ， 若 点 上 弄 于 这 些 结 点 ， 则 
FOP = flzosri ,Tt [| 0- z) a6) 


i 
证 明 首先 ， a ERR SERAT n, s a t 上 次 数 至 多 为 n 十 1 次 的 插值 多 项 
式 ， 我 们 知道 9 是 由 p 添加 一 项 得 到 的 .事实 上 
q(x) = plz) + flrme 
jn 
内 为 gO =f), MERA AACS r=) 
f(t) = ptt) + flzezie z Tz) a 
js 
定理 4( 导 数 和 均 差 定理 ) 若是 [a, kn ALR TM EM, HA, ny, 2 是 
(a, 65] 中 不 同 的 点 ， 则 在 (a,5) 中 存在 一 点 &， 使 得 


LE = ESOO an 


证 明 首先 , 设 记 是 函数 了 在 结 点 zx。，zl，…，zx,-1 上 次 数 至 多 为 n 一 1 次 的 插值 多 项 
R. 根据 6. 1 节 定理 2 知 ， 在 (a， 6) 中 存在 一 点 &， 使 得 


a 
Jr) 一 bz) = aoje =z) a8) 
根据 本 节 定 理 3， 我 们 有 


Fi 
Fan) = pla) = fl ao sais.) [] Cen — zx) (19) 


0 
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比较 (18) 式 和 (19) 式 ， 可 知 (17) 式 成 立 . a 
6.2.4 Hermite-Genocchi 公式 

许多 情况 需要 一 个 称 为 Hermite-Genocchi 公式 的 均 差 公式 ， 它 指出 均 善 f (20, ts e 
LJ "Cuwoxo 十 … 十 ux,) 在 nn 维 单纯 形 上 的 积分 ,这 个 单纯 形 是 下 列 R"'! 中 的 集合 S. 


S, = {u = (up sty yeu) € Rt u; > 0, Du; = 1} 


我 们 对 n 作 数 学 归纳 法 证 明 Hermite-Genocchi 公式 . 对 n=1 的 情形 ， 我 们 有 
= {u = (urn) € R?! u > Opus > Oyu +u = 1) 
= (=u) 0< u <1) 

因此 ， 问 题 中 的 积分 可 写 为 

[of Gn tur)du= fC -mao + uz) du 


= | fC tr = zo)) du 


= | EC tui aD] m 
T 
ai 

= tein tanta 一 ao n 

== tet Fa) = f(x) = flasa] 


根据 归纳 步骤 ， 假 设 对 "一 1 的 情形 公式 是 正确 的 ， 那 么 对 n 的 情形 给 予 证 明 ， 定 义 
Lassia) = | fO uozo + + uns ) du 


因为 Du = 1, HA u= Du, Ak 
> a 
Taxa rst) =f, f° Cae + uy (xy — 25) + + yay — ap) du 
= Ai -f TOTTA pe Cea Fan (ay — o) 


+H tu, (a, — to) du, "duzdu, 
bie a SUR RAISES N 


in Et + + + u, (a, — 70))] -1 


o 


du, 


=f 


ea 


= CAT? Cay + on (ai — to) tet ty CEA 


ey 


[F (z+ Du a + (1 一 Fu). 20) 


In Xo 


=f (xet Suc —2))] 
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ool [e (z+ iu, -a)-f (a + Suda —2)] 


In — Xo 
因此 ,积分 1 变 为 


Naostro sa) 
a net Baca) 


= 
=F (xs + Dulz,— zo) ) ]du duzdu 


=a, sati 9 ate) — Tao rti ye sted] 
Roa 


根据 归纳 假设 ， 上 述 最 后 一 个 表达 式 是 
flr ire r= fl ze 921 yt) 


2, t 
根据 均 差 的 递归 公式 和 均 差 在 自 变数 置换 下 的 不 变性 ， 上 面 的 表达 式 正好 是 [ros zs s a] 
习题 6. 2 
L 根据 课本 中 概述 的 步骤 证 明 (12) 式 . 
2. ER: 车 /连续 ， 则 在 R 的 开 集 上 [x。，z,，…，z.] 也 连续 ， 其 中 向 量 (z。，z, ，…，x,) 的 分 量 不 同 . 
3. 设 /EC"[a, b], 证明; r Ela, DR rie Ley ory a, MMF ro MW j[zo，zi，…，zu] 收 伍 于 

f” (x) /nl. 
4 ER, 车/ 是 一 个 次 多 项 式 ， 则 对 于 n>k,，f[zo, zis e, xz,]=0. 
5. TEA: 车 p 是 一 个 次 数 至 多 是 次 的 多 项 式 , 则 

Po = Solan end] es 
6 EH: 均 差 是 全 体 函 数 上 的 线性 映射 ， 即 证 明 等 式 
Caf 十 雇 )[zo saist sta) = af [zo sti ot te) + Alte ,Ty 9 24] 

如 定理 4 中 指出 的 那样 ， 均 差 flr x) ] 类 似 于 一 阶 导数 ， 那 么 试 辣 均 差 具 有 类 似 于 (fg)"=f'g 十 fg' 的 性 

质 吗 ? 
8. 在 结 点 ros mis o za 上 ， 利 用 6. 1 节 中 定义 的 函数 上， 对 任意 的 函数 /， 证 明 

` Draw = Dainim e-a 

9. ( 续 ) 证 明 公式 


flonan) = D fad J] c-a 


10. 比较 均 差 算法 与 6. 1 节 中 用 来 计算 牛顿 插值 多 项 式 系数 算法 的 效率 . 
11. 用 矩阵 理论 中 的 克拉 默 法 则 证 明 

e R? f(x) 
sat! faf | a ao 


$ 
a 
A 


fro rn] 


Howe 


Lk a e SG) 1 on z 
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12. 对 于 特殊 的 函数 f(z) = 2", mEN, EA 


Alize rz 


ait ¥n=m 


0 Hn2>m 


g 


. 证 明 羔 布 尼 茨 公式 
(fg [tortie] = Dz | 
提示 参考 上 面 的 习题 6.2.7. o 
14, 把 习题 6. 2. 9 中 的 公式 改写 为 如 下 形式 
Storr sz] = Darcy 其 中 a, = I x)" 


证 明 ， 若 zx; ROE. 
To LTr L a Loe LI 


M a 的 符号 交替 变 化 
15. ( 续 ) 证 明 


Sia fa. “jl #n=0 
Sazt=1 8 2 =- 人。 者 2>。 


be a 


16. f(x) 1/2, 证 明 
Slae sxe = C D [[ a 
ins 


z fila 
f(a fs [1374] 3 a 
18. 证 明 :， 若 了 是 多 项 式 ， 则 均 差 /[z。，z, ，…，z,] 是 变量 rz ，z,  ，…，z, 的 多 项 式 . 
19, 证 明 : 车 u 是 /在 点 tz。， n, e, zx.-， 上 的 任意 插值 函数 ,并且 vf ER, s es z, 上 的 一 个 搬 


MEK, 


17. XE FARMOR EMMER. 


(x, — uz) + (x — 29) (2) /(x, — zo) 
是 了 在 点 toe ary oy z, 上 的 插值 函数 . 


20. ( 续 ) 考 察 数组 


S 


其 中 ， 对 某 些 固定 的 z， 由 下 列 公式 计算 a» b Me. 
a = [lam — 2) + = adyn Jtn — 2) 
b= [Cae — 2a, + Cr ziam aus — 2) 
i = [Cana — 298 + (a ti dbi /rs — x) 
明 : co 是 三 次 插值 多 项 式 在 z 处 的 值 . 
21.( 续 ) 对 任意 的 nw， 推广 上 题 中 指出 的 计算 p Cz) 的 算法 ， 这 种 算法 称 为 尼 维 尔 算法 . 
22. 对 下 列表 值 求 牛顿 插值 多 项 式 . 
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23. 设 p(7)=2 一 (xz 十) 十 z(x+1) 一 2x(z 十 1) (zx 一 1) 是 下 列表 值 中 前 4 点 上 的 插值 多 项 式 
zj|-l|lojlil:z|s 
yi 2 |1 J2 |-7|10 
试 在 p 上 添加 一 项 ， 求 出 关于 整个 表 值 的 一 个 插值 多 项 式 . 
24. 对 于 下 列表 值 写 出 牛顿 插值 多 项 式 . 
g 4 2 0 | 3 
F(a) 63 fu [7 |28 
25, 构造 一 个 求解 f(z)=0 选 代 法 如 下 : 令 9: 是 下 列表 值 的 二 次 插值 多 项 式 ， 并 且 设 rÈ % BORA z, 
WPA: 


f(x,) Flas) Fra) 
26. 证 明 : 对 于 A>0， 有 
flat 2h) —2f(a+h) + f(z) = k f 
其 中 在 区 间 (zr，z 十 2h) 内 . 
27. VER 


m! f0 lsm] = Se pr (Ryan 


提示 用 数学 归纳 法 ， 在 你 的 证 明 过 程 中 ， 你 必须 停 下 来 证 明 帕斯卡 三 角形 中 的 基本 人 恒等式， 
m m m+1 
(aE 
28. 假设 把 Hremite Genocchi 公式 表述 为 均 差 定义 的 形式 ， 在 此 基础 上 ， 推 导出 递归 公式 (11). 
29, 证 明 : 车 /连续 ， 则 /[z。，z,，…，z,] 在 R**' 中 处 处 连续 ， 根 据 此 结论 推广 习题 6. 2. 2 中 的 结果 . 
30, 在 定理 4 中 ,8 是 连续 地 依 束 于 re，z s x, N? 对 于 Fw (6)， 回 答 相同 的 问题 . 
计算 机 习题 6. 2 


L 在 区 间 [ 一 5，5] 中 对 于 函数 f(z)= 1/(1 十 蕊 )， 求 mw=5，10 和 15 时 的 牛顿 插值 多 项 式 p,.， 用 等 距 结 点 . 
在 每 种 情况 下 ， 都 对 [一 5，5] 中 30 个 等 距 结 点 计算 SC) p), ERR p, 对 f 的 发 艇 程度 . 
2, 编写 上 面 习题 6. 2. 25 中 所 述 算法 的 程序 并 进行 测试 . 


6. 3 埃 尔 米 特 插值 


术语 埃 尔 米 特 插值 指 的 是 一 个 函数 及 其 某 些 导数 在 一 组 结 点 上 的 插值 . (后 面 会 给 出 精确 
的 定义 . ) 当 弄 清楚 这 种 类 型 的 插值 和 比较 简单 类 型 的 插值 (其 中 没有 导数 的 插值 ) 之 间 的 区 别 
时 ， 常 称 后 者 为 拉 格 朗 日 插值. 
6.3.1 基本 概念 

下 面 是 埃 尔 米 特 插值 的 一 个 具有 启发 性 和 实用 性 的 例子 : 我们 要 求 函数 f 和 它 的 导数 
在 两 个 不 同 结 点 z。 和 zx， 上 的 一 个 次 数 最 低 的 插值 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 应 该 满足 以 下 4 个 
条 件 : 

DaD 一 rz) p(x) = f(x) G = 0,1) 
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因为 有 4 个 条 件 ， 所 以 自然 要 在 次 数 不 超过 3 次 的 全 体 多 项 式 组 成 的 线性 空间 [I FORM, M 
中 供 我 们 选择 的 多 项 式 有 4 个 系数 ， 然 而 ， 我 们 不 是 把 p(x) 写 成 1，z，zx*，x? 的 组 合 形式 ， 
而 是 写 为 : 
pla) =atb(r— ay) t+e(r—r) +dr— zr) (zr—z) 
这 种 写法 可 以 简化 某 些 工作 ， 由 此 导出 
p(x) =b+2c(r— zs) +2d(a— zr)(z— 11) +d(r— zo)? 
现在 p 满足 的 4 个 条 件 可 以 写成 下 列 形式 
fl(z)=a 
f'(z)=b 
f(z)=a+ 的 + dh: (h= nr) 
f(x) = b+ 2ch +dh? 
显然 ， 可 以 立刻 得 到 a 和 6， 把 第 3 个 等 式 中 含 c 和 4b 的 项 移 到 等 式 的 左 端 ， 可 以 求 出 c、 最 
后 ， 从 第 4 个 等 式 可 以 确定 d， 因此， 无 论 /(zx;) 和 /'(z,) 如 何 取 值 ， 总 可 以 求 得 该 问题 的 解 . 
一 般 来 说 ， 如 果 我 们 用 一 个 多 项 式 去 插值 一 个 函数 及 其 某 些 导数 的 值 ， 由 于 线性 方程 组 
(我 们 希望 用 它 来 计算 多 项 式 的 系数 ) 可 能 是 奇异 的 ， 所 以 将 会 遇 到 一 些 困 难 ， 一 个 简单 的 例子 
可 以 说 明 这 一 点 ， 
例 1 求 一 多 项 式 p, 使 得 : p(0)=0, p(1)=1, p’(1/2)=2. 
解 因为 有 3 个 条 件 ， 我 们 试用 一 个 二 次 多 项 式 : 
pa) = a +br + cr? 
由 条 件 pCO) =0 可 得 a=0. 另外 两 个 条 件 导 出 
1=p(1) =b+e 
2= pF) =b+e 


因此 ， 该 问题 没有 二 次 多 项 式 解 ， 我 们 注意 到 它 的 系数 矩阵 是 奇异 的 ， 对 于 同一 个 问题 ， 如 果 
我 们 试用 一 个 三 次 多 项 式 ， 
plz) = a+ br 十 cr: 十 dzr3 
就 会 发 现 这 样 的 解 存在 ， 但 不 是 唯一 的 ， 如 前 所 述 ， 我 们 有 a 二 0， 其 他 条 件 是 
l=b+ct+d 


=bte+a 


这 个 方程 组 的 解 是 d= — 4 以 及 6 十 c=5. a 
这 种 类 型 的 一 般 问 题 显然 会 具有 某 些 令 人 感 兴趣 的 困难 ， 在 称 为 伯 克 霍 夫 插 值 的 专题 里 
面 ， 就 率 献 了 了 大量 的 近期 研究 的 文献 ， 想 进一步 研究 该 专题 的 读者 可 以 参阅 Lorentz, Jeter, 
and Riemenschneider[1983]. 
我 们 现在 要 讨论 具有 唯一 解 的 一 大 类 插值 问题 . 这 些 问题 人 们 一 般 称 为 埃 尔 米 特 插值 ， 在 
埃 尔 米 特 问题 中 ， 总 假设 给 定 导 数 p? (z,)( 在 缚 点 zx 上 )， HE, pO PCa), p? CQ), e, 
PCA pla, ) 也 是 给 定 的 ， 我 们 用 记号 k 表示 在 结 点 zx, 上 给 定 的 个 插值 条 件 ， 注 意 到 k 
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会 随 着 i 的 不 同 而 变化 . 设 mm ns eo r, 是 结 点 并 且 在 zx; 上 给 定 的 插值 条 件 是 : 


P(r) =e OF <b -1,0<i<n) a) 

把 多 项 式 p 上 的 插值 条 件 总 数 记 为 m 十 1， 因 此 
m+1l= hk th H Hk, (2) 
定理 1( 埃 尔 米 特 插值 定理 ) 0, 中 存在 唯一 的 多 项 式 户 满 足 (1) 式 中 的 埃 尔 米 特 插值 


条 件 . 

证 明 ”因为 在 空间 ,中 寻求 多 项 式 p， 所 以 它 有 mm 十 1 个 系数 . (1) 式 中 对 p 强加 的 插值 
条 件数 也 是 m 十 1。， 从 而 ， 我 们 需要 求解 一 个 具有 m+ 个 未 知 量 和 mm 十 1 个 方程 的 方程 组 ， 并 
且 希 望 保 证 它 的 系数 矩阵 非 奇异 .要 证 明 一 个 方 阵 A 非 奇 异 ， 只 需 证 明 齐 次 线性 方程 组 Au=0 
只 有 0 解 (zx 一 0) 即 可 ， 在 下 面 讨论 的 插值 问题 中 ， 齐 次 问题 就 是 求 出 pE 使 得 


P22) =0 OSS <Sh-10<i<n) 
TOSI LEDER k 重 零 点 ， 因 此 它 一 定 是 下 列 多 项 式 q 的 售 数 ， 
a(x) = Tz) 
然而 ， 可 以 看 出 g 的 次 数 是 he, 
m+1= Sk, 
而 p 的 次 数 至 多 是 m， 因 此 得 到 p=g=0， s 


例 2 当 只 有 一 个 结 点 时 ， 埃 尔 米 特 插值 是 什么 形式 ? 
解 ”在 这 种 情况 下 ， 我 们 需要 一 个 上 次 多 项 式 户 ， 使 得 
DPD =0 OJ <b) 
其 解 是 泰勒 多 项 式 
POL) = Com + coi C — a9) + Fa 20)? + + Pa a0)? Ë 


6.3.2 牛顿 均 差 方法 


现在 我 们 解释 如 何 推广 牛顿 均 差 方法 用 来 求解 埃 尔 米 特 插值 问题 ， 先 从 一 种 简单 情形 开 
始 ， 寻 求 一 个 取 下 列 给 定 值 的 二 次 多 项 式 ， 


Pla) = Co p' (x0) = co plz1) = co (3) 
我 们 把 均 差 表 写 成 如 下 形式 ， 
To Coo Cor ? 
To Coo T 
Ti Cio 


表 中 的 问号 表示 还 没有 计算 出 的 元 ， 由 于 两 个 条 件 都 在 zx。 用 到 p， 我 们 看 到 z 在 自 变 量 列 中 
出 现 了 两 次 进一步 注 意 到 p'(z。) 的 给 定 值 位 于 一 阶 均 差 所 在 的 列 ， 这 与 下 列 等 式 一致 : 


limfLzo,7] = lim L — fla) 
dim es 


= f'l) 


RK E 


271 


这 个 等 式 证 明了 下 列 定义 是 有 道理 的 
Jltoszo] = f' (zo) 


均 差 表 中 其 他 元 可 由 平常 的 方法 计算 ， 当 结 点 重复 时 可 以 预计 到 的 困难 仅 出 现在 co 处， 


的 值 已 经 由 数据 提供 ， 所 以 不 需要 计算 co,， 用 问号 表示 的 元 可 以 用 常规 方法 计算 : 


P(r) — plt) _ Co — cw 


blizz] = a ae eae 
和 
Marn] = Pend elne] = ree ee, — en 
插值 多 项 式 可 以 写成 常见 的 形式 


P(x) = play) + play szo (x£ — z0) + plao szo s2, (a — zo)? 
这 个 多 项 式 是 (3) 式 问题 的 解 ， 其 直接 的 证 明 由 习题 6. 3. 5 给 出 . 
回 到 本 节 开 始 时 候 的 例题 ， 我 们 已 得 到 插值 多 项 式 
p(t) =f(70) +f (xr)O(r— 20) + fl 20 szosz Ma — z)? 
+ fle rte ra szi (x — zo) (2 —2,) 
它 直 接 来 自 于 下 列 均 差 表 
zo fla) | f'l) jz Zor z) yz zos zis 11) 
Xo fla) | flr, mJ fla zı» J 
x fix) | f(a) 
x flr) 
所 有 自 变 量 相同 的 均 差 与 6. 2 节 定理 4 中 的 一 致 ， 该 定理 保证 存在 一 点 6$， 使 得 


fz 一直 1” 后 


而 co 


(4) 


(5) 


(6) 


这 里 必须 假设 /存在 并 且 在 包含 结 点 ros ris e a 的 最 小 区 间 内 连续 ， 点 8 也 位 于 这 个 小 


区 间 内 ， 如 果 该 区 间 的 长 度 收缩 到 0， 我 们 得 到 极限 
f[zo zost szo] = Alea) 


注意 ， 当 4 之 2 时 ， 我 们 一 定 要 留神 包含 因子 1/k! 
AS 用 推广 的 牛顿 均 差 算法 确定 一 个 多 项 式 ， 使 得 它 取 值 如 下 : 
PD=2 p=3 p#D=6 p22)=7 加 (2)=8 


(7) 


解 ” 我 们 把 数据 排列 成 下 面 的 均 差 表 ， 并 用 问号 表示 待 计算 的 量 ， 而 在 右 端的 家中 给 出 最 


后 的 计算 结果 . 


ROYER 
aaayy 
vyny 
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注意 ， 表 中 第 3 行 的 第 2 个 均 差 4 是 根据 (7) 式 中 一 2 的 情形 得 到 的 .算出 全 部 均 差 以 后 ， 表 
中 第 一 行 的 数字 ( 除 结 点 之 外 ) 就 是 插值 多 项 式 的 系数 : 
p(x) = 24+3(2—-1) + (2-1)? +202 1) (x—2)— (1—1) (zr—2) a 
6.3.3 拉 格 朗 日 型 
原则 上 来 说 ， 对 埃 尔 米 特 插值 也 可 以 讨论 像 拉 格 朗 日 插值 公式 那样 的 公式 ， 我 们 将 介绍 一 
个 适合 于 重要 特殊 情况 的 这 样 的 公式 .如 前 所 述 ， 设 rz，z ，…，z, 是 结 点 ， 并 且 假设 在 每 
个 结 点 上 的 函数 值 和 它 的 一 阶 导数 是 给 定 的 .我 们 要 寻找 的 多 项 式 p 必须 满足 下 列 等 式 ， 


D) Sco pl = (ign (8) 
与 拉 格 朗 日 公式 相 类 似 ， 我 们 有 
plx) = > coAi(z) 十 > cuB,(z) (9) 
名 名 


其 中 A, AB, 是 具有 某 些 特殊 性 质 的 多 项 式 ， 稍 微 想 想 就 会 发 现下 列 性 质 完全 符合 我 们 的 
BOR: 
ar =% jaen =0 
A' (z) = 0 B'(z,) = by 
当然 ， 如 果 A AB 具有 上 述 性 质 ， 很 简单 的 就 可 以 证 明 (9) 式 中 给 出 的 多 项 式 p 满足 (8) 式 中 
的 插值 性 质 ， 这 一 点 可 借助 于 下 列 函 数 来 验证 : 
4(z) = ee O<i<n) 
A, ALB, 可 定义 如 下 ， 
{ A(x) = (1-2 ral (a) 16 (2) (0 <i<n) 
Bax) = (2-2) 8 (2) O<i<n) 
注意 到 每 一 个 4 BR rn KEFR, Wath A, 和 B, 的 次 数 是 n+l. Mi p 的 次 数 至 多 是 2n 十 1 
次 ， 因 为 (8) 式 中 要 求 多 项 式 p 满足 2n 十 2 个 条 件 ， 所 以 p 的 次 数 恰好 符合 要 求 . 
例 1 中 的 拉 格 朗 日 型 插值 多 项 式 是 : 
plz) = f(zo)AoT) + fr IA (2) +f (zo)Bo lr) + f(a B, (x) 


其 中 
Aolz) = [1~—2(z— Tolo (ao) 16 (x) 
A(z) = [1-22 — zr) (rz) 14) 
B(x) = (2-28 (x) 
B: (x) = (2-2) G(z) 
HA 
(x) = — 


(2) = 2 
Tı — To 
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1 
pg 


la = 
mrn 


下 面 的 定理 给 出 一 个 这 种 类 型 的 埃 尔 米 特 插值 误差 公式 
定理 2( 埃 泵 米 特 插值 误差 估计 定理 ) Rao, 1, +, r, ARM[a, O]PRAHBAR, H 
BEC" La, b]. 若 次 数 至 多 为 2n 十 1 次 的 多 项 式 p 
pla) = fla) pr) = f(x) O<i<n) 
则 对 [a， 5] 中 的 每 一 点 TI， 都 有 (a，6) 中 的 一 点 使 得 


it 
f(a) = pla) = EE e-a 


证 明 ”如果 zx 是 一 个 结 点 ， 公 式 显然 是 正确 的 。 现 取 定 RBA, EL w hs 如下， 


E(x) = 


wa) = Te-a $= f—p—dw 
其 中 选取 2 MEE). EEA MELA, OPENDE n+2 个 零点 ; Br, toy Tis t, ry 
根据 罗 尔 定理 ， 风 至少 有 ?十 1 个 零点 ， 它 们 不 同 于 前 面 已 列 出 的 点 . 此外， Pee an 上 都 
EF. Ki, Ela, IKEDA 2 十 2 个 零点 ， 根 据 罗 尔 定理 ,六 在 (a，5) 内 至 少 有 2n 十 1 
个 零点 ， 重 复 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 8"? 在 (a,，5) 内 有 一 个 零点 4， 从 而 
0 = grr (E) = fr E 一 pO? (2) — aw"? (€) 
WS p BBR ntl 次 多 项 式 ， 所 以 p? =0. HF w(t) 的 首 项 是 1***?， 从 而 有 w = 
(2n 十 2)!。 利 用 这 个 信息 以 及 #*"” 等 式 中 的 值 4=[/(z) 一 p(x)]/w(zx)， 我 们 有 
0= fe? E —[ f(x) — p(x)]2n+2)1/wz) 

这 是 所 证 结论 的 另 一 种 表达 形式 . a 
6.3.4 带 重复 结 点 的 均 差 

本 节 的 剩余 部 分 ， 我 们 专门 讨论 自 变 量 可 以 重复 的 均 差 . 有 多 种 方法 可 以 开始 我 们 的 讨 
论 ， 例如， 可 以 用 递归 定义 (Braess[1984])， 或 者 用 行列 式 引入 的 定义 (CSchumaker[1981])， 
也 可 以 简单 的 推广 不 同 自 变量 均 差 /[x。，x,，…，z,] 的 定义 ， 我们 采用 最 后 一 种 方式 ， 它 由 
Conte and de Boor[1980] 给 出 . 

回顾 前 面 所 学 ， 如 果 zx。，x, ，… ，z, 是 不 同 的 点 ， 则 三 在 结 点 zx ，zi，…，xz, 上 的 插值 
EMREN 中 ， 多 项 式 中 z 的 系数 为 6. 2 节 中 定义 的 f [zx。，zi，…，z,]。， 当 这 些 点 中 包含 
重复 结 点 时 ， 我 们 给 出 插值 的 定义 如 下 ， 

定义 1( 带 重复 结 点 插值 的 定义 ) 车 对 于 在 结 点 表 2, r, =, r, 中 重复 出 现 太 次 或 者 更 
多 次 的 每 一 点 6， 都 有 /* (86) 二 0， 则 我 们 称 SERT ns e, r, EMME. 

例如 ， 我 们 称 /在 点 1，3，8，1，13，1，8 HAAF, mE 

f(D=/8)=78)=7D=f1)=/0)=/(8)=0 

很 容易 证 明 多 项 式 p(x) 在 点 tos tis =s z, 上 插值 零 的 充分 必要 条 件 是 (x) 包含 下 列 因 式 : 


(346) 
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az) = TT e-z) 

如 果 两 个 函数 S Ae 使 得 了 一 8 在 点 re，z，…，z 上 插值 零 ， 我 们 称 SEA cor try ry 
Xx， 上 插值 g (或 者 g 在 点 ze，zi，…，ze 上 插值 人 ). 

利用 刚才 说 明 的 这 些 术 语 ， 我 们 可 以 把 本 节 中 已 证 明 的 定理 重新 叙述 如 下 : 

定理 3( 多 项 式 插值 的 唯一 性 定理 ) Rao, ns, In 是 一 事 结 点 ， 其 中 相同 的 点 最 多 
重复 出 现 上 次 . 设 了 属于 包含 这 些 结 点 的 某 一 区 间 上 的 函数 类 Ce !， 则 在 有 0,。 中 存在 唯一 一 个 
多 项 式 在 这 些 结 点 上 插值 矿 

一 般 情况 下 ，/ 在 结 点 z。，xi，…，zx。 上 的 插值 多 项 式 在 I 中 ,并 且 z 的 系数 定义 为 了 
Lm，zm，…，z]， 如 果 点 上 在 结 点 表 中 重复 出 现 人 次 ， 那 么 该 定义 就 需要 导数 S (8) 的 存在 . 
否则 ， 均 差 就 不 存在 ( 即 没有 定义 )， 依 据 这 个 定义 ， 我 们 可 以 证 明 一 般 牛顿 播 值 公式 的 正确 性 


i H 
pa) = >) flte rissa, JT] rz— x) (10) 
m iso 


iE WE J| (xz 一 z) = 1. 

定理 4( 一 般 牛顿 插值 多 项 式 定理 ) 若 三 充分 可 微 ， 使 得 等 式 (10) 中 的 均 差 存在 ， 则 (10) 
式 给 出 及 PHAR pE ti, e, r, 上 插值 三. 

证 明 对 ? 作 数 学 归纳 法 .对 于 n=0, flo Ih 中 多 项 式 在 点 z。 上 插值 {， 这 一 点 显 
REM. 

现在 定义 如 下 的 多 项 式 g 

et H 
ax) = BD flrs rez] [| a- az) 
在 点 x。，r1，…，z,1 上 插值 f. B pE PBR o ns =, x, 上 插值 f， 前 面 
的 定理 保证 了 p 的 存在 性 和 唯一 性 ， 根 据 均 差 的 定义 ，p 中 zx" 的 系数 是 floor rs oy r] 
因此 多 项 式 
Pa 
PCa) — fl to 9219052, ) [I (zx— zx) 
的 次 数 至 多 是 n—- 1K, MH YM 6.3.8. 6.3.9 和 6.3.11 知 ， 该 多 项 式 在 点 2, mn, s 
ZX， 1 上 插值 f. h gq 的 唯一 性 ， 一 定 有 
= 
pCa) — florze, IT C z) = g(x) 
iso 
因此 ， 我 们 有 
Plz)= qlr) + flzo sz ed G22) 


= Diena] a-e S 


jz 


最 后 要 解决 的 问题 是 一 般 形式 的 均 差 是 否 满足 递归 关系 
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frovriy ote) = {flan ze ett stn] — fUo rti ptt s Ta ]}/ Cy — o) 
假设 mo <r Se <z,, AH-RHBBKFE A SRAM, MU BBA BG Ie 
的 一 般 性 . (一 般 情 况 下 它 也 是 正确 的 ， 在 6. 2 节 中 给 出 了 这 个 事实 的 证 明 . ) 递 归 关 系 在 c= 
To 时 显然 不 成 立 、 不 过 这 意味 着 zo 一 xz; 二 … 二 xz,， 此 时 我 们 恰好 用 到 公式 f 


Sator] = Fp a) 


除 此 以 外 ， 其 他 情况 下 递归 公式 都 成 立 ， 下 面 我 们 正式 地 给 出 证 明 . 
定理 5( 均 差 递归 公式 定理 ) 设 zm 扫 Zi 福 …<r， 则 均 差 服从 下 列 递 归公 式 : 
fri re seta] — floor zis te] Bx fx 
fl zor yt) = In— Zo (11) 
ae x= To 
证 明 thn FERIA. m 中 在 点 xz。 和 zx, 上 插值 f 的 多 项 式 是 
(E DUS) — fla Va — zo) + flt) (zo Æx) 


wa = | 


Sf! (xox — zo) + f(ro) (zo = z) 
在 这 个 多 项 式 中 ，x 的 系数 是 
o q [KSl] fia] 20) (re #21) 
flem] = fy (zo = 2) 


这 与 (11) 式 中 结果 一 致 . 
现在 假设 (11) 式 对 从 1 到 m 一 1 的 所 有 整数 ”都 成 立 ， 设 ay <a <<a, 是 一 申 结 点 ， 
考虑 Ty 中 在 这 些 结 点 上 插值 / 的 多 项 式 p， 如 果 rn 二 x。， 那 么 所 有 结 点 tor tis s tn 都 
相同 ， 此 时 ， 由 习题 6. 3.7 知 p 是 /在 点 zx。 上 的 泰勒 多 项 式 : 
pz) = 3 Fl? G(x = x0) 


rer) 


p(x) 中 zx” 的 系数 是 广 ”(zo)/m!， 这 表明 当 n=m Ber, =x, 时 (11) 式 是 正确 的 ， 而 6. 2 节 定 


理 1 的 证 明 方法 说 明了 另 一 种 情况 也 是 正确 的 . a 
习题 6. 3 
上 用 推广 的 牛顿 均 差 方法 求 一 个 满足 下 列表 值 的 二 次 多 项 式 ， 
z 0 1 2 
pia) 2 E 44 


p(x} 一 9 4 
2.( 续 ) 求 一 个 满足 上 题 中 表 值 ， 并 且 满 足 p(3) =2 的 五 次 多 项 式 p. 提示 : 在 上 题 求 出 的 多 项 式 中 添加 适当 
的 项 . 
3. 试 求 满足 下 列表 值 的 次 数 最 低 的 多 项 式 p 的 公式 : 
Pad) =y p(x) =0 @<i<gn) 
4. 如 果 插 值 问题 
Da) =o fli)=e (i=0,1) 
有 一 个 三 次 多 项 式 的 解 ( 对 任意 的 cj )， 试 问 对 结 点 mx 和 zi 应 设置 什么 条 件 ? 
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5. 利用 (4) 式 和 (5) 式 中 给 出 的 均 差 ， 证 明 等 式 (6) 给 出 的 多 项 式 满足 (3) 式 中 的 条 件 . 
6. HARK A MB 所 具有 的 性 质 . 
7. 证 明 泰 勒 多 项 式 

wo = 33 Jaa-a 


名 


在 点 zos mos ete zo k WD EIR f. 
8. 证 明 一 个 多 项 式 在 点 oy ae ey n HE) EMA EMEOLERFEC ASAT Tessy 


9. 证 明 : ESEA ne oy x, bg, HAAR PAS, W f 土 ch 在 这 些 点 上 插值 8. 

10. 给 定 结 点 z。，z1，…，z,， 证 明 在 这 些 点 上 插值 零 的 函数 集合 构成 一 个 代数 ; 即 对 加 法 运算 ， 乘 法 运算 
以 及 数 乘 运算 是 封闭 的 . 

11. 证 明 : 车 了 在 结 点 re，z，…，z 上 揪 值 零 ， 则 它 在 结 点 mm tis es ra UMP. 

12. 设 mm<z<…<zr， 并 且 卫 连续 可 徽 ， 证明: 


Foley ema] = na 


13. M n=2 时 ， 写 出 (9) 式 中 出 现 的 函数 A 和 了, 的 具体 形式 ， 并 化 简 这 些 函数 . 
14. 推导 出 C(x) 的 公式 . 
15. (利用 罗 尔 定理 ) 设 fE C [a，B]， 假设 f 在 点 a。 有 m 重 零 点 而 在 点 8 Hk KR, AP m>, k>1 H 
m 十 kh 一 1==n， 证 明 /在 (a 有) 中 至 少 有 一 个 零点 . 
16. 考虑 多 项 式 
pio =b- o-o[a (=y -2(£) ] 


WEAR, | p(t) | <p’Ca+b)/2)=3/2, plad=a, plb)=b, p'(a)=0, WR p’(b)=0. 
6.4 样 条 插值 


样 条 函数 是 由 一 些 具 有 某 些 连续 性 条 件 的 子 区 间 上 的 分 段 多 项 式 构成 ， 给 定 x 十 1 个 点 hm， 
ho to 种 并 且 满足 te<a<…<b， 这 些 点 称 为 结 点 ， 又 假如 指定 一 个 整数 RDO. RARA 
for try tty ty 的 一 个 上 次 样 条 函数 是 指 满足 下 列 条 件 的 函数 S: 

1， 在 每 一 个 区 间 [1,_,，4;) 上 ，S 是 一 个 次 数 <<k 的 多 项 式 

2 在 [i。，4,] 上 S 有 (4 一 1) 阶 连续 导数 . 
因此 ，S 是 一 个 次 数 至 多 是 次 的 分 段 多 项 式 ， 并 且 具 有 直到 一 1 阶 的 连续 导数 . 

0 次 样 条 函数 是 分 段 常 值 哺 数 ， 一 个 零 次 样 条 函数 可 以 直接 写成 下 列 形式 : 

So(x) = co zE [tt) 
S(r) =c z€([t.t) 


SCz) = 


Sx) = Ger ZE lenit] 
区 间 [4_，，4) 互 不 相交 ， 因 此 函数 在 每 个 结 点 上 的 定义 是 确定 的 .图 6-3 给 出 了 具有 6 个 结 点 
的 一 个 0 次 样 条 函数 的 图 像 ， 图 6-4 给 出 了 具有 9 个 结 点 的 一 次 样 条 函数 的 图 像 ， 这 样 的 函数 
可 以 直接 定义 为 : 


Bw KE 277 


So(x) = aoz 十 加 x € [t,t) 
Si(z) = arth, x E [net 
Sz) = 4", k, 
Saala) = arit Hbi xE [teste] 
Sa 
S pa 
KoT 
m 1 9 
1 1b n ES NE 
% nT i u is 
1 I 


图 6-4 一 次 样 条 函数 


如 果 给 定 所 有 的 结 点 5 及 系数 a;，b,， 那 么 通过 首先 确定 包含 z 的 子 区 间 [* ，#+, ) 便 可 得 到 S 
在 点 x 的 值 ， 样 条 函数 还 可 以 定义 在 整个 实 轴 上 ， 为 方便 起 见 ， 在 区 间 ( 一 co，# ) 上 用 表达 式 
aoT 十 ， 在 区 间 [4,，，oo) 上 用 表达 式 artdi. HIEN S 是 连续 的 ， 所 以 分 段 多 项 式 
EAA, B SC) =S (t+，)， 下 面 是 一 个 计算 一 次 样 条 SCz) 的 伪 代码 ， 


input C), Cai), (hb), xem 
for i=] to n—1 do 
if 2<; then 
Ser) sai rto 
output S(z) 
exit loop 
end if 
end do 
Slaan- tbn- 
output SCr) 


6.4.1 三 次 样 条 


因为 三 次 样 条 (一 3) 有 广泛 的 实际 应 用 ， 所 以 我 们 要 十 分 详尽 地 讨论 它 的 理论 和 构造 .我 
们 假设 给 定 下 面 的 表 值 
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zl | | as 
alala 
并 且 对 这 个 表 值 插值 可 以 构造 一 个 3 KERS. ERARE t] las tl e Cae 
tle, 都 是 不 同 的 三 次 多 项 式 ， 我 们 把 在 [t:，4+;] 上 表示 S 的 多 项 式 记 为 S$;， 从 而 ， 
So lz) ze [tt] 


Ee Sı © £ E Cast] (2) 


Sail) rE [tite] 
多 项 式 S, ,和 S 在 点 5 上 有 相同 的 插值 ， 所 以 
Su)=y=50) ALKIL- (3) 
因此 ，S 是 自动 地 连续 的 ， 进 一 步 ， 我 们 假设 S 和 5S” 也 是 连续 的 ， 在 三 次 样 条 函数 的 求 导 中 
将 会 用 到 这 些 条 件 . 

S，S' 和 S “的 连续 性 足够 确定 三 次 样 条 了 吗 ? 因为 有 个 三 次 多 项 式 ， 每 个 多 项 式 有 4 个 
系数 ， 所 以 在 这 个 分 段 三 次 多 项 式 中 有 4n 个 系数 ， 在 每 个 子 区 间 [# ，#+t] 上 有 两 个 插值 条 件 ， 
SG)=y ASC) Sy, ARANT 2n 个 条 件 ，S 的 连续 性 不 再 给 出 额外 的 条 件 ， 因 为 在 
插值 条 件 中 已 使 用 过 了 ， 在 每 一 个 内 结 点 上 ，S 的 连续 性 确定 了 一 个 条 件 S;, (4,)=S',(4)， 
总 共有 n 一 1 个 额外 的 条 件 ， 类 似 地 ，S” 的 连续 性 也 可 以 给 出 另外 的 一 1 个 条 件 ， 因此， 总 共 
有 确定 4n 个 系数 的 4n 一 2 个 条 件 ， 剩 余 的 自由 度 是 2， 我们 有 合理 使 用 这 些 自由 度 的 各 种 
方法 . 

现在 我 们 推导 出 区 间 [t,，,;, ] 上 S,(zx) 的 表达 式 ， 首 先 ， 我 们 定义 一 组 数 =S). W 
为 S "在 每 个 内 结 点 上 连续 ， 所 以 显然 ， 对 于 0<i<n， 存 在 z HRE 

limS"(x) = z = limS"“z)_ (<i<n-D (4) 


HFS 是 Li， i LEM SH EM, 因此 S” RRE SC) =z, AS" (tos) = 2:41 ORE BRE 
所 以 S”, 也 是 = 和 xz,++ 之 间 的 直线 : 


S" Ca) = Eta TDH a) (5) 
其 中 心 二 04 一 6。 把 这 个 函数 积分 两 次 ， 其 结果 是 S,: 
Si(z) 一 aaa Da) + Bab) + Cla t) + Dita —z) (6) 


其 中 CC 和 DD 是 积分 常数 . 验证， 把 (6) 式 微分 两 次 可 以 得 到 (5) 式 . ) 将 插值 条 件 S) =, 和 
Siltir1) 三 yi 作用 在 S 上 就 可 以 确定 C AD, KARE 


Pg © =z) 十 St a 
Si(z) bat =z) +i, (z—#;) 


+ (Sth) o (2-2) aaa (7) 


容易 证 明 (7) 式 是 正确 的 。 只 要 简单 地 令 r=, 及 z 一 4+;， 就 可 以 看 出 插值 条 件 成 立 ， 一 旦 确定 
T zs ty os az 的 值 以 后 ， 可 以 用 (2) 式 和 (7) 式 算出 SOEKE, t WER r 处 的 值 . 
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我 们 用 S' 的 连续 性 条 件 来 确定 z,，z;，…，z,-!. 在 内 结 点 上 ， 一 定 有 S) = 
S.Ct). 对 (7) 式 求 微分 可 得 到 SD). RRR = 并 化 简 得 


=— bie biep dy 
SUD = 3 十 k (8) 
同 理 ， 可 由 (7) 式 得 到 S, RNA 
5" = fe hin Yer 4g Ye 
Sine) = Ata + Ape TE + (9) 
当 (8) 式 和 (9) 式 的 右 端 项 建立 一 个 等 式 时 ， 其 结果 可 写成 
haiz $2 Hha than = E Om — 9) — PO ye) ao 


这 个 等 式 仅仅 对 i 二 1，2，…，n 一 1 RE. (为 什么 ?) 从 而 它 给 出 了 一 个 含有 nn 十 1 个 未 知 量 
Zor te ty ,的 nn 一 1 个 方程 的 线性 方程 组 ， 我 们 可 以 任意 选择 zo Mx, 来 求解 刚才 所 得 的 线 
性 方程 组 并 得 到 xz, ，z; ，…，z,!， 一 个 很 好 的 选择 是 o= 二 0， 由 此 得 到 的 样 条 函数 称 为 
自然 三 次 样 条 ，( 后 面 将 要 证 明 的 定理 将 为 样 条 函数 的 这 种 选择 提供 依据 . ) 

对 于 1<iSn 一 1]， 以 及 z 二 z, 二 0， 线 性 方程 组 (10) 是 对 称 的 、 三 对 角 的 和 对 角 占 优 的 ， 
它 具有 下 列 形式 


uy h z v 
h u h z: A 
h uw hs z |_| v 
hea ue Nya) | zee oz 
he Uaad Lea Dal 
其 中 
hi = tmh 
u; = 2Chi +h) 


6 
b = FO — yd) 


v = bi — bmi 
它 可 由 下 列 特殊 算法 (不 用 行 尺度 主 元 的 高 斯 消 元 法 ) 求 解 ， 


input n, (t), Cy) 

for i =0 ton—1 do 
hittin ty 
bby =y) /he 

end do 

uy 2 Cho +h) 

mabi bo 


O RXRA Sii ~- 译 者 注 
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for i =2 ton—1 do 


mihi FRE fee 
By hi avi- fu 
end do 


2,4-0 
for i=n—1 to 1 step ~1 do 
(人 一 DA 
end do 
ao-0 


output (z,) 


在 上 述 算法 的 基础 上 很 容易 编写 出 一 个 子 程序 或 过 程 ， 它 输入 结 点 数组 (6) 和 对 应 的 函数 
值 数组 (y,)， 运 行 后 给 出 数组 (z;) 的 值 . 

因为 在 这 个 算法 中 用 到 u 做 除法 ， 所 以 需要 证 明 ww 天 0， 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 u >h > 
0. HF i=l, hF w 二 2(h。 十 h)， 结 论 显然 成 立 ， 假 设 u- >h;-;， 因 为 


2 


因此 uh 
当 确定 系数 toy zy te ey 以 后 ， 三 次 样 条 函数 (2) 式 的 任意 值 都 可 通过 (7) 式 来 计算 . 
任意 给 定 x， 首 先 需要 确定 下 列 区 间 
ot) a[i ote) sees [tana stami) ,Ln 00) 

中 包含 的 区 间 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 约定 ，S, 不 仅 定 义 在 [1。，t,] 上， 而 且 也 定义 在 (一 oo， 
wE. 同样 地 ，S， ,不仅 定 义 在 [4,-，，t.] 上 而 且 也 定义 在 (t,，oo) 上 .我 们 按 顺 序 检验 数组 
立 一 加 -19? 了 一 加 -2 了 一 和 
是 否 存在 非 负 数 来 确定 包含 z 的 区 间 . 如 果 其 中 一 个 数 项 非 负 ， 我 们 选取 第 一 个 非 负 数 r-i, 
MB t,>0 MB rti, AE K< 如果 所 有 检验 数 项 都 为 负 的， 那么 zxE (一 co， 
4]， 根 据 这 样 确定 的 指标 ;， 用 (7) 式 可 以 计算 出 所 要 求 的 多 项 式 S 在 给 定 的 点 z 的 值 ， 然 

而 ,利用 习题 6. 4. 4， 我 们 可 以 把 (7) 式 改写 成 下 列 更 有 效 的 嵌 套 形式 ， 


Si(z) = y+ eG, + (zr— [B+ (2-1) AT) ap 
其 中 
A: = iama) 
= 
Bao 


h; hy 1 
G=- Gain — Pz +7 Om —3) 


根据 以 上 解说 ， 读 者 不 难 编写 出 一 个 子 程序 或 过 程 来 执行 对 (11) 式 的 计算 ， 它 输入 整数 n， 结 
点 数组 (#)， 函 数值 数组 (y ) 以 及 由 前 面 的 程序 得 到 的 数组 (= ) ， 它 还 可 以 输入 一 个 实数 z， 运 
行 后 给 出 SCz) 的 值 . 

下 面 是 对 上 述 算法 的 两 个 程序 作 简单 的 计算 机 测试 后 的 某 些 结果 ， 我 们 选取 函数 f(x) = 
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Vz， 它 在 区 间 [0，2. 25] 内 的 10 个 等 距 结 点 上 用 三 次 样 条 函数 S 插值 ， 打 印 出 37 个 结 点 上 的 
误差 值 E(z) 二 S(z) 一 f(z) 
x | ECz) | 

0.0000 0.0 

0.0625 1.073 21x 107 

0.1250 7.526 66 X 10° 

0.1875 3.326 17 X 107 

0.2500 0.0 


1. 750 0 0.0 
1,812 5 3. 647 80 X 10°S 
1.8750 6.365 78 x 10° 
1.9375 5.853 18 X 10% 
2. 000 0 0.0 
2.0625 1.140 83 X 10* 
2.1250 2.123 1210" 
2.187 5 2.046 82 X 10°* 
2.2500 0.0 
输出 信息 表明 在 每 个 结 点 上 的 误差 已 是 零 ， 在 异 于 结 点 的 其 他 点 上 ， | E | 不 超过 0.11. |E] 的 
最 大 值 出 现在 区 间 [t。，z] 内 ，( 为 什么 ?) 
现在 给 出 一 个 定理 ， 说 明 自然 三 次 样 条 可 能 是 最 光滑 的 插值 函数 ， 名 词 光 滑 在 定义 中 被 赋 
予 了 专门 的 意义 ， 
定理 工 (自然 三 次 样 条 最 优 性 定理 ) i f'Alla, JARAL Snb 若 S 
是 /在 结 点 t; 上 的 自然 三 次 样 条 插值 ，0<i<nm， 则 


fits Faz < reo]yd 
证 明 令 g=f—-S. AIRF O<i<n, g(,)—0 并且 
frrar = [Sde f ar 2f's"e"de 


如 果 我 们 能 证 明 

['s‘a’dr >0 
则 定理 证 毕 ， 我 们 在 下 面 的 分 析 中 证 明 此 式 ， 利 用 分 部 积分 法 ， 条 件 S”(46) 一 S”(4,) 一 0， 以 
BELa, tlk S" 是 常数 ( 记 为 <)， 我 们 有 


[istetar= Sf! sd 


- Blse re SaS! srede) 


(355) 
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f gis 


t-i 


=- D|? steer =- De 


=- Sale) — 10] =0 a 
TA Ly fe) HH ARE 


IPH @ Py? 
如 果 去 掉 括号 中 的 非 线性 项 ，| f(x) | 是 曲率 的 一 个 近似 值 .在 自然 三 次 样 条 插值 中 ， 因 为 
[UO Par 被 最 小 化 ， 所 以 我 们 找到 一 条 在 一 个 区 间 上 具有 最 小 (近似 的 ) 曲 率 的 曲线 
TEL RIERA RP, RTE RBA HA”: 
DS's) = (Sg) Cti )] = (Sg) — (Sg) (a) 
当 最 后 的 这 个 表达 式 非 负 时 ， 我 们 的 证 明 仍然 是 正确 的 . 今 g= f 一 S， 我 们 得 到 条 件 
SDL) — S D] > S"(a) f(a) — S/(a)] 
例如 ， 如 果 我 们 假设 端点 条 件 Sa) 一 广 (a) 和 S (0) 一 太 (6)， 用 来 着 代 假设 S 是 自然 三 次 样 
条 插值 ， 则 结论 也 成 立 . 
6.4.2 张力 样 条 


在 一 些 数据 拟 合 问题 中 ， 得 到 一 个 称 为 张力 的 参数 r 是 很 有 用 的 ， 当 r 取 较 大 数值 时 ， 通 过 数 
据点 的 曲线 将 有 较 高 的 张力 ， 这 个 = 可 以 解释 为 拉 直 数据 点 之 间 曲 线 的 力 ， 如 图 6-5a 和 b 所 示 


| 
| 


a) 高 张力 样 条 曲线 (r==10) 


b) 低 张 力 样 条 出 线 (r=0. 1) 
图 6-5 
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当 上 取 较 小 数值 时 ， 曲 线 将 更 接近 三 次 样 条 插值 的 形状 ， 当 r~ 十 cc 时 ， 曲 线 近 似 于 分 段 
线性 函数 ， 即 一 次 样 条 函数 . 
下 面 讨论 上 述 曲 线 的 一 个 数学 模型 ， 与 前 面 一 样 ， 我 们 有 结 点 
b<ance<ey 
在 每 一 点 1 上 给 定数 据 y;。 我 们 要 寻找 的 张力 样 条 就 是 具有 下 列 性 质 的 函数 f: 
1. 函数 fEC Lt, t]. 
2. 对 于 OSi<n, 插值 条 件 FQ) =y, RE. 
3， 在 每 一个 开 区 间 (t,_,，z;) 上 ，f 满 足 f 一 rf”=0. 
因此 ，/ 整体 具有 二 次 连续 导数 ， 插 值 给 定 的 数据 ， 并 且 在 每 一 个 子 区 间 内 都 满足 某 一 个 
微分 方程 。 因 为 方程 /=0 的 解 是 三 次 多 项 式 ， 所 以 当 r=0 时 ， 上 面 的 约定 显然 产生 一 个 三 
次 样 条 . 
为 确定 /， 我 们 仿照 三 次 样 条 的 情况 进行 讨论 ， 因 此 ， 我 们 取 x, 三 1”(4,) 并 且 写 出 在 区 间 
[us toe Lk f 必须 满 足 的 条 件 : 
fe-ef"=0 
ft) = yi Stin) = ym 
£Q)=e fla) = rn 


可 以 证 明 这 个 两 点 边 值 问题 的 解 是 
fz) = {zsinhLrltin — 2)] + znsinhLrCz — z)]}/CrèsinhCh;)] 
+ Oy, = S/E tn — /ht ym — zm Ee — 7h, (12) 
在 确定 系数 = 的 值 以 后 ， 上 述 等 式 将 用 来 计算 了 在 区 间 [# ，z+i] 上 的 值 ， 所 有 这 一 切 都 类 似 
于 三 次 样 条 的 情况 . 
由 于 /具有 C? 整体 光滑 的 性 质 ， 所 以 条 件 
limf (æ) = limf) 1 <i <n—1) 


在 内 结 点 上 必须 成 立 ， 这 里 我 们 就 不 给 出 其 中 所 涉及 的 宛 长 乏味 的 计算 过 程 了 ， 它 们 可 以 仿照 
三 次 样 条 的 情况 那样 处 理 ， 其 结果 是 含 未 知 量 z。，z, ，…，z, 的 一 个 三 对 角 方 程 组 ， 它 可 写 
成 下 面 的 形式 
aizia + Bat pe taza = Vi — Yi (<i<n—1) (13) 
HP a, p My, 分 别 为 ， 
a; = l/h; — r/sinh(ch;) 
P: = reosh(ch,)/sinh(ch,) — 1/h, 
Vi = P Yin — w/b 
可 以 看 出 ， 为 了 确定 = 向量 ， 我 们 还 需要 两 个 附加 条 件 ， 和 三 次 样 条 的 情况 一 样 ， 一 种 可 能 是 
指定 x =z, =0. 
确定 一 个 拟 合 数据 (1; ，y,) 的 张力 样 条 f ATG} WL ELSE 
1. 核实 <tr <e,. 
2. 对 于 0<i<n 1. HE his as Be V 


(356) 


B57) 
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3. 令 zz 

4. 求解 三 对 角 方程 组 (13) 中 的 z;，2<i<n 一 1. 

5. 用 (12) 式 计算 f ERLE. t+: LEA. 

我 们 所 勾勒 出 的 这 个 清晰 易 懂 的 方法 可 用 于 一 个 有 趣 的 试验 ， 例 如 ， 图 6-5(a) 和 (b) 所 示 
的 两 条 曲线 ， 在 第 一 条 曲线 中 令 r 二 10， 在 第 二 条 曲线 中 令 r==0. 1. 对 于 0 入 i 生 25， 在 整数 点 
上 给 定 的 函数 值 是 相同 的 . 

张力 样 条 是 Schweikert[1966] 引 进 的 .Cline[1974a，b] 和 Pruess[1976，1978] 也 给 出 了 
一 些 相关 的 论文 。Cline 研制 出 了 利用 张力 样 条 计算 曲线 和 曲面 的 软件 ， 另 一 类 有 关 张 力 的 样 
条 是 de Boor[1984] 提 出 的 套 紧 样 条 ， 这 些 函 数 是 常规 的 三 次 样 条 ， 它 在 希望 曲线 突然 改变 方 
向 的 区 域内 增加 结 点 (和 数据 )， 套 紧 样 条 的 好 处 是 不 需要 新 的 计算 机 程序 ， 并 且 可 以 避免 使 用 
双 曲 函数 所 带 来 的 计算 工作 . 

6.4.3 高 次 自然 样 条 的 理论 

在 本 节 的 最 后 部 分 ， 我 们 介绍 一 些 高 次 自然 样 条 的 理论 ， 因 为 只 存在 奇数 次 的 自然 样 条 ， 
所 以 我 们 用 2m 十 1 表示 样 条 的 次 数 。 当 m= 二 1 时 ， 如 前 所 述 ， 我 们 有 自然 三 次 样 条 ， 为 方便 起 
见 ， 我 们 将 用 一 种 稍 许 不 同 的 方式 来 介绍 一 般 理论 。， 和 前 面 一 样 ， 给 定 结 点 集 如 下 : 

<h<" < 
一 个 2m 十 1 次 的 自然 样 条 是 一 个 函数 SEC (R )， 在 每 一 个 区 间 [t6, t] Cy. ws, 
Conny 4] 内 ， 它 都 化 为 一 个 次 数 和 2m 十 1 的 多 项 式 ， 而 在 区 间 ( 一 oo，zt。) 和 (t,，o0) 内 化 为 一 
个 次 数 至 多 为 m 的 多 项 式 ， 在 此 定义 下 ， 一 个 自然 三 次 样 条 在 区 间 ( 一 oo，t。) 和 (1,，oo) 内 一 
定 化 为 线性 多 项 式 . 

我 们 将 在 十 1 个 结 点 tos the te ty 上 的 全 体 2m 十 1 次 自然 样 条 所 构成 的 线性 空间 记 为 
N Cos try te a), RARAN. 

使 用 所 请 的 蕉 断 宕 函数 会 很 方便 ， 该 函数 记 为 七， 如果 zx 宇 0 它 定义 为 z*"， 如 果 <0, 
它 定 义 为 0， 它 属于 连续 函数 类 C. 

定理 MMR RREB) NEO 中 的 每 个 元 有 表达 式 


Sz) = Yaz + Jbl t)" a4) 
名 名 


其 中 对 于 0<j<m, Ubu! =0. 
名 


证 明 在 区 间 ( 一 co，4,) 内 ，S 是 一 个 次 数 至 多 是 m 次 的 多 项 式 p。 这 个 多 项 式 可 确定 系 
数 a;， 在 区 间 (t。，4) 内 ，S 化 为 一 个 2m 十 1 次 多 项 式 p. EA t 的 连续 性 条 件 是 
BS? Cto) = pP (to) (0<j<2m) 
根据 泰勒 定理 ，p, 可 写成 


mt1 


aw PC) zy 


jo 
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= > FP? ea BY + by (x — to)? 


= p (1) + bp (a — te) 
这 个 等 式 表明 ,在 (一 ,+,) 上 我 们 有 
S(x) = po(x)+bo(r— t)” 
(对 于 mjm, RINSE EB S (m) 一 0) 在 每 个 结 点 上 都 重复 进行 点 t。 上 的 讨论 过 程 ， 就 
可 以 得 到 其 余 的 项 上 六 (z 一 55 EK, o) E, 一 定 会 化 为 一 个 次 数 达 mm 的 多 项 式 . 
因此 ， 在 这 个 区 间 内 ， 


0 = SY (z) = Db Omt DOme “(m+ D(z t)" 
根据 这 个 等 式 以 及 借助 于 二 项 式 定理 ， 我 们 得 到 
o= Dra- = Do, pH )z AY 


o jao 


其 中 有 一 个 次 数 全 多 是 m 次 的 的 多 项 式 , 它 的 系数 一 定 是 零 ， 因此， 对 于 j 二 0，1,…， 


m, 有 Dou = 0, a 
名 
定理 3( 奇 数 次 自然 样 条 唯一 性 定理 ) WEHEL, RO<m<n, 则 存在 唯一 
的 2m 十 1 次 自然 样 条 在 这 些 结 点 上 取 到 给 定 的 值 ， 
证 明 根据 定理 2， 自 然 样 条 有 下 列 形式 


S(z) = Yan! + Doce 
如 果 5 的 给 定 值 是 4,， 那么 (与 定理 2 PO HN UR RCRD RHET EA 


SQ) = Do Ea Daa = =A; O<i<n) 


Doti =0 O<i<m 


这 是 一 个 含 mint? 个 未 知 量 m 十 n 十 2 个 方程 的 方程 组 ， 为 证 明 它 是 非 奇 异 的 ， 只 要 证 明 对 
应 的 齐 次 问题 仅 有 零 解 即 可 ， 因 此 ， 对 于 0<i<n， BEES) 0， 我 们 将 证 明 


r= | [scoD]dr=o (15) 
Hp a= 及 b=t,， 由 分 部 积分 得 到 
I= ses a |t -f'sens (ade 
=—|s™ os” wae 


此 处 我 们 要 用 到 事实 : 在 (一 2，a) 内 S 是 一 个 次 数 至 多 是 mm 次 的 多 项 式 ， 因 此 So? (a) 一 0. 
同样 地 ，S”™*" (6b) 二 0。 重 复 上 述 讨论 直到 我 们 得 到 
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1= fs? se? de 
因为 St BARB AA ARM, ATLL 
P= Car df) esde =D" Dols Su] = 0 


这 样 就 证 明了 (15) 式 成 立 ， 由 此 我 们 推断 S =0 Alt, 是 一 个 次 数 至 多 是 m 次 的 多 项 
R. 由 于 SABR to, oy, HAntl>m, RATA S=0. a 
下 面 是 自然 三 次 样 条 光滑 性 定理 的 类 似 结果 . 
定理 4( 奇 数 次 自然 样 条 最 优 性 定理 ) 设 msmn 及 EC [a, b]. Mit SEHA a= 
tot Sit, =b 上 插值 /的 2m 十 1 KARA, a 


[IES cord: < ftp a> Far 
证 明 类似 于 定理 1 的 证 明 过 程 ， 令 5= f—S. BAM FO<i<n, 有 g(t) 二 0， 重 复 分 
部 积分 法 ， 可 以 证 明 
fir? ose” Code = 0 


再 利用 下 列 过 程 即 可 完成 该 定理 的 证 明 
cr coer = fits +e (x) Fede 


= rs (x) Pdr + sl Sem (Dg (x)dz + er (x) Fede 
=| sr ”co]dz 十 [ite (x) dx 
>f [Sm (2) ] dz a 


习题 6. 4 
1. 参考 求 = 值 的 三 对 角 算 法 ， 证 明 对 所 有 in-i, n2, =, 1, A wzi thei u0. 
2. ( 续 ) 用 E 表示 上 题 中 等 式 的 左 端 项 ， 因 而 (h/u E+E. 0. 根据 算 法 中 的 公式 ， 证 明 后 面 的 等 式 可 以 
化 为 (10) 式 ， 这 就 确定 算法 产生 了 (10) 式 的 一 个 解 . 
3 证 明 : 在 (6) 式 中 ， 我 们 车 用 ith WR, WARE 
Si(z) = Hew Hens Sh) +C) — Dlr t — hi) 


4 ( 续 ) 展 开 上 述 等 式 中 的 项 (z 一 :一 六 ) 并 且 利 用 C 和 DD 的 正确 值 ， 证 明 课本 中 等 式 (11) 是 正确 的 . 
5. 确定 下 列 函 数 是 否 为 一 个 二 次 样 条 函数 : 
= ze (一 co 


-Le-a 
fos gets xe [1,2] 


$ z€ (2,0) 


6.《 续 ) 试 癌 上 题 中 的 函数 是 一 个 三 次 样 条 函数 吗 ? 
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7. 确定 a, b,c，d，。 的 值 ， 使 得 下 列 函数 是 一 个 三 次 样 条 : 
a(x—2)? +6(2—1)? ze (一 co 
加 -| ze [1,3] 
dz 一 2 十 e(z 一 3)3 工 E [3,00) 
其 次 ， 确 定 这 些 参数 的 值 ， 使 得 这 个 三 次 样 条 插值 下 列表 值 : 


8 证 明 课本 中 的 (7) 式 ，(9) 式 和 (10) 式 . 

9 以 三 次 样 条 的 讨论 过 程 为 蓝本 ， 推 导 适 当 的 公式 和 算法 ， 给 出 一 个 二 次 样 条 搬 值 数据 (54，y )，0<i<w， 
HPLC 如果 Q 是 这 个 样 条 插值 ， 那 么 数值 <, 一 Q (1;) 有 意义 ， 求 出 适应 于 z。，zx, ，…，x 的 
方程 、 你 将 会 发 现 其 中 的 一 个 = 点 可 以 是 任意 的 ， 例 如 x, 

10. 让 明 ， 在 求解 方程 组 (10) 的 算法 中 ， 对 所 有 i 二 1，2，…，n 一 1， 都 有 UA th. 

11, 确定 a, b,c 的 值 ， 使 得 下 列 函数 是 一 个 具有 结 点 0，1，2 的 三 次 样 条 : 

3 十 工 一 9 z€ [0.1] 

a+b- D +e- D? +da- zE [1,2] 


fa) = { 


其 次 ,确定 MA [C/G Pdr 达到 极 小 ， 最 后 ， 求 4 的 一 个 值 ， 使 得 "(2) = 0, IEMA 


不 同 于 前 面 所 确定 的 值 . 
12, 确定 下 列 函 数 是 否 为 一 个 三 次 样 条 


cn = T+r r<0 
por 0 
证 明 
limf’) = limf” (x) 
13. 确定 插值 表 值 
zfojif2]3 
?1 1 1 0 | 10 
的 自然 三 次 样 条 是 否 为 下 列 函数 . 
1 十 一 于 ze (0,1) 
f(x) = fe sen ze [1,2] 
4(x—2) + 9x — 2)? ~ 3(2— 2)? ze (2,3) 
14. BASE FF BE AN — 4 BR KER. 
2(z 十 1) 十 (z 十 1 ze [一 10] 
fa) = fesse z€ (0,1) 
1 十 11(z 一 1D) 十 3(z 一 1 一 (z 一 D) 2 € [1,2] 


15. 微 积分 中 有 定理 断言 ， 若 一 个 函数 在 一 点 可 微 ， 则 它 必 在 该 点 连续 .其 简单 原因 如 下 ， 若 极限 定义 f(z) 
存在 ， 即 
f° = lim {E+ f 
ie h 
则 分 式 中 分 子 的 极限 一 定 是 0， 由 此 推 得 了 在 点 z 处 的 连续 性 .现在 假设 对 某 一 函数 ARA A 


lim f’(2) = lim f'(x) 
ha atag 
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16.( 续 ) 在 检验 一 个 分 段 三 次 样 条 函数 f 是 否 为 一 个 三 次 样 条 时 ， 对 每 个 结 点 :证 明 等 式 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26, 


27. 


那么 我 们 可 以 推断 在 点 zx。 处 连续 吗 ? 


limf (zx) = limf”) 
pri ate 


具有 自然 三 次 样 条 的 哪些 性 质 ? 它 不 具有 自然 三 次 样 条 的 哪些 性 质 ? 


. 试 求 出 一 个 自然 三 次 样 条 函数 ， 它 的 结 点 是 一 1，0，1， 并 且 取 值 是 


0 | 1 
5 [719 
确定 是 否 存在 系数 ，5，c，d， 使 得 函数 
1 一 2z ze (一 co, 一 3] 
wc fete a tdr’ x € [一 3,4] 
157 — 32r z Elt +œ) 


是 区 间 [ 一 3，4] 上 的 一 个 自然 三 次 样 条 . 
下 列 函 数 是 一 个 自然 三 次 样 条 吗 ? 


| 3—1 zel- 14] 
SGCz) = 
327-1 ze [ta] 
( 续 ) 对 下 列 函 数 重复 上 题 中 的 问题 . 
SCz) = | £E Pohio] 
324-1 x € [0,1] 
能 否 确定 a Alb 使 得 函数 
(xz—2) +alz- 1)? ze (— 00,2] 
se) = [arena z€ [2,3] 
(2-3) +6(2—2)? x € [3, +00) 
是 一 个 自然 三 次 样 条 ? 试问 为 什么 能 或 者 不 能 ? 


MR S BERRE 0 一 <6<<…<<n 一 1 上 插值 /的 一 次 样 条 函数 ， 试 癌 | Sdr 是 什么 ? 


试问 (ae，6，*c，d) 取 什么 值 可 使 得 下 列 函 数 是 一 个 三 次 样 条 ? 


x zeE [一 1,0] 
f(x) = { 
a 二 好 十 cr 十 dz x € [0,1] 
确定 (a，5，c) 的 值 ， 使 得 函数 
x ze [0,1] 
(x) = 
shin: 人 ze [1,3] 


是 一 个 三 次 样 条 ， 请 问 它 是 一 个 自然 三 次 样 条 吗 ? 
Rito <<<, HHA —co<e< too. 试问 下 列 算法 输出 的 太 值 是 什么 ? 


成 立 就 足够 了 吗 ? 
. 试 求 一 个 自然 三 次 样 条 函数 S， 它 的 结 点 是 一 1，0，1， 并 且 取 值 分 别 是 S(—1)=13, SCO)=7, S(1)=9, 
.试问 函数 
G@+D+@+)* xz€[~1,0] 
f(z) = { 
4+(z 一 D) 十 (rz 一 D ze [0,1] 
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for i=1 ton do 
if zh, then 
kei 
exit loop 
end if 
end do 
28. 在 点 4 一 4 <ti Cto 二 b 上 定义 一 个 二 次 样 条 插值 函数 5(z) 需 要 多 少 个 条 件 ? S'(z) 的 连续 性 能 提供 所 
需要 的 全 部 条 件 吗 ? 
29. 当 S 的 端点 条 件 变 成 S'(a) = f(a) S'(b) =f’ (ORY, TEBE 1, 
30， 当 端点 条 件 具体 指定 为 S(1。) 和 S (tr.) 的 值 时 ， 给 出 一 个 适当 的 程序 用 于 寻求 三 次 样 条 插值 . 
31. 给 出 适合 等 距 结 点 情况 的 自然 三 次 样 条 揪 什 的 简化 形式 . 
32, 证 明 ; 具有 结 点 <t 一 …<t, 的 一 次 样 条 函数 可 表示 为 下 列 形式 


a 
Sla) =ar tbt Dya last | 


33, EBA (1.2) se AE BAE C12) 38 DA TET BN AA EH ATN eA A A AS 
34 证 明 ， 如 课本 中 所 述 ， 由 整体 光滑 条 件 可 知 (13) 式 成 立 。 
35. 证 明 ，(13) 式 中 的 系数 矩阵 是 对 角 占 优 的 
36. 用 定理 4 的 记号 和 假设 条 件 ， 证 明 不 等 式 
Veh yl 


成 立 . 

计算 机 习题 6. 4 

L 在 一 张 绘 图 纸 上 两 一 条 曲线 ， 例 如 一 条 孵 形 线 或 一 条 螺 线 ， 沿 曲线 选择 一 些 较 规则 分 布 的 点 ， 给 它们 标号 
为 4 二 1.0，4 =2.0， 等 等 ， 写 出 每 一 个 选 拌 点 的 工 坐 标 和 y 坐标 ， 得 到 z(t) 和 y(t) 的 表 值 ， 用 样 条 函数 
S 和 5S" 拟 合 这 些 函数 ， 因 而 公式 z= SOOM y=S* (1 给 出 曲线 的 一 个 近似 参数 表达 式 ， 用 自动 绘图 仪 绘制 
出 几 种 不 同 测试 情况 的 曲线 . 


在 习题 6.4.9 的 讨论 中 ， 找 出 一 种 方法 ， 求 解数 组 (z。，z, ，… ，z, ) 使 得 > 要 达到 极 小 ， 也 就 是 说 ， 用 
ed 


这 个 条 件 将 换 那个 习题 中 的 任意 性 条 件 . 把 这 个 特征 纳入 你 的 算法 并 在 计算 机 上 进行 测试 . 
3. 证 明 公式 


~ 


fisioa = itim) Hea Hem) 
然后 编写 并 测试 一 个 程序 用 于 计算 
人 su 
4. 编写 并 测试 一 个 计算 机 程序 ， 用 于 计算 具有 给 定 结 点 bcn 一 … < 并 且 满 足下 列 条 件 的 三 次 样 条 函数 S， 
SG) =y (0 入 i 安 四 
{sw =a 
SaD = 有 
' 为 张力 样 条 的 算法 编写 程序 ， 并 用 不 同 的 张力 参数 r 的 值 测试 这 个 程序 . 
.从 图 6-6 中 所 示 的 轿车 车 体 的 轮廓 开始 ， 准 备 10 到 20 各 点 横 坐 标 和 纵 坐 标的 一 个 表 ， 用 张力 值 + 二 0. 25， 
4，10 产生 并 绘制 出 张力 样 条 插值 的 值 ， 观 察 哪 一 个 结果 产生 的 外 观 图 形 最 令 人 满意 . 


ew 


B5 
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图 6-6 轿车 轮廓 


7. 如 图 6-7 所 示 ， 画 一 个 手写 体 字 母 ， 然 后， 借助 于 三 次 样 条 和 绘图 仪 重 新 画 一 次 ， 具 体操 作 如 下 ， 在 曲线 
上 选择 较 合理 数目 的 点 ， 例 如 n= 11. 给 这 些 点 标号 ! 一 1，2，…，m。 对 每 一 点 ， 求 出 对 应 的 z 坐标 和 > 
坐标 ， 用 三 次 样 条 插值 函数 S, 和 5S,， 拟 合 x=S:(t) 和 y= 一 S,(1)， 这 将 会 产生 原 曲线 的 一 个 参数 表达 式 . 
计算 出 大 量 的 S, (0 和 S,(0 的 值 并 且 提供 给 绘图 仪 ， 要 想 更 多 地 了 解 
有 关 样 条 曲线 如 何 应 用 于 字体 设计 方面 的 内 容 ， 读 者 可 以 查阅 Knuth 
[1979]. 

B. 解释 下 列 数 值 试 验 的 结果 并 得 出 一 些 相 应 的 结论 . 

a 定义 户 是 -个 20 次 多 项 式 , 它 在 区 间 [ 一 !，1] 内 的 21 个 等 距 结 点 
上 的 插值 函数 f(zr)= (1 十 6z) 区间 端点 包括 在 结 点 中 .打印 出 
fled. pla, f(r) pr) TERR fa) 41 个 等 距 结 点 上 的 表 值 . 

b 用 下 列 切 比 雪夫 结 点 重复 上 述 试验 . 

x, = cos[(i— 1)x/20] a<i<2p 
c。 在 21 个 等 距 结 点 上 ， 利 用 一 个 三 次 插值 样 条 重复 上 述 试验 . 图 6-7 11 个 结 点 的 手写 体 字母 


6.5 B 样 条 : 基本 理论 


这 一 节 专 门 讨论 样 条 函数 系统 ， 使 得 其 他 所 有 样 条 函数 都 可 以 由 它 的 线性 组 合 得 到 ， 这 些 
样 条 构成 某 些 样 条 空间 的 基 ， 所 以 称 为 B 样 条 .一旦 给 定 结 点 ，B 样 条 就 很 容易 通过 递归 关系 
产生 ， 而且 算 法 也 比较 简单 ，B 样 条 以 其 优美 的 理论 和 数值 计算 中 的 典型 性 质 著称 ， 此 外 ，B 
样 条 还 可 以 得 到 进一步 的 推广 . 

我 们 从 实 轴 上 一 组 结 点 序列 n 开始 ， 为 了 实用 的 目的 ， 无 论 何 时 也 只 需要 有 限 个 结 点 ， 但 
是 如 果 把 结 点 集合 左 端 扩展 到 一 co， 右 端 扩展 到 十 oo， 使 其 成 为 一 个 无 限 集 ; 

Ltr Lt Lh <h < 

可 以 使 得 理论 上 讨论 起 来 更 加 容易 .在 本 节 中 ， 我 们 假设 这 个 结 点 序列 是 固定 的 ， 并 在 此 基础 
上 建立 所 有 的 样 条 . 
6.5.1 0 次 日 样 条 

0 次 也 样 条 记 为 B?*， 图 形 如 图 6-8 所 示 ， 指 标 i 取 遍 全 体 整数 ， 图 形 中 的 深 色 圆 点 表明 我 
们 定义 BPA) =1 以 及 B..)=0. 正式 的 定义 是 : 

1 着 sz<itn 
其 他 


Bix) = 
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ES 


< — >x 
fa fea ta 


图 6-8 B 样 条 B? 


这 些 B 样 条 构成 一 个 无 穷 序列 ，{ B? : i€ Z }. (2Z 在 这 里 表示 全 体 整 数 的 集合 : 正 整数 ， 负 整 
数 和 0, ) 可 以 看 出 它们 的 一 些 显而易见 的 性 质 

1. 使 得 Bi (2) 40 的 r RAE XL BPM, CEKAL, ti). 

2. 对 一 切 i 及 xz，B? (x) 之 0. 

3. 在 整个 实 轴 上 B?(z) 是 右 连续 的 . 


我 们 证 明 上 述 最 后 一 个 等 式 . 任 取 z € R ,然后 确定 z 所 在 的 结 点 区 间 , 例 如 ,4 << ta ;因而 
ERa = Bir) = 1, 

最 后 ， 关 于 样 条 B 还 要 说 明 一 点 ， 对 于 给 定 结 点 序列 上 的 全 体 0 次 样 条 ， 假 设 我 们 标准 
化 这 些 样 条 使 其 都 是 右 连续 的 ， 那 么 样 条 B 构成 全 体 0 次 样 条 的 一 个 基 ， 为 了 证 明 这 个 断言 ， 
我 们 假设 S 是 一 个 右 连续 的 0 次 样 条 函数 ， 因 而 它 是 一 个 分 投 常 值 函数 ， 并 且 由 如 下 形式 的 一 


组 规则 来 定义 ， 
S(z)=c Ë 5 和 rz<t (EZ) 


显然 有 SCz) = Sawin. (因此 ,我 们 有 Schauder 意 义 下 的 一 个 基 : 空 间 中 的 每 个 向 量 有 唯一 


-MESAM S) cB! 形式 的 表达 式 .) 
函数 B? 是 所 有 高 次 B 样 条 递归 定义 的 出 发 点 ， 基 本 的 递归 关系 是 


Bia) = (F Brat (fees 
高 阶 B 样 条 的 所 有 性 质 都 将 来 自 这 个 递归 定义 ， 通 过 引入 菜 些 特殊 的 线性 函数 ; 
ti 


ViCz) = -2 
tia ti 


)Bi GSD a) 


(2) 


我 们 可 以 把 递归 关系 写成 下 列 更 优美 的 形式 ， 

BY 一 VB 全 十 (1 一 VDB4 (3) 
因为 Br 是 一 个 0 次 分 段 多 项 式 ， 并 且 因 为 W' 是 线性 的 ， 所 以 B; 是 一 个 次 数 委 1 的 分 段 多 项 
式 、 同 理 表 明 ， 一 般 情况 下 BY 是 一 个 次 数 <k 的 分 段 多 项 式 . 
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6.5.2 一 次 日 样 条 
借助 (1) 式 ， 可 以 给 出 B!(z) 的 显 式 公式 如 下 : 


1 Qf o t 一 工 J 
B= (7 Bi) + (A ) Beso 
0 Erho ty, 


ELLES 


Ë tn Sa <tine 


(367) BCzr) 的 图 形 如 图 6-9 所 示 . 


图 6-9 BRB 


此 外 还 可 以 看 出 函数 BY 的 性 质 : 

1. 有 WERE, t). 

2. HW) i a, Bi(r)>0. 

3. Bi 连续 并 且 在 除 点 1,，4i,;，4,: 之 外 的 每 一 点 可 微 . 
4. 对 一 切 zx， dBi =, 


RAIEN 上 述 最 后 MER. 任 取 xER ， 因 为 当 i 增 大 时 4 收敛 到 十 2o， 当 i 减 小 时 ,4 收 
化 到 一 ce， 所 以 我 们 可 以 找到 一 个 指标 j， 使 得 1, 三 xt;1;， 因 而 对 于 除 i=j 或 i=j 一 1 之 外 
的 所 有 i, 都 有 Bi (zx) 二 0。 因 此 ， 对 这 个 r, 


BD) Bi (x)= B}, (z) + B(x) 


= jn zr -1 


“Estes = tai ty 
6.5.3 8 样 条 的 性 质 
下 面 通过 一 系列 引 理 ， 我 们 将 给 出 函数 族 BCiEZ ，kEN ) 的 重要 性 质 . 
引 理 1(B 样 条 的 支撑 引 理 ) BSL HATE, ti), M Bt (xz) 二 0。 
证 明 我们 已 知 对 于 A 一 1 结论 成 立 ， 但 对 于 =0 结论 不 成 立 ， 假 设 对 于 某 个 指标 一 1 上 
述 结论 成 立 ， 那 么 对 于 它 也 成 立 ， 其 理由 如 下 : PrE tands Mele, OHA cE 
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(icy tea). BERS, B (zx) 二 0 并且 B (xz) 二 0， 由 (3) 式 知 成 (zx) 二 0 成 立 . 图 

引 理 2(B 样 条 的 正 性 引 理 ) RSO Bre (ts tied, WM BYMz)>0. 

证 明 我 们 容易 看 出 当 k= 一 0 或 上 一 1 时 ， 引 理 2 结论 成 立 . 《根据 前 文中 给 出 的 B 的 显 式 
AMA R=) 时 结论 成 立 . ) 假 设 对 指标 一 1 结论 成 立 ，&k 之 2， 对 于 一 切 ; 和 z， 由 归纳 假设 和 
引 理 1 知 BDS. 设 4<<z<tiirr1， 因 而 (1) 式 右 端 项 中 的 线性 因 式 是 正 的 .再 由 归纳 假设 
Rls TEC) #444) 中 Br 1(z)>0, Eltiris tae BY} (x)>>0， 因 为 k 宇 2， 所 以 这 两 个 区 间 


HERE, HORRIA H Bt(x)>>0. a 
Py AR AV Ai ELF BER BY 作为 所 有 次 样 条 的 基 ,所 以 我 们 会 对 形 如 >, cB? Cr) 的 线性 组 
合 产生 兴趣 . 


引 理 3(B 样 条 的 递归 关系 引 理 ) 对 一 切 &Z>0， 我 们 有 
了 ce 一 Dlevt 4 cp 一 VB 人 
证 明 我 们 利用 (3) 式 和 基本 的 级 数 操作 如 下 。 
DeB'= Dalvie! + a -Vi Bt 


= Davis + Sead —VIDBE a 
6.5.4 数值 计算 过 程 
在 引 理 3 中 ， 系 数 c, 可 以 是 常数 或 者 函数 ， 因 此 ， 该 引 理 提供 了 一 个 方法 用 来 计算 如 下 形 
式 的 函数 : 
f(x) = Dewa 


我 们 假设 函数 C 已 经 给 定 ， 当然 它们 可 能 是 常数 . 现在 定义 
Chia) = OVE Ca) 十 CHCz[I 一 VCz)] (4) 
根据 引 理 3 和 (4) 式 ， 我 们 有 


Dap) = SoBe (a) 
对 于 k 一 1，k 一 2，.…，0， 重 复 上述 讨论 ， 最 终 得 到 
VewBw = DOB 
正如 我 们 所 知 ， 上 式 右 端的 表达 式 很 容易 计算 : WF y<z<tur, 它 的 值 是 O). WAO) 
式 ， 可 给 出 (4) 式 的 详细 表达 式 如 下 : 
Cm Ce) = (r= CH) + ~— DCL) )/ ta — t) (5) 
上 述评 注 导 致 出 下 列 数值 计算 过 程 . 
算法 1CB 样 条 系数 算法 ) 如 果 给 定 系数 CHATS Hh rH aM SD) 一 > CIB!(z) 可 


计算 如 下 :确定 指标 加 使 得 t。 挟 工 一 tel- 利用 (5) 式 , 计 算 三 角形 数组 
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GQ cs 心 (on O 
Chi coh ae Cha 
Cheat Cres 
Cu 
因而 Sir) =C. 
引 理 4(B 样 条 单位 分 解 引 理 ) tak, ANA 
5 Biz) =1 


证 明 利用 刚才 所 述 的 算法 来 证 明 . 我 们 从 SD CB 开始 ,其 中 对 一 切 i,C? = 1, 然 后 


固定 r 并且 用 (4) RHA: 
c= CGV + Ch [1V] 


=Vit1—Vv! 
=1 
重复 上 述 讨论 ， 我 们 发 现 ， 对 于 一 切 i 和 j=k,，k 一 1，…，0， 都 有 C=1, Alt, RNA 
3) Bia) = DB =1 a 


6.5.5 8 样 条 的 导数 和 积分 
下 一 个 引 理 给 出 Bt 导数 的 一 个 重要 公式 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 用 到 (2) 式 中 的 Vi 并 且 令 


a= mot (6) 
利用 这 个 记号 ， 我 们 注意 到 
vice) =a! (7) 
其 他 几 个 不 证 自明 的 有 用 公式 是 : 
VP = at V: (8) 
ah A-V) = at" Via) (9) 


对 上 述 两 种 情况 ， 仅 利用 a 和 W 的 定义 便 可 证 明 . 
引 理 5(B 样 条 导数 引 理 ) 对 于 二 2，B 样 条 唱 数 的 导数 可 如 下 计算 : 
k 


tie ti 


fai = (二 | JB ao 


当 &=] 时， 该 等 式 对 于 除 z 一 上 ，#+i1，642 之 外 的 一 切 工 都 成 立 . 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 ， 把 上 一 1 和 k=2 时 的 情况 留 给 读者 完成 ， 我 们 假设 对 一 固定 的 
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不 公式 成 立 ， 在 此 假设 之 下 ， 我 们 来 证 实 下 一 个 情况 .归纳 假设 的 是 (10) 式 ,利用 前 面 所 说 明 
的 记号 把 它 重 写 为 紧凑 形式 ， 
ŠB! = ba BY! — hat Bis an 
根据 基本 递归 关系 (3) 式 ， 我 们 有 
fee = deve +a vee] 


= Vr Apt + of Bt + 0 — vit pts — ati! Bhu aD 


其 中 两 次 用 到 了 (7) 式 ， 接 下 来 ， 我 们 归纳 假设 (11) 式 替换 出 现在 (12) 式 右 端的 导数 ， 其 结 
果 是 
ABH SVH Ghat BY — hah Ba) + at" BY 
dz 
+O = VE Chats BET — kat: Bri ) — atii Bha 
通过 简单 的 重新 组 合 ， 上 式 可 以 写成 下 列 形式 
Br =at B! + kat VBE — oft! Bh, 
= hase Q — VRD Bid — kata VBR] 1, 
+ hats (1 — VED Bit 
我 们 将 对 这 个 等 式 做 下 列 替换 ， 那 么 所 有 的 证 明 都 可 以 利用 (8) 式 和 (9) 式 来 完成 ; 
ka! VE" Bt = ha VIBE 
— hats — VE} Bie? =— kaiti OQ — Vi) Bid 
— hat VIO BEI + kata O — VED BET 
hates (1 — VE" BRT — kal Vi BE} 
Skt — Vin) Bit — kati Vin Bil 


现在 (13) 式 变换 后 的 形式 为 ; 
AB! =at B! + Ala ViB + of — Via) Bit] 
— atti Bhs — katt! Via BEY + att? (1 — Vie) BY? (14) 
利用 基本 的 递归 关系 (3) 式 ， 化 简 (14) 式 带 括号 的 项 ， 得 到 
SBP! =at! B! + bat BY — aff} B — half! Bhs 
=(k+ Dal B? — (k + Datti BE, (15) 
因为 这 个 等 式 是 用 k 十 1 替换 了 (11) 式 中 的 上 ， 所 以 归纳 证 明 步 又 完成 . a 


引 理 6(B 样 条 光滑 性 引 理 ) 对 于 上 二 1，B 样 条 B+ 属于 连续 函数 类 COCR). 

证 明 B 连续 是 显然 的 ，B! E C" (R )， 现 在 我 们 假设 Bi ECR). 由 引 理 5 知 ， 
(Cd/dz)Bi ECHR). 因为 这 个 导数 是 Bi 和 B$,, 的 线性 组 合 ， 所 以 BIE C'(R )， 根 据 归 
纳 法 原理 ， 定 理 得 证 . a 
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从 与 B 样 条 导数 相关 的 引 理 ,我们 得 到 一 个 有 用 的 公式 
A Dew =k (Hna SD (16) 


dr, 2, 
这 个 公式 可 以 用 于 数值 微分 ， 尽 管 噪声 信息 的 数值 微分 是 一 项 非常 不 确定 的 任务 ， 但 是 当 & 一 1 
时 ， 对 于 除 结 点 之 外 的 所 有 z，(16) 式 都 成 立 . 
引 理 7(B 样 条 积分 引 理 ) BB 样 条 函数 的 积分 可 各 下 计算 : 


f Bi(s)ds = (sm) DBn o 
5 2 
证 明 根据 (16) 式 以 及 
= 人 #j<i 
“Tli #j>i 
BRAT AT ELE WA HL Sh EH BO. KTR j= SHH cc, o, HAREA 
1 Bia) 


tiii 一 在 


Bix) = (#85 “V+ D( 


可 以 确定 等 式 两 端的 函数 只 相差 一 个 常数 ， 并 且 在 点 z=4; 处 两 者 都 变 为 0. a 
6.5.6 附加 性 质 

MR /是 一 个 函数 并 且 天 是 它 定义 域内 的 一 个 子 集 ， 则 f | K 表示 f 在 K 上 的 限制 ， 因 此 

GIK) = f(z) (re kK) 

这 个 概念 对 样 条 函数 来 说 是 很 有 用 的 ， 这 是 因为 每 一 个 函数 BE | (5 ，z,,, ) 是 一 个 多 项 式 (更 准 
确 地 说 ， 是 一 个 多 项 式 的 限制 )， 当 我 们 说 函数 f 的 集合 在 集合 K 上 线性 无 关 时 ， 实 际 上 指 的 
是 限制 函数 /; | K 的 集合 在 通常 意义 下 线性 无 关 . 

现在 考虑 BRR BS, Bi, e, Bi. MRM RAR RM EAA Z MEM MT RM CG, tai) 
ERY, KAREAR 的 多 项 式 ， 一 个 令 人 惊讶 而 又 有 用 的 事实 是 这 些 限制 函数 构成 了 
区 间 (&，b+1) 上 多 项 式 空间 M 的 一 个 基 . 

引 理 8(B 样 条 线性 无 关 性 引 理 ) BERS (BS, Bi, s Bi Æ Cjo tjn) 上线 
MRK, 

证 明 首先 考虑 k=0 的 情况 ， 引 理 断 言 { BP) ERMC, ya) RAEI. ABRE 
的 .为 了 使 用 数学 归纳 法 ， 令 k 宇 1 并 且 假 设 对 指标 一 1 引 理 结论 成 立 ， 在 此 基础 上 ， 我 们 将 


对 指标 证 明 引 理 . $ S= >) ce Bhs 并 且 假 设 S1 Css teja) = 0. BOW TE Cia 
tern dE Bei 二 0，B}' 二 0， 再 根据 (16) 式 ， 得 到 下 面 的 等 式 


i 
O= S | Cistin) = kJ) AO SBE | CG, staja) 
HE bin T th 


AH Bit, Bids ee Ba AA BR, ERE Co D E EMRE. Kik, 
(16) 式 中 所 有 的 系数 一 定 是 0， 从 而 我 人 有 = 一 … 二 c,， 如 果 我 们 把 这 个 公共 的 值 记 为 4， 
由 引 理 4 知 在 (4:;，trrj41) 上 SCx) 二 4 (在 引 理 4 中， 可 以 看 出 在 区 间 (44;，tisj,;) 上 仅 有 的 
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非 零 项 是 Bi. Bi. eo Bhe) 因为 已 经 假设 在 区 间 (t+;，t+,:,) 上 S 是 0， 最 终 得 到 1 一 0. 
a 


引 理 9(B 样 条 线性 无 关 性 引 理 ) BHERS(B,, Barry oo, Bish, ERM 
RK. 
TEM 4S = 各 cB4, 并 且 假设 SI (to st.) = 0. 在 区 间 (4 n) EDA Bi, B'an os BE 是 非 


零 的 ,所 以 

0=S| (tot) = DeB? | Gost) (17) 

a 
申 引 理 8 AISA BY, Biers cs BUTE Co, D ERK. 因此， 根据 (17) 式 ， 我 们 推出 
$0, —ESi<O MRT A c, 都 是 0， 我 们 就 已 获得 所 期 望 的 结论 ， 否 则 ， 令 j 是 第 一 个 
使 得 ,天 0 的 指标 。 由 前 面 的 讨论 知 ，j 宇 1， 因 此 (4 ， DSCs t). HER EC, thirds 
得 到 下 列 矛盾 
= 
0 = S(z) = >)ciB!(z) = 6BI(z) #0 

因而 ， 所 有 的 c B 0. vo a 
习题 6.5 
1. 证 明 BE C1, ) 的 公式 


2. WER: E nK W 


D «Bn = D) aBa) 


= i 


3. BAR. EN: 车 
chert emsh = yh the) GEZ) 


则 对 所 有 j, 样 条 函数 S = 
4. 假设 结 点 选取 所 有 的 整数 : 
5. 数 一 数 在 计算 Sop BOWE Ha TR. RA EME RR k. 


,证明 关于 样 条 导数 的 (16) 式 . 
7, 证 明 : 


aB? 具有 插值 性 质 SG6) = yj. 
iGEZ). WEH: Biz)=Bi(2—4,), 


p 


.证明 :着 对 于 所 有 z 都 有 cjB'(z) = 0, 则 对 于 所 有 1i 都 有 < = 0. 
.用 下 列 公式 定义 MEM 


的 


UNS) = Car — 9) Ctar — De Caa — 8) 
MF R=0, 设 U(s)=1. 证 明 
UL GOVE (a) +U! WE — VEC) ] = Ca — YUF (5) 
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10. 


16. 


2 


21. 


22. 


23, 
24, 


$ 


REA: 
Nurwst@ = @-9 Yur OBH a) 


. ( 续 ) 证 明 Marsden 恒等式 


Dui ws = (x) 


(BE) 证 明 : 每 一 个 次 数 关上 的 多 项 式 都 可 以 表示 为 2, Bi 的 形式 . 
.利用 课本 中 的 记号 ,证 明 B 可 由 下 列 公式 给 出 : 
viv? z E [hota 
ViVa VI—V) rE [eer stm) 
B(x) = 
AVDA = Via) x E Leia fina) 
0 其 他 
,验证 下 列 两 个 等 式 ; 
dp B 
ae?! = a 
d 2B; 
at = aon 


， 证 明 


ere 


证 明 : 车 sup, | eoit | ome 则 
上 | Vepiwldr<cmD lal 


w |D] s 


+ 求 出 下 面 表 达 式 的 一 个 上 界 : 


iB [Dest Tar 


、 对 于 k 之 3, 证明 


中 


cr crs 


cB! Cr) = kk—D >) (和 


证 明 : 车 a =k Citta), W 


DaBtD=r >D 


给 出 一 个 样 条 函数 5 6B! 的 例子 ,使 得 它 不 是 0 函数 但 是 在 所 有 结 点 上 取 零 . 
假设 在 常数 序列 Chis Chae eo C 中 ， 其 中 有 两 个 相 邻 的 元 素 是 相同 的 证 明 样 条 函数 


是 区 间 (f ,4 iD 上 一 个 次 数 小 于 上 的 多 项 式 - 
利用 引 理 3 后 面 的 算法 ,证 明 了 cB? RG stan) 上 一 个 次 数 L NEAR. 


利用 引 理 3 后面 的 算法 ， 给 出 引 理 1 和 引 理 2 的 新 的 证 明 . 
证 明 : FEC, t1) E Bt(zx)>0 当 且 仅 当 j 一 RSi<j. 
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25. 对 于 &= 1， 除 三 个 结 点 to tos tZ ERIR S5 中 等 式 (10) 成 立 
26. 求 出 下 列 公式 中 的 = 和 有 


support ( [T Bt) =f) support( Bt) = (a,p 


27, 使 得 {B;，B;,, ，…，B: ,44;-，) 在 其 上 线性 无 关 的 最 小 区 间 是 什么 ? 
28. 证 明 
Dew =1 (ULIS im) 
& 
29, 证 明 


DBSO (ty << ten) 
名 


计算 机 习题 6. 5 

1. 编写 并 测试 一 个 子 程序 用 于 计算 区 间 [a,5] 上 g(z) = fra 的 近似 值 .函数 f 由 用 户 在 一 个 单独 的 函数 
子 程序 中 提供 . 所 使 用 的 方法 是 :首先 利用 n 个 等 距 结 点 ,用 自然 三 次 样 条 S 在 [a,b] 上 的 插值 f, 然 后 再 用 
gla) & [isoa 用 户 将 具体 指定 a,b Mn. 


2. 指定 结 点 4， ，… bhi WBa 和， 给 定 系数 cr coy oy Coy 并且 记 f(z) = 了 cB1(x) ， 编 写 一 


全 
个 子 程序 ， 对 于 任意 实数 r 用 该 程序 给 出 /(z) 的 值 . 
3 (难题 ) 设 结 点 是 全 体 整 数 集合 ， 对 于 1<k<100， 编写 一 个 程序 用 于 计算 B 的 上 确 界 范 数 ， 一 个 短程 序 就 


够 了 ， 测 试 情况 ， 对 于 4= 1，5，10， 其 值 分 别 是 1，0. 55，0. 410 963. 
6.6 BRR: 应 用 
在 本 节 中 ， 我 们 仍 采 用 上 一 节 的 记号 ， 给 定 结 点 的 初始 序列 为 


< Sty <a <<a (1) 
在 这 些 结 点 上 ， 定 义 B(x) 是 一 组 B 样 条 ， 我 们 要 把 这 些 B 样 条 与 6. 4 节 中 最 初 引入 的 样 条 函 
数 联系 起 来 ， 在 那里 ,我 们 考虑 的 函数 是 连续 函数 类 C'!' 中 的 整体 连续 函数 ， 它 是 个 区 间 
[tos aJs [ers 4]，…，[t， 1，] 上 次 数 < 的 分 段 多 项 式 ， 用 St 表示 所 有 这 样 的 样 条 函数 
族 . 因为 开始 时 结 点 是 固定 的 ， 所 以 这 个 记号 没有 显示 出 它们 .我 们 认为 8: 中 样 条 函数 具有 
EURE, n]. MAXERS BER B+ 有 怎样 的 关系 呢 ? 这 里 我 们 始终 假设 n 之 1. 
6.6.1 空间 5; 的 基 
我 们 把 函数 Bi 限制 在 区 间 [t。，t.] 上 使 得 这 些 函 数 的 定义 域 相同 ， 所 限制 的 函数 记 为 
Bi | [tos t]. 
定理 1( 空 间 St 的 基 定 理 ) 空间 St 的 一 个 基 是 
{BY | [tot] :一 上 is 委 a 一 1} (2) 
Am, St OH RRB A+, 
证 明 首先 ， 因 为 (2) 式 中 的 函数 都 是 (1) 式 中 给 定 的 结 点 序列 的 上 次 样 条 函数 ， 所 以 显然 
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EMEF S 
其 次 ， 我 们 证 明 Si 的 维 数 不 超 过 十 a。 这 一 点 可 以 由 5; A k tn 个 函数 所 生成 来 说 明 . 
MSL, Sl 中 的 每 个 元 素 可 表示 成 
si) = Darit D'oat (3) 
这 个 等 式 中 用 到 以 下 截断 宕 函数 


(z—1)4= 


(at) rÈ 
k Bacu 
为 证 明 (3) 式 ， RIAR, AFi, MARERE RREAK RE O Elo n] 


上 ，S(z) 是 一 个 4 次 多 项 式 ， 记 为 如 ， 从 而 有 加 (z) = >yaz' ， 这 样 就 确定 了 所 有 的 系数 


4%， 在 区 间 [6 ，#] 上 ，S(z) 是 另 一 多 项 式 ， 记 为 p,， 根 据 在 点 HERE, RIA 

(hi = po? (th) = 0 O<r<ck-1) 
由 于 pi — po 的 次 数 不 超 过 4 次， 所 以 我 们 断定 有 心 使 得 (pi 一 po)(z) 二 b,(x 一 t1)*， Ht, A 
表达 式 


+ 
SGz) = Jaai tbla) LIL) 


Fits bss s ta MALHE, ATER (3) Rp N. 
最 后 ， 应 用 6. 5 节 中 的 引 理 9 可 推出 (2) 式 中 的 函数 组 线性 无 关 ， 因 而 它 是 8: 的 基 ，。” 国 
定理 1 的 证 明 过 程 表明 函数 组 
Lizig sez Sl DL So PT aa) 
构成 8; 的 基 。， 因 为 它 具 有 非常 坏 的 条 件 ， 所 以 在 把 这 个 基 用 于 数值 计算 时 要 谨慎 ， 取 而 代 之 ， 
应 该 使 用 定理 中 所 给 出 的 B PERHE. 
6.6.2 插值 矩阵 
样 条 函数 可 用 于 结 点 以 外 点 上 的 插值 . 给 定 结 点 集 :zx， 一 mr; 一 … < zx, 我们 希望 用 形 如 


SoB! 的 样 条 函数 插值 结 点 上 任意 给 定 的 数据 . 为 此 ,下 列 给 出 的 播 值 矩 阵 A 


A, = Ba) (1<ij<n) (4) 

必须 是 非 奇异 的 ，Schoenberg 和 Whitney 给 出 的 一 个 漂亮 定理 揭示 了 这 个 非 奇 异性 的 充分 必 
要 条 件 : A 的 主 对 角 线 上 不 含 零 元 . 

我 们 依据 de Boor[1976 以 及 私人 书信 ] 所 给 出 的 这 个 结果 的 证 明 ， 下 面 分 为 几 种 情况 来 
考虑 . 

IRIA D BCAA PSEA AR, MALO, 1<i<n, 

证 明 ”假设 对 某 个 + 使 得 A 二 0， 则 由 6.5 节 中 引 理 2 知 Bt(z,) 二 0， Lr ti, trpis). 
首先 ， 假 设 <e. WR i<r<j, WAKS, St, HA r 不 在 B; 的 支撑 中 ， 因 而 ， 
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A 二 有 B(x,) 二 0， 因 为 对 于 j 二 r,，r 十 1，…，n 都 有 As 二 0， MUA PH TARR P 
的 向 量 ， 因 此 这 行 线性 相关 ， 从 而 A 奇异 . 
AHR, >in. 如果 iS Sj, BA ya, Sti Shen HA Ay = B(x) =0. 
为 其 第 r，r 十 1，…，m 项 分 量 都 是 零 ， 所 以 前 r 列 向 量 线性 相关 . 再 次 得 知 A 是 奇异 的 . 
a 
引 理 (AERE 2) 车 上 ==1 HAM F Sin 有 4<zi<tis， 则 A 非 奇异 . 
证 明 对 ， 作 数学 归纳 法 . 若 "=1， 则 A 是 一 个 1X1 矩阵 并 且 有 唯一 元 Au =B; (x, ) 40. 
现 假设 结 点 个 数 小 于 ”时 引 理 2 已 被 证 明 ， 下 面 考虑 ”个 结 点 的 情况 ， 这 里 "之 2， 如 果 有 
一 个 指标 > 使 得 1<r<n 一 1 并 且 Sty RAR PR i<r<j 的 任意 一 对 指标 (i,j), 我 
WA ria, Sta Sy HA, =B). 因此， 矩阵 A 有 下 列 形式 
C 0 
a= [s al 
Fp C fbr Xr RE, DEE (n—1) X (nr. ER A 可 逆 当 且 仅 当 C 和 了 可 逆 ( 见 习题 
6.1. 11, ) 这 时 C 和 DD REMEE r <n Hn—r<n), BICHDBRSA—R Alt, th 
归纳 假设 知 它们 可 道 . 
对 于 2<r<n 范 围 内 的 某 些 指标 r MR 2 Se ， 可 进行 同样 的 讨论 ， 这 时 ， 如 果 j<r<i， 
那么 A, =0，A 的 结构 是 
CE 
As [l pl 


其 中 CC 是 (7 一 )X(r 一 上 ) 和 矩阵 ，D 是 (n 一 r 十 1) X (nr + DER. 

仅 剩 的 情况 是 当 1<i<n 一 1 时 xz,>twi 以 及 当 2<i<n 时 zi<tii1， 而 只 有 在 n=1( 已 经 讨 
论 过 ) 或 者 "一 2 时 才 会 出 现 这 种 情况 .这 时 有 nn 二 2，k==1，zi >>ts UE a<. WE <r 
Te<h， 在 区 间 (t,，t,) 上 ， 有 月 (z) 十 B(x)==1， 从 而 矩阵 A 形 如 

EE eoi P all 
Bila) Bi(zr)] Ly lap 
HAITIA A—p= Bi (x, )— B] (a. ) >0. a 

接 下 来 是 Schoenberg-Whitney 定理 . 

定理 2(Schoenberg-Whitney 定理 ) i x)<ay<e-<2,. Bho Ay=Bi(x,), WIEM A a 
奇异 的 充分 必要 条 件 是 其 主 对 角 线 上 不 含 零 元 . 

证 明 必要 性 已 由 引 理 1 给 出 ， 因 为 B 样 条 的 支撑 不 相交 ， 即 B(x.) 一 6， 并 且 条 件 
有 (zi) 天 0 GPF LST <ta MAK R=0 时 充分 性 显然 成 立 . 

当 A=1 时， 充分 性 已 由 引 理 2 给 出 。 现 在 对 k 作 数学 归纳 法 ， 假 设 对 于 次 数 小 于 的 B 
样 条 函数 定理 结论 成 立 ， 在 此 假设 下 ， 我 们 证 明 次 样 条 的 情况 .由 引 理 2 知 ， 这 里 之 2， 我 
们 的 证 明 还 需要 对 做 数学 归纳 法 ， 这 一 点 类 似 于 引 理 2 的 证 明 ， 但 是 这 里 的 证 明 不 太 正式 ， 
现 将 证 明 的 要 点 叙述 如 下 ， 如 果菜 个 rE {1，2，…，n 一 1} 使 得 z,<t,,1 或 者 如 果菜 个 rE {2， 
By ory n ER r >te 那么 就 像 引 理 2 中 那样 ， 矩 阵 A 具有 分 块 结构 ， 再 把 归纳 假设 用 于 
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AWA FEM, TAER A 非 奇异 ， 因 此 我 们 可 以 假设 
tor < Li EH Z bmi Q<i<a-) (5) 


如 果 A 奇异 ， 那 么 存在 uA0 使 得 Av 一 0. $ f= upt. 注意 到 在 z 十 2 个 点 is to 


Zev ts Tye ain ESEO 因为 k 宇 2 时 广 存在 且 连 续 ， 因 此 可 利用 罗 和 尔 定理 ， 我 们 推出 存 


在 /的 n 十 1 个 零点 ， 记 为 名 ， 整 理 如 下 : 
ALALE <b rr LE <a bn tm 


aH 
如 6.5 节 中 (16) RER, f Hi vB. 我 们 还 有 
Be = FE) =0 Q<i<nt+) (6) 
利用 (5) 式 ， 得 知 和 属于 BB ‘AH, 2<i<n, 
现在 出 现 了 几 种 情形 ， 情 形 1: B aun H E>. BAG 在 BY 的 支撑 中 且 
名 + 在 Bi 的 支撑 中 ， 根 据 归 纳 假设 ，(" 十 1) X (n 十 1) 和 矩阵 (Bt'(&)) 非 奇异 ， 因 此 (6) 式 中 的 
系数 v, 必须 都 是 0。 如 同 6. 5 节 中 (16) 式 一 样 ，v 的 实际 表达 式 是 
yy = kw — uy) / Cte — tj) 
如 果 选 取 uo = uy = 0) FISH 我 们 可 以 使 用 上 述 公式 .而 系数 w 变 为 零 必 然 有 
Ui — Uo = ua — wm = = Wy — ln = 0 
H uo =u, =0 H u, =0, 1Si<n. 
情形 2: BRE So HH E Dt. 因为 6 REB 的 支撑 中 ， 所 以 对 于 1<i<<n 十 1 
有 Bt'(&)=0， 这 时 ， 由 (6) 式 可 推出 


att 


3B = 0 (2<icnt) 


EY 2<i<n+1 Bt, & 在 Bt " 的 支撑 中 ， 故 根据 归纳 假设 ， 对 于 2<i<n 十 1, RIH y= 
0， 如 前 所 示 ， 这 就 导致 
Ur — Uy 一 

AH u =0 Bl u,=0, 1<i<n. 

情形 3: BR E<o HA Eto. 与 情形 2 相似 ， 当 1<i<n 时 , & 在 B 和 :的 支撑 中 . 
经 与 前 面 同样 的 讨论 知 4 二 0，1<i<n. 

情形 4: BG Sa HA Sha. FIKH, RATE B (E)=0 以 及 Bi1(&) 二 0， 
由 (6) 式 得 到 


usr) =0 (2<ic<n) 
名 
但 是 2<i<n 时 , & EBH 的 支撑 中 ， 同 理 可 知 
Uz — u = Uz — uz = e = u, — uni = 0 
ARIKAN w 都 相同 ， 记 为 )， 因 此 了 一) 六 BE. By B> HB0, ARR f(z)=0 
表明 4=0. a 
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Wl 设 结 点 为 全 体 整 数 。 如果 我 们 希望 用 Bi. Bi, =, B? 的 线性 组 合作 为 插值 函数 ， 
那么 可 以 使 用 结 点 集 {3. 1，3. 5，3. 6，6. 1，6. 6} 吗 ? 

解 ” 这 时 由 Schoenberg-Whitney 定理 给 出 的 的 条 件 可 以 写 为 

i<an<it+3 (<i<5) 

因而 容易 证 明 给 定 的 结 点 满足 这 个 条 件 . a 
6.6.3 存在 性 

由 定理 1 可 知 样 条 空间 S HERE n+ WRS 的 函数 定义 域 是 [ws ，z]， 如 果 在 [bs ，z] 
中 选 定 结 点 ci. ras ty tess WT RES! 插值 ， 这 些 结 点 必须 满足 什么 条 件 ? 

定理 3(B 样 条 插值 定理 ) Pin, IPA ry Bee hy BR 

talah (Si 和 n+ 有 

则 能 用 样 条 空间 SS 插值 这 组 结 点 上 任意 一 组 数据 . 

证 明 由 定理 A, RKR BY |C, n] S 的 一 组 基 ， 其 中 一 k<j<n 一 1， 对 于 一 ki 
人 <n 一 1， 重新 标注 结 点 y= ra MWA yE supp(B!)， 并 且 根 据 Schoenberg-Whitney 定理 知 ， 
矩阵 BY Cy ) 非 奇异 . a 

现在 我 们 回 到 利用 空间 Si 对 结 点 r, r e, x, 的 插值 问题 ， 捅 值 矩 阵 是 Ay = Bi(z;) 
申 (4) 式 给 出 ， 如 果 我 们 假设 Bi) 40, 0 三 in GSB <a <ta 相同 )， 由 
Schoenberg-Whitney 定理 知 该 矩阵 非 奇 异 ， 央 而 可 采用 揪 值 函数 


Sw = Dei) 
名 
这 个 等 式 中 的 系数 可 通过 求解 下 列 线性 方程 组 得 到 ， 
X Bado = fe A<i<n) (7) 


这 个 插值 问题 的 解 未 必 是 唯一 的 ， 我 们 将 通过 考察 在 结 点 上 插值 的 特殊 情况 来 发 现 这 种 不 唯一 
性 ， 假 设 oe =4。， 有 关 这 些 结 点 的 插值 问题 需要 下 列 方程 组 的 解 ， 


Do Bia = fa) ALKIL (8) 


4=0 是 最 简单 的 情况 ， 利 用 BSC) 一 6， 问题 就 立刻 可 解 ， 因 此 ,对 于 1<j<n， 有。 一 
SUD. AX BY) 二 51， 所 以 二 1 的 情况 同样 可 解 ， 因 而 ，c ,二 fC4)，1<i<n 
M k=2 时 ， 求解 这 个 插 什 问题 要 用 到 下 面 的 事实 (见习 题 6. 5. 1) ; 


BR(t,) = (二 和 jt (AS Da. a (9) 
We oe ee taR, 当然 (8) 式 现在 可 改作 下 列 形式 ， 
G<i<n) (10) 


这 个 方程 组 含有 ， 个 方程 及 1 个 未 知 量 我 们 可 以 指定 。 :的 任意 值 ， 并 利用 (10) 式 递归 地 
计算 出 c。，ct，…，c, 1。 从 而 ， 这 个 插值 问题 有 很 多 解 . 
如 果 用 同样 的 方式 处 理 & 一 3 的 情况 ， 那 么 我 们 就 得 到 n 个 方程 及 nn 十 2 个 未 知 量 ， 二 3 


381 


304 ROE 


时 方程 组 (8) 是 : 
Cra Bha (ti) Hera Bh 0) Hen Bh U =f) AKIK) an 
利用 6. 5 节 中 (1) 式 可 以 计算 出 B; (1,) 的 值 ， 其 结果 是 


(tin — 4)? 
2 i eee A/a 
BD CET CET a 


(oat) — ter (ti — tia) (tar — ti) 


2 te 
Pa Ce CSN COT LE CRED CHT I 


(= te)? 
(tise — ta) (tn — tea) 


Ef k= 的 情况 那样 ， 可 以 很 容易 地 求解 这 个 方程 组 ， 即 指定 c ,和 c_, 的 任意 值 ， 利 用 (11) 
式 可 递归 地 计算 出 5 ，ci，…，c-,。 因 为 没有 充分 利用 这 两 个 额外 参数 。 ,和 c MARN 
并 不 推荐 方程 组 (11) 的 这 种 解法 ， 通 常 是 在 端点 和 4， 一 一 即 我 们 所 关注 区 间 的 每 个 端点 对 样 
条 增添 附加 条 件 ， 例 如 ， 定 义 S"(n ) 一 S“(z.) 一 0 为 自然 样 条 条 件 . 

对 于 自然 样 条 插值 ， 要 求解 的 线性 方程 组 是 由 (11) 式 以 及 习题 6. 6.8-10 中 给 出 的 两 个 方 
程 所 组 成 的 。 有 关 样 条 插值 及 其 计算 的 安排 ， 建 议 读者 参阅 de Boor[1984]，( 在 那 本 书 里 ，B} 
表示 一 1 次 样 条 . ) 

6.6.4” 非 插值 通 近 方法 

为 解释 非 插值 逼近 方法 ， 我 们 来 了 解 Schoenberg[1967] 引 入 的 一 个 简练 的 过 程 ， 给 定 一 个 

函数 /， 我 们 用 下 式 定义 一 个 样 条 函数 Sf 


S= DIB r= La to bt) (12) 


当 &A=0 时 ， 令 x,=4,， 这 时 ，(12) 式 就 是 前 面 已 经 讨论 过 的 我 们 所 热 知 的 插值 格式 . k= 1 的 
情况 也 与 此 类 似 ， 但 是 对 于 更 大 的 上 值 ，(12) 式 所 给 出 的 样 条 函数 Sf 在 任意 指定 的 结 点 集 上 
不 插值 /. (这 个 算 子 称 为 拟 插值 算 子 . ) 这 个 四 近 格式 显著 的 性 质 是 ， 

1. 若 了 是 一 个 线性 函数 ， 则 Sf== f. 

2. 对 于 任何 线性 函数 4，Sf 一 l 与 /一 仅 存在 符号 差异 . 

3. 若 f20, W Sf 之 0. 

4. 若 |f1<M, 则 |Sf1<M. 

5. S 是 一 个 线性 算 子 : SCaftpg)=aSftpSg. - 
对 此 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Marsden[1790] 或 者 Schoenberg[1967]. 

接 下 来 的 任务 是 讨论 连续 函数 是 否 可 以 用 样 条 函数 逼近 到 任意 精度 ， 在 这 种 情况 下 ， 当 为 
了 提高 精度 而 增加 结 点 个 数 时 ， 我 们 希望 次 数 k 保持 不 变 ， 现 在 所 面临 的 问题 是 增加 结 点 密度 
能 否 达到 预期 的 精度 ， 也 就 是 说 要 对 样 条 函数 寻找 一 个 类 似 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 的 定理 . 

和 前 面 一 样 ， 给 定 结 点 集 

<i Lbh Lh < 

KELo, ethic ea, 6], 假设 f Ela, JE-DE MBM. BH f 的 扩张 如 图 6-10 R. 
因此 ， 如 果 f HeLa, OL LER, MACHT KHER. 
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图 6-10 了 的 扩张 


不 管 了 连续 还 是 不 连续 ， 我 们 用 下 列 等 式 来 定义 它 的 连续 模 : 
w( fs8) = max | f(s) fO | 
车 /是 [a, 6) LRM, WE BCE. RRRMMER >0, HEF > 使 得 对 [a， 
中 中 所 有 的 s Ale, 
|s-t|<6>| f(s)—f@ |<e 
Ak. w( fs DSe 换言之 ， 对 于 有 界 闭 区 间 上 的 一 个 连续 函数 f/， 当 6 收敛 到 0 时 其 连续 模 
w( 6) 也 收敛 到 0. 
MR /" 存 在， 连续 并 且 满 足 | f a) | <M, WA oh Bae 
1 fd —fM1=1f'O 5 一 上 和 MI 一 上 
WIE, wf; <M. 
下 面 引入 一 个 样 条 函数 ， 它 以 一 种 简单 的 方法 通 近 六 为 此 ， 我 们 选择 


g= 5 fleas) Bt a3) 
借助 于 这 个 函数 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结果 . 


定理 4( 样 条 函数 通 近 定理 ) 若是 [wt,] 上 的 一 个 函数 ， 则 (13) 式 中 的 样 条 函数 满足 
| f(z) — gla) |< kwl fò) 


其 中 9 一 max [ome | ARoS; ，) 是 /的 连续 模 . 
TM AA BY > 0 FFD) BY 一 1. 因而 对 于 (13) 趟 中 的 &, 有 
lg- fa) |= | DB ~ fa) DY Btw | 
= |È lri — f(x) Biz) | 


< Ý I flue) — fle) | BK) 
Brels, ys ISla, 6), EKn, tlk, MA Bhi Bhai. +. BREA. Wk, 


i 
| g(x) — f(a) |< > | fae) — f(z) | BEC) 


ay 


& 


四 
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es max | fta) — f(a) | 
对 于 j 一 ki<j 中 的 i， 有 
tine — ZK tye — = (a — tin) + Ctr — t) < 20 
了 一 村 S tim T Gwe = (ta — ty) oe + Cs — tja) SB 
根据 连续 模 的 定义 以 及 习题 6. 6. 20， 则 有 
| Alti) 一 Fr |< wl fikð) < hw (F58) Ë 
6.6.5 函数 到 样 条 空间 的 距离 
上 面 的 结果 也 可 以 说 成 是 从 函数 了 到 空间 SL 的 距离 .我 们 把 函数 f 到 一 个 赋 范 空间 的 子 
空间 G 的 距离 定义 为 : 
dist(f,G) = inf lf-ell 
假设 我 们 使 用 下 面 所 定义 的 范 数 : 


isl = max | f(x) | 
由 定理 4 推 得 
dist(f, St) < kwl fd) (14) 
如 果 / 连续 ， 那 么 
lima f36) =0 


因此 ， 当 结 点 密度 增加 时 ，(14) 式 中 的 上 界 将 趋 于 0. 
对 于 某 些 具 有 导数 的 函数 ， 会 有 更 多 的 结果 . 
定理 (函数 到 样 条 空间 距离 的 定理 ) Rr<k<n, SEC [ts te], MKPOSHAH 
数 通 近 定理 中 一 致 
dist f, SD 入 kB 
证 明 设 g AS 中 的 任意 元 ， 根 据 定理 4， 我 们 有 
dist( f, Si) = dist(f — g, St) < kulf — gid) < kò || f'—g' || 
M g PUN Si PRI. gH Si? 中 的 元 ，( 见 习题 6. 6. 13) 因 此 ， 在 上 述 不 等 式 中 对 & 取 
下 确 界 ， 得 到 
dist(f, St) < kdist( f’, St") 
再 重复 上 述 讨论 过 程 r—2 次 后 就 产生 
dist(f, SOK RS dist fo» SE) 
LKS 38) 
<ko lis? i s 
习题 6. 6 
1 证明， 出 现在 B 样 条 插值 中 的 矩阵 B;(z,) 是 带 交 的。 特别 是 ,车 Ba) HEIEN j BA Tay 
则 该 矩阵 的 每 一 行 及 每 一 列 最 多 有 2k 十 1 NEE. 
2 在 (12) 式 中 , 设 k=2， 并 且 f(x)=xz, 证 明 : Sf=/. 
3. 证 明 : 


milsa B? (x) 
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4, UDR, Rk=2, 并 且 f(z) 一 1， 证明: Sf= f.. 

5. 证 明 Schoenberg ii Mitt PH TE 5. 

6. 在 k=2 的 情况 下 ， 证 明 Schoenberg 逼近 过 程 中 的 性 质 1。 提示， 习题 6. 6. 2，4 一 5 会 有 帮助 . 
7. 证 明 Schoenberg 过 程 中 的 性 质 3 和 性 质 4. 


8. 证 明 : 若 S = aB S= Y 6B; ,其 中 


6 (m-e) 


DaTh NT ata 


9. GUE: HS= YoB. MSU) ，， 其 中 已 在 上 题 中 定义 . 


10. Ck) HE AR /的 自然 三 次 样 条 插值 是 》\cB; ,其 中 系数 满足 课本 中 的 (11) 式 ,并 且 对 应 于 i 二 1 和 1 二 
A 
rE ME AR EER 


(Bat) Cee H tii — bia teens + (tn teers = 0 


11. CAD 是 方 阵 ， WEA: 
C 0 
[z p] 
EFRR IHO CMD 是 非 奇 异 的 . 
12. BK JER 的 任意 子 集 ， 证 明 : (BE. oy BUEK 上 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 对 于 1<i<n MA KN C, 
bon ORESH. 
13. 利用 定理 1 证 明 导 数 算 子 是 从 Si 到 S: ! 上 的 满 射 . 
14, EBA: 6.5 节 中 的 引 理 8 可 以 作为 Schoenberg-Whitney 定理 的 一 个 推论 . 
15. 证 明 ，6.5 节 中 的 引 理 9 可 以 作为 Schoenberg-Whitney 定理 的 一 个 推论 . 
16. 下 面 的 叙述 是 Schoenberg: Whitney 定理 的 一 种 正确 说 法 蚂 ? 如 果 结 点 zx, 不 必 有 序 ， 那 么 矩阵 (有 (zi)) 的 
非 奇 异性 等 价 于 论断 :对 于 Sin, BPM or EPO. 
17. 利用 定理 4 证 明 过 程 中 的 方法 ， 对 Schoenberg 算 子 证 明 一 个 类 似 的 结果 . 
18. ( 续 ) 对 于 等 距 结 点 的 情况 ， 改 进 上 题 中 所 得 到 的 结果 . 
19. WREKE, LENK Bi 序列 的 n 十 个 元 有 非 零 值 ， 表 证 明定 理 1. 
20. 证 明 : w(/: Dko fi 8). 
21. 对 所 有 的 上 值 ， 证 明 Schoenberg 过 程 中 的 性 质 I， 由 于 线性 性 ， 只 要 证 明 当 f(x) = 或 者 f) =a 时 一 
定 有 S1 = 了 即 可 ， 第 一 种 情况 很 容易 证 明 ， 为 了 证 明 第 二 种 情况 ， 可 利用 6.5 节 中 的 (16) 式 ,证 明 (Sf/)” 
1, 
计算 机 习题 6. 6 


BAS 3 并 选取 结 点 是 整数 。 用 /, 表示 S: 中 由 等 函 数 和 截断 等 函数 ( 像 定理 ] 的 证 明 中 一 样 ) 所 构成 的 
W, MT n=5. 10, 15 和 20， 估 计 和 矩阵 ( 亡 (z,)) 的 条 件 。 选 取 的 xz, 是 [1。，1,] 中 的 等 距 点 . 
6.7 泰勒 级 数 


本 节 比 较 简短 ， 我 们 主要 说 明 ( 并 且 强调 ?泰勒 级 数 作为 一 种 技巧 在 逼近 过 程 中 的 多 种 用 
途 ， 当 然 ， 对 于 那些 具有 多 阶 连续 导数 的 函数 来 说 ， 泰 勒 定理 是 很 有 用 的 ， 然 而 ， 它 在 处 理 经 
验 数据 或 者 仅 存在 低 阶 导数 的 丁 数 时 并 不 是 很 有 效 ， 对 于 那些 可 以 应 用 泰勒 定理 的 函数 ， 千 万 


Ss 
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不 要 忽略 了 用 泰勒 多 项 式 来 有 效 地 表示 它们 的 可 能 性 . 
回顾 前 文 知 ， 如 果 函 数 f 在 区 间 (c 一 8，c 十 6) 上 有 nt] HEBER, BA 
f(x) = p, (2) +E, (2) 
其 中 p, EKAS HER, E, 是 余 项 函数 ， 它 们 分 别 是 
3 POOQ- 
ED = g ao |S-cl<e 
当 c=0 时 出 现 一 个 重要 的 特例 ， 这 就 是 麦克 劳 林 级 数 . 
当 m*co 时 ， 通 过 分 析 E,(z)， 再 利用 泰勒 定理 ， 我 们 可 以 得 到 很 多 重要 函数 的 泰勒 级 数 . 
例如 : 


= 2k 
coss = XOD Ay (= < r< œ) a 
名 ! 


l= HDD: O<r<2) (2) 


mo 


> 
上 述 过 程 中 出 现 的 级 数 是 灾 级 数 ， 下 面 是 有 关 竺 级 数 的 收 钱 性 定理 . 
定理 1( 暴 级 教 收效 性 定理 ) ”对 每 一 个 每 级 数 


Dao 
在 区 域 [0，ce) 中 都 存在 一 个 数 r， 使 得 对 于 | x 一 c | Sr 该 级 数 发 散 ; 而 对 于 | z 一 c | <r 这 
MM Bh 
Ber COTTE + 00) BERR BOR OB REE. GUA FE AR EAT OR HE. LSU ME 6. 7. 2~ 


6.7.3. )(1) 式 中 余弦 函数 的 收敛 半径 是 十 ce; (2) 式 中 级 数 的 收敛 半径 是 十 1 
下 面 的 定理 在 应 用 方面 很 重要 . 


定理 2( 收 效 半 径 定理 ) RAM > at( 工 一 c) 的 收效 半径 是 r, 则 等 式 


f(x) 一 Dear 
定义 的 还 数 在 区 间 | z+ 一 c | <r AiE TA. ‘A, 
f'a = Shae" 
HARABRAKREBr BE, | ie | <r, 1z 一 c| <r， 则 
fra 


可 由 了 级 数 逐 项 积分 得 到 ， 而 逐 项 积分 后 所 得 到 的 级 教 也 有 收 化 半径 六 

总 之 ， 该 定理 说 明 在 过 级 数 的 收敛 区 间 内 ， 可 以 对 它 进行 逐 项 积分 和 逐 项 微分 . 

作为 这 个 定理 作用 的 一 个 例证 ， 我 们 来 考虑 一 个 高 等 超越 函数 一 “正弦 积 分 ， 它 由 下 列 公 
式 定义 
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Six) = f sinta, 
ot 


对 这 个 积分 不 可 按照 初等 微 积分 的 常用 技巧 来 处 理 ， 但 是 ， 我 们 可 以 如 下 进行 : 
pee 


E Se igs gen 
sint = O Di ai 


sint 


=Nen a! — 

一 名 FD! 
* sinty, -人 CD 1 [ie 
| Stee OY" aes 

i 


S(z) =U D! tart rr 
我 们 所 得 到 的 SCz) 级 数 对 于 较 小 的 z 值 是 快速 收敛 的 ， 例 如 ， 仅 选择 10 项 ，S(1) 的 计算 精度 
就 可 达到 20 位 小 数 .( 见 习题 6. 7. 36.) 
另 一 个 类 似 的 例子 是 


ak 


2a e = a 
fie i= Gk DA! a 
习题 6.7 


1 证 明 , Sass! 和 aCe O 有 相同 的 收 全 半径 .对 于 自然 数 pA S ar 的 收 做 半径 是 什么 ? 


2. (比率 检验 法 ) 车 jim | A,,,/A, | 二 1, 则 5 Ar CR. 用 这 个 检验 法 证 明 (1) 式 中 的 余弦 级 数 对 所 有 的 实数 z 收 
mex 名 
B 


3. (比率 检验 法 , 续 ) Flim | A/A, | > LW SA, RM. FRE AS SAB EE R BB KE 
ate m 


Dora- 
4. 求 出 下 列 级 数 的 收敛 半径 ， 


ett 
mS 


5. # f(z) = Sate ON 并 且 收 化 半径 是 +, 则 f 在 区 间 | z 一 c |< ~ 内 有 任意 阶 导数 ， 此 外 ， 
con 


~ak! 
=n)! 


ff) = 


用 收敛 半径 定理 2 来 证 明 这 个 结论 . 
6. 求 出 下 列 积分 的 筹 级 数 : 


(x oy" CQa-cl<n 


2 fe 
afera 

i: RP RBRAW RE BM, LH erf), RAFRTEP. 
7. RIN FIRR ER 


[390] 
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f(x) = 了 shar 


利用 你 得 到 的 级 数 以 三 位 有 效 数字 计算 f(1)，( 在 此 例 中 ， 要 保留 两 位 小 数 . ) 最 后 ， 证 明 你 所 舍 去 的 所 有 
项 的 和 很 小 ， 因 而 不 会 影响 答案 。 注 : 函数 f 是 应 用 数学 中 一 个 很 重要 的 函数 . 更 多 的 信息 可 参阅 
Abramowitz and Stegun[1964， 第 5 章 ]. 


8. 证 明 : 函数 f(r) = YUD 是 微分 方程 二 zy 的 解 
名 


9. asIa a, /[204} D], n>, 那么 Yar OKC? 

10. ORR f(z) 的 级 数 由 上 题 给 出 ， 试 同 S ORDRAR? 并 给 出 系数 所 满足 的 递归 关系 . 

1. 用 比率 检验 法 (见习 题 6.7, 2~6. 7. 3》， 证 明 : 若 lim | a/an | 存在 或 者 是 十 c"， 则 它 是 Sale! 的 
收 敏 半生. 加 

12, Bay = 1 并 且 wis = [2+ C D'as > L Dace! 的 收 全 半径 是 什么 


1a, Er Ar! SPRL awe! MY bar 的 收 伍 半径 ,试问 > (as + Oat 的 收敛 半径 是 什么 ? 
14. 一 个 与 二 重 对 数 有 关 的 函数 定义 如 下 
res) = 下 BUP (-w<r<b 
求 出 了 的 麦克 劳 林 级 数 并 确定 其 收敛 半径 .如 何 计算 [( 一 2)? /(0.001) 又 怎么 样 ? 
15, 通过 (2) 式 中 级 数 的 积分 求 出 In x 的 一 个 级 数 . 
16. 说 明 如 何 通 过 (1) 式 中 级 数 的 积分 或 微分 这 两 种 方法 来 求 出 sin z 的 级 数 . 
17. 按 下 列 步骤 得 到 tan "zx 的 一 个 徘 级 数 :从 (1 十 7)- = 》)( 一 zx)! 开始 ,用 zz* 替换 ,再 对 等 式 中 的 各 项 积分 
fo 
另 一 个 过 程 是 :计算 tan'z 的 逐次 导数 并 且 求 出 泰勒 级 数 , 试 比较 上 面 这 两 个 过 程 . 
评判 下 列 解析 过 程 并 改正 之 : 
1cost "TL cose of E Got Oy Sa 
| E =] [+ ju=[[ t A (bt Je 
ok Goll D aa 
ZEQA] 


z 


=Inz 
名 
提示 有 多 处 错误 . 
19. 求 出 下 列 函 数 的 麦克 劳 林 级 数 : 
fi) = Í Leostar 
注 : RP RBA RR RRS IAI Cin). 但 是 该 术语 还 没有 标准 化 . 
20, 求 出 菲 涅 耳 积 分 的 麦克 劳 林 级 数 : 


etx) = fi sine ae 
21, (RR ABBR f(r) 一 Dart ,并 且 a。 一 1. 那么 ,在 0 的 某 领域 内 ,1/ f(x) 有 定义 . 假设 互 反 函数 的 级 数 
名 


Dhr ， 那 么 根据 两 个 级 数 的 乘积 是 1， 用 化 归 关 系 确 定名 . 


22.〈 续 ) 用 上 题 的 结果 ， 求 出 +/(e’ 一 1) 的 麦克 劳 林 级 数 . 
23. 〈 续 ) 证 明 ， 习 题 6. 7. 21 中 的 系数 各 具有 性 质 : b= 


50. 注 : RAR! b 称 为 伯 努 利 数 ， 常 记 
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BK GE 
X Bss Bis ory Ba. 
24.( 续 ) 证 明 : 习题 6.7. 23 中 伯 努 利 数 B, 具有 性 质 : 


Pat 
n 


© (7)é =0 @>D 


ta 


证 明 , 车 太一 1， 这 个 等 式 可 用 来 计算 B, Bo = 并 且 有 Bl, B =— 1/2, B:=1/6, B, =0, 

B,=—1/30. 
25. 证 明 :着 是 级 数 了 aut 的 收敛 半径 , 则 导数 级 数 Sha 的 收敛 半径 也 是 
26， 证 明 ， 

=D (zl<1) 
27. 求 出 函数 cse x 一 1/+ 关于 点 0 HRAB. 
28. 求 出 由 下 列 等 式 定义 的 函数 三 的 麦克 劳 林 级 数 ， 
In — x) f(x) = i 
29. 将 下 列 丽 数 展 并 成 (z 一 1) 的 等 级 数 ， 
f(z) 一 了 

并 用 所 得 级 数 计算 f(0)， 精 确 到 三 位 有 效 数字 . 
30. 建立 公式 (3)， 
31. BIBS" 的 收 敏 半径 是 什么 ? 
32 MIR c= 1 并 且 a= nde >l, WAAR Dar ROR ELH A? 
33 如 果 ~ 1 并且 ct 一 (34 十 3)e 1/0 + 5)o0 1, BARBS cr" 的 收效 半径 是 什么 ? 
34, 求 出 ev 关于 x 的 寡 级 数 中 的 前 3 项， 提示 : 令 ==1 一 cos z. 
35. 求 出 下 列 积分 的 一 个 宕 级 数 : 

eu 

36. ER: SURG BIE BRA S(z) 的 级 数 中 的 10 项 ， 就 可 以 使 S(1) 的 计算 精度 达到 20 位 小 数 ， 那 么 当 精度 达 

到 25 位 小 数 时 ， 需 要 多 少 项 ? 
计算 机 习题 6. 7 


数 
6. 


编写 一 个 程序 或 者 子 程序 、 对 区 间 [ 一 1，1] 中 的 任意 z+， 计 算 具有 10 位 小 数位 精度 的 正弦 积分 .假设 级 


中 的 项 数 与 二 有关， 对 区 域 以 外 的 = 程序 将 返回 一 个 错误 - 
8 REE: 最 小 二 乘 理论 


最 佳 交 近 的 经 典 问题 之 一 可 叙述 如 下 : 已 知 区 间 [a， 56] 上 的 连续 函数 /， 对 某 一 固定 整数 
n， 找 一 个 次 数 至 多 是 n 次 的 多 项 式 p， 使 其 与 了 的 偏差 尽 可 能 小 ， 偏 差 可 用 下 列表 达 式 度量 


max | f(z) — p(x) | 
ecreb 


(392) 
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显而易见 ， 这 个 问题 完全 不 同 于 在 某 个 给 定 结 点 集 上 简单 地 插值 f/， 而 且 即 使 f 能 展开 成 泰勒 
级 数 ， 这 个 问题 也 不 同 于 简单 地 截断 了 的 泰勒 级 数 ， 事 实 上 ， 这 是 一 个 极 值 问题 ， 它 的 解 一 点 
也 不 明显 . 
6.8.1 存在 性 
- 般 的 线性 最 佳 逼近 问题 就 包括 刚才 所 描述 的 问题 ， 在 这 里 ， 我 们 用 表示 任意 的 赋 范 
线性 空间 ， 并 用 G 表示 它 的 子 空间 ， 对 任 一 {EE，f 到 G 的 距离 定义 为 
dist(f,G) = inf | f— g || 
这 个 距离 度量 出 我 们 用 G PHATE S RET RE. WRG 的 一 个 元 g 
有 性 质 
1f—gl = dist(f,G) 
那么 8 达到 了 这 个 极 小 偏差 并 且 被 称 为 G 中 f MRE. 因此， 最 佳 通 近 的 意义 与 问题 中 
所 选择 的 范 数 有 关 
在 上 面 提 到 的 经 典 问题 中 ， 赋 范 空间 已 是 定义 在 [ae， 引 上 的 全 体 连续 函数 空间 Cla, b], 
范 数 是 
IfI = max | fa} f€ Clays] a) 
子 空间 G 则 是 全 体 次 数 <n HEARS, CE C[a， 所 的 一 个 子 空间 ， 后面 6. 9 节 将 专门 
用 来 讨论 这 种 特殊 类 型 的 通 近 . 
在 一 般 最 佳 逼 近 问 题 中 ， 焦 点 之 一 就 是 f 的 最 佳 表 近 是 否 存 在 ， 下 面 给 出 一 个 重要 的 存在 
性 定理 ， 
定理 1( 最 佳吉 近 存 在 性 定理 ) 若 G 是 赋 范 线性 空间 中 一 个 有 限 维 子 空间 ， 则 巨 的 每 一 
元 在 G 中 至 少 有 一 个 最 佳 通 近 
证 明 设 f 是 EE 的 一 个 元 , 如 果 &g 是 了 最 佳 逼近 的 任 一 候选 者 ,那么 g 与 G 的 0 元 相 比 , 有 
lf-el <I f-oll = 171 
从 而 我 们 可 把 搜索 范围 限制 在 下 面 集合 中 : 
K={g€G: lge—fl< ll} 1 
K RAR. 因为 G 是 有 限 维 的 ， 所 以 K 是 紧 集 ， 因 为 函 
Bog rel /一 g | 是 连续 的 ， 所 以 我 们 可 以 引用 紧 集 上 的 连续 


实 值 函数 能 达到 下 确 界 这 个 定理 . a 
最 佳 通 近 一 般 不 是 唯一 的 ， 下 面 的 例子 很 容易 说 明 这 一 

点 ， 用 函数 g(x) =Ax 通 近 区 间 [0，x/2] 上 的 函数 f(x) 二 cosz， 72 

其 中 是 我 们 选取 的 常数 ， 当 采用 (1) 式 中 的 范 数 时 ， 几 个 最 

佳 逼 近 如 图 6-11 所 示 . BTU A Ae Mi os x 

6.8.2 内 积 空间 


对 具体 的 户 ，G 和 /来 说 ,要 获得 相应 的 最 佳 通 近 是 一 件 困难 的 事 ， 通 常 必须 求解 非 线 性 
方程 组 ， 然 而， 有 一 种 重要 情况 是 我 们 只 需要 求解 一 些 线性 方程 ， 这 就 是 当 玉 是 -个 内 积 空 
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间 时 . 
回忆 一 个 实 内 积 空间 就 是 一 个 其 中 引入 了 内 积 和 范 数 的 线性 空间 E. 
公理 1( 内 积 公理 ) 
a (fs =the fo. 
b. (fs aht) =al fs h)+B(f, g). 
e BSA, 则 (/，/)>0. 
d. I fI =F T. 
-个 重要 的 内 积 空间 是 R"， 具有 内 积 


(ay) = Dry 
如 
另 一 个 重要 的 内 积 空间 是 [a， 纪 上 连续 函数 空间 Cola, l, RA 
(fr = nen)dz 


其 中 心 是 一 个 取 定 的 连续 正 函 数 。 在 任 一 内 积 空 间 中 ， 如 果 (f，g) 二 0， 我 们 记 /| g， 如 果 
对 于 所 有 gEG 都 有 /|g， 我 们 记 SLG. 
引 理 1( 内 积 空间 性 质 引 理 ) 在 一 个 内 积 空间 中 ， 我 们 有 


L (Zase) = Dafo. 
2. stellt +2F, g+ Igle. 
3S fle 则 上 f+gl?= fF? 二 上 gl? 
EA 
5. f¢tell*?+if-el*=20 fl +2 ie ll 
证 明 根据 公理 a 和 b， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 性 质 1， 根 据 公理 a 和 bb 以 及 d 中 的 定义 ， 
可 得 性 质 2: 
1 7 十 8 用 一 《fg 十 8)》 = 6D + frig) tet + (ere? 
= ISHA) + Nell? 

性 质 3 称 为 毕 达 哥 拉 斯 法 则 ， 可 由 性 质 2 立即 推出 ， 性 质 4 称 为 施 瓦 艾 不 等 式 、 为 了 证 明 它 ， 
假设 有 元 案 对 (/，g) 使 得 
Lfe) > fl tell 
HFP, 050, 显然 g 取 0， 根据 齐 次 性 ， 我 们 可 以 假设 J gl =1, 使 得 | Cf. g) | >Hi. 

再 根据 齐 次 性 ， 我 们 可 假设 (f，g) 一 1， 从 而 ef 二 1 然而 出 现 了 矛盾 : 
oS lf-el= IFIS XED + Vell? = f 
根据 性 质 2， 直 接 计 算 即 可 得 性 质 5. a 
HATA ALA RAGA, HEROS AA BEAT ERM F : 
Wftell?= Ifi +20f,8)+ Hell? 
<irli+2url el + igi? 
= A+ ell? 
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定理 2( 刻 画 最 佳 适 近 特 性 的 定理 ) RGAAREME BFS. FLEE, gEG, FAI 
BREM: 
1.8 是 G 中 /的 一 个 最 佳吉 过. 
[395] 2 7 一 5 上 G. 
证 明 WR 太一 5 上 G， 那 么 根据 毕 达 哥 拉 斯 法 则 ， 对 任 一 AECG 我 们 有 


上 7 一 让 1 一 SDN = fel hgk S Nel? 
反之 , Bg 是 了 的 一 个 最 佳 通 近 . 设 hEG 以 及 X40. 那么 
o< lf-gstml’— fgh? 
= fgl? +A gh Ha All? — S gN? 


=A{2(f— gh) +a llh l?) 
令 hy 0， 得 到 (jJ 一 5， 心 过 0， 一 让 也 满足 同样 的 不 等 式 ， 从 而 有 (J 一 &，h)s 拓 0， 因 此 ，(y 一 


gs h)=0. WH h ÆG 中 的 任意 元 ， 所 以 7 一 5 上 G. a 
E SBE eB — SR RA E EF SE R — E. 
6.8.3 正规 方程 


例 1 根据 定理 2， 用 多 项 式 g(z) 一 cz 十 cz 十 cx， 确定 区 间 [ 一 1，1] 上 f(x)=sin x 
的 最 佳 逼 近 ， 使 用 范 数 
ist = (f Far)" 
解 ” 最 优 玖 数 g 具有 性 质 / 一 gLG， 其 中 GG 是 由 gi(z)=z，g(z)==z?， 以 及 gs(z) 一 x 
生成 的 空间 ， 因 而 ,需要 Cg 一 /，g,) =0，1<i<3， 这 些 方程 可 写成 : 
61 6B1 08s) Heleg) tegoe) = fg) C=1,2,3) 
并 且 该 方程 在 这 个 问题 中 被 称 为 正规 方程 ， 给 出 其 详细 表达 式 ， 我 们 有 
of tide tel’ ridrtof afde = | re sinzdz 
af idrte] atdet ef ade = f' 2- sinzdz 
af' atar taf’ ade tes[ 2dr = fie ,sinzdz 
计算 出 所 有 积分 后 ， 我 们 要 求解 下 面 这 个 具有 3X 3 系数 矩阵 的 线性 方程 组 ; 


cy =g 
[ [ate 
5 65a — 10), 
其 中 a=sinl WK B=cosl. 用 a WB 的 具体 数值 ， 我 们 求 得 cr, 一 一 0. 999 98. cs 一 0. 166 52. 


一 一 0. 008 02， 回 顾 5. 3 节 中 对 正规 方程 以 及 与 其 相关 的 数值 微分 的 讨论 ， 这 个 系数 矩阵 也 
是 2. 3 节 中 所 见 病态 希 尔 伯 特 矩阵 的 一 个 例子 ， 因 而 我 们 所 选 G 的 这 组 基 对 数值 计算 来 说 是 非 


QP o= wje 
e= Ae oj 
|= ol~ xj 
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常 不 好 的 . 5 
6.8.4 标准 正 交 系 
内 积 空间 中 另 一 种 处 理 盘 近 问题 的 方法 是 利用 标准 正 交 系 ， 内 积 空间 中 向 量 的 有 限 序列 或 


无 穷 序列 户 ， 户 ，…， 如 果 满 足 
(fof =0 GF 
那么 我 们 称 [1 fo EZR. 如果 对 所 有 的 i 和 j， 
Fifi = 85 
那么 这 个 集合 被 称 为 标准 正 交 的 .由 下 列 定理 可 知 ， 这 样 的 正 交 系 非常 适合 通 近 问题 . 
定理 3( 构 造 最 佳 通 近 定 理 ) Rigger rg.) 是 内 积 空间 正中 的 一 个 标准 正 交 系 . 利用 


Seg. 得到/ 的 最 使 通 近 当 且 仅 当 ce, = (Sug. 
和 


证 明 RGM gy gg 生成 的 子 空间 . 正 像 定理 2 中 刻画 的 那样 ,最 佳 通 近 六 cg, 等 价 

于 条 件 im 
f= Yew. LG 
WAL RAT) SAG EG i PRE o = Coa) 即 可 . 注意 ,f 一 lowe, 与 G 正 交 当 且 仅 
当 它 与 每 一 个 基 向 量 g EX 计算 所 需 内 积 ,我 人 有 (1 <j <D 
人 
p = (fig —G =0 a 

下 面 是 根据 这 些 考虑 所 提出 的 方法 :如 果 希 望 用 子 空间 G 中 的 元 去 通 近 EE 中 的 元 ,首先 要 找 
到 G 的 一 组 标准 正 交 基 {g1,g:,…,8,) ,那么 FAREED fs. 

作为 这 一 方法 的 说 明 ， 我 们 重新 考虑 例 1 z 


sing ~ artar + ezt 
众所周知 ， 三 维 子 空间 的 一 组 标准 正 交 基 可 由 以 下 三 个 勒 让 德 多 项 式 给 出 : 
g(x) = 2/ 273 
glz) = (52° — 3x)/(2,/2/7) 
g(x) = (6325 — 702 + 152)/(8,/2711) 


因而 我 们 问题 的 解 是 多 项 式 > cg,, 其 中 c = (fog). 因此 ， 


ži = VaR) z sinzdr = 2/3/2(a—p) 


i 
c = V773) sinz(S2" — 32)dz = VT/E— 18a + 289) 


， 
e = p VTI] sinz(632" — 702° +15z)dz = 十 VIT73C4 320a — 6 7289) 
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Hp a=sinl, URP=cosl. Ha Ap 的 具体 数值 ， 我 们 求 得 近似 解 c, ~0. 738，c: 一 一 3. 37X 
10°, «4.34X10", 因为 已 经 存在 可 利用 的 标准 正 交 基 ， 所 以 用 第 二 种 方法 很 容易 就 得 到 
这 些 结果 .其 标准 正 交 基 是 良 态 的 (当然 ， 也 是 最 优 的 ). 
6.8.5 广义 毕 达 哥 拉 斯 法 则 和 贝 塞 尔 不 等 式 

下 面 的 结论 是 广义 毕 达 哥 拉 斯 法 则 . 

引 理 2( 广 义 毕 达 哥 拉 斯 法 则 ) 若 L8; ，8g8z:，…，8,] 是 正 交 的 ， 则 

| pee | = Dat ta 
a a 

证 明 n= 1 时 结论 显然 成 立 . MOREA n RAW are. 5 Dag. 正 交 , 应 用 基本 

的 毕 达 哥 拉 斯 法 则 : 


| Sas, |= | Dae [+ Weaver gars Il? 


= Da lad tata lagen N? 
a 


因此 ， 等 式 对 n 十 1 也 成 立 . 站 
下 列 结论 是 贝 塞 尔 不 等 式 . 
引 理 3( 贝 塞 尔 不 等 式 ) 若 [gi，g2，…，g,] 是 标准 正 交 的 ， 则 


pT 


证 朋 itg’ = Seren 由 定理 3 知 ,g" 是 由 g; 生成 的 空间 G 中 的 最 佳 逼近 . 由 定 
理 2 知 ,/ 一 g” 上 G. 根 据 毕 达 哥 拉 斯 法 则 (用 两 次 )， 
WF? = fog e+ ie tS et t= 5 | (fs) |? 


6.8.6 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 

我 们 现在 来 关注 如 何 获 得 标准 正 交 基 ， 下 面 的 定理 描述 了 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ，( 回 顾 第 5 
章 ， 我 们 讨论 过 矩阵 情况 的 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 . ) 

定理 4( 格 拉 姆 - 施 密 特 过 程 定理 ) Riu, v, =, vw) 是 一 个 内 积 空间 子 空间 U GR. t 
归 定 义 

“u = | of — > Sosy Sy [Tr @- Sapa) Ci = 1,2,++5n) 
名 名 

则 {wl，ts，…，u,} 是 U 的 一 个 标准 正 交 基 . 

证 明 HU, 表示 {wv ， vs oy vw) 生成 的 空间 对 i 作 数 学 归纳 法 ， 我 们 将 证 明 ; 

Le {urs uz, oy us }SU;. 

2. {tu ，ws ，*…，w,) 标 准 正 交 . 

对 于 i 二 1， 我 们 立即 看 出 uy CU, 并 且 wu | =1. 假设 性 质 1 和 性 质 2 对 指标 ;一 1 成 立 . 
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于 是 tt ure ty a} SU, WR vU. 因而 不 是 zx ，xz，…，uw-1 的 线性 组 合 ， 并 
Bu 定义 中 的 分 母 不 为 0。 从 而 u AELHEARFU. Wit, {ws us 1s w) SU. XA 


为 5 (yy uu È UP v 的 最 佳 逼近 (根据 定理 3)， 所 以 根据 定理 2， RMA w LU. 
1 


Bes Aulla, us =s tw !}， 并 且 显然 有 Ui 一 1. s 
MERR-EERIRATAIREK., z z, -ORCHARD AERA 
的 简化 形式 ， 只 要 内 积 具有 性 质 ， 对 任意 3 个 函数 ， 有 
(fg sh) = (f,gh) 
那么 下 面 的 定理 中 就 可 以 使 用 这 种 内 积 ， 常 用 的 内 积 
(f,8) = [new dr 


显然 符合 上 述 条 件 . 
定理 5( 正 交 多 项 式 定理 ) 如 下 归纳 定义 的 多 项 式 序列 是 正 交 的 ; 
palz) = (a —a,) Py (Cr) 一 bp az) (n > 2) 
其 中 pox) 二 1， pra, A 
an = (Pr Pat / Pri v Pat) 
bn = (EP nr r Pa-2)/ $ Put» Pa-2) 

证 明 定理 中 的 公式 清楚 地 表明 每 个 p, 都 是 首 一 n 次 多 项 式 ， 从 而 都 不 是 0， 因 此 ，a， 
Ab, 公式 中 的 分 母 都 不 为 0， 下 面 我 们 对 n 作 数 学 归纳 法 ， 证 明 (p,，p;) 二 0，1<<i<<n 一 1 
而 对 "一 0, 则 无 需 证 明 ， 对 n=1, H a 的 定义 知 

pirpo) = (x= a) Pos Po) = (xrpospo) — a1 (Por po) =0 
假设 对 指标 ”一 1 我 们 的 断言 正确 ， 其 中 n>. WBA 
6B Pur) = (EPn v Pai) — anl Pas > Pua) — Onl Pant pe) = 0 
(Pat Prt? = (EP ui r Pa-2) — an (Pu-i Pa-2) — bn Puts Pua? = 0 
对 任 一 i=0, 1, =, 2-3, RNA 
(Pao P= LEPa- s Pi) — an Pat s Pi) — On Daa Paid 
= (pai tp;) 
= (Pets Pin Hani pi + bmi per) = 0 
在 最 后 一 步 中 ， 我 们 用 了 递归 公式 来 表示 rp. WE ;一 0， 应 该 记 为 1p =p +a po. a 


2 利用 定理 5 以 及 内 积 | Fogad: 推导 勒 让 德 多 项 式 . 


解 ”最初 几 步 计 算 如 下 进行 : 
po(x)=1 
ai= (zpos po)/ (Por po) = 0 
思 (z) 一 工 
az= (Ipis þi)/ (hisp) 一 0 


b= (xpi»po)/< Pos po) = 4 
1 


bD = ty 


399) 


400 


[401 
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接 下 来 的 3 个 勒 让 德 多 项 式 是 
bs(z) = 三 -$a 
a(n =r Sead 
ba) = r Ret Se m 


例 3 当 使 用 下 列 内 积 时 
d. 


i 
frog? = | sow 
证 明 切 比 雷 夫 多 项 式 构成 一 个 [一 1，1] 上 的 正 交 系 . 
解 ” 作 变量 替换 z=cos9， 把 内 积 变 为 下 列 形式 
(fig) = [F< cos geosp dg 
因为 T,(z) 一 cos(ncos 1z)， 所 以 我 们 有 ( 当 n#m) 
(Ty.Tq)= | cowecosngdg 


= 1 f'Ccostn + m0 + cost — méld9 


2 
_ LU fsin(n+ m6, sina 一 mb] _ 
= n pien J =° a 


6.8.7 算法 


如 果 给 定 多 项 式 u = Dep, ,其 中 多 项 式 Di 如 定理 5 中 所 述 ,那么 就 可 以 如 下 高 效 地 完成 
ulr) 的 赋值 : 


dyy2- Os dey 20 
fork =n to 0 step 一 ] do 

dys cate anys dey ~brsadese 
end do 


从 而 ，x(z) =do. 
下 面 给 出 这 个 算法 有 效 性 的 证 明 ， 


ula) = Sapa) 
Ged 


= D [di — (£ — anı Xdin + budns]pr(z) 
f 
=d po (x) + di [pi (x) — (x — a) po (x) ] 


+ Palpa) — (ray) pei (2) + bp, sz)] 
& 
=d; 
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定理 6( 极 值 性 质 定理 ) 定理 5 中 所 给 出 的 多 项 式 p, 具有 性 质 : p 是 首 一 n 次 多 项 式 ， 
并 且 因此 || p, || 取 极 小 值 . 


证 明 任意 首次 多 项 式 可 以 表示 成 p。 一 51cip,. 如 果 


Pa Dabs L- 


则 这 个 函数 的 范 数 是 最 小 值 ， 因 为 p, | 1.-!， 选 取 所 有 c; 二 0， 便 可 得 到 上 述 正 交 性 关系 。 M 
如 果 [w，u:，…，u,] 是 内 积 空间 E 中 的 正 交 系 ， 那 么 下 式 定义 了 一 族 投 影 算 子 P.: 


P.f = Dou u 
a 

定理 7( 正 交 投 影 定理 ) HFP, 具有 下 列 性 质 ; 

1. P, E 线性 映射 到 ui ，xz ，…，uu 生成 的 子 空间 U, 上. 

2. 每 个 P, 都 是 投影 ; 即 PI=P,. 

3. 在 /一 P,f LU, 的 意义 下 ， 每 个 P, 都 是 正 交 映 射 . 

4 PS RS AU, 中 的 最 佳 通 近 . 

5. 每 个 P, 都 是 自 伴 的 : Pf DES, Pg). 

证 明 证 明 作为 习题 6. 8. 18 留 给 读者 . a 
6.8.8 格拉 姆 矩阵 

内 积 帘 间 中 的 通 近 问题 也 可 以 用 初等 的 方法 求解 而 不 使 用 标准 正 交 基 ， 设 {us，us，… 
uy) EFEN U 的 任 一 组 基 ， 如 果 要 计算 了 在 U 中 的 最 佳 过 近 ， 我 们 可 以 这 样 做 ， 为 了 使 元 
“EU 是 三 的 最 佳 多 近 ， 根 据 定理 2， 其 充分 必要 条 件 是 一 上 LU， 而 与 之 等 价 的 一 个 条 件 是 


tu)=0，1<i<w Q u= Deu, ,我 们 得 到 条 件 
1 


Mota = (fu) (si 过 四 


这 些 方程 是 这 个 问题 的 正规 方程 ， 它 是 一 个 含有 ?个 未 知 量 c, cs oy cy 的 个 线性 方程 的 
BRA. AREER ARRIER, TRE Gy = Ku. u). 
引 理 AC ARE SI) Blue ure oy UMAR, MEMRAM AE SH. 
证 明 根据 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 nX n EREB 使 得 向 量 


v = Bau, 
构成 一 个 标准 正 交集 ， 从 而 
8) = (wv) = (È Buu., $ Bu.) 


这 个 等 式 的 矩阵 形式 是 I= BGB". 这 就 说 明了 G 是 非 奇异 的 . a 
RARE BES HG Sh AE, REER 2 ARPE, RS A Oe — 
u 由 基 的 性 质 知 ，u 可 由 基 唯 -- 地 表示 成 =D coe. 这 说 明 我 们 的 问题 有 唯一 解 (c ， 


[403] 


(404) 
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cy，…*co)， 因 为 这 一 点 对 任 一 了 都 是 成 立 的 ， 所 以 系数 矩阵 G 一 定 非 奇 异 . 

引 理 4 保证 了 正规 方程 有 唯一 的 解 . 因此 ,从 理论 上 说 子 空间 U 的 任 一 组 基 都 可 以 用 来 求解 
BOERE. 但 在 实际 中 ,一 定 要 考虑 格拉 姆 邱 阵 的 条 件数 回顾 2. 3 节 中 关于 希 尔 伯 特 矩阵 的 评 
注 . 当 所 用 内 积 是 (/,8) = | fC) g(x) da 的 时 候 , 这 个 矩阵 是 函数 wu(z) = z EI, 
从 条 件 的 观点 来 看 ,最 令 人 满意 的 是 标准 正 交 基 ,因为 它们 的 格拉 姆 矩阵 是 单位 矩阵 . 
习题 6.8 
1 用 上 确 界 范 数 求 出 区 间 [0，x/2] 上 sin z OUR EE RM ue) Az. 提示 : 画 出 示意 图 ， 函 数 sin :一 ht 在 

区 间 (0，w/2) 内 的 点 上 有 极 大 值 ， 并 且 它 在 x/2 上 还 有 相同 数值 的 极 小 值 ， 这 些 条 件 可 以 确定 E 和 4. 
2, ( 续 ) 用 一 般 平方 范 数 求解 上 题 . 
3 假设 我 们 要 用 一 个 次 数 < n 的 多 项 式 去 通过 一 个 偶 函数 ,使 用 范 数 1 7 1 = || de) .证 明 ,最 侍 
MURA HRT EBAR. 
Am ps pe EPEAREN, WAEN nP, 恰好 是 次 的 ， 证 明 ， 这 个 序列 是 线性 无 关 的 , 
5 证 明 帕 塞 瓦 尔 恒等式 


《1,g) = Df erm 
RE fA g 在 标准 正 交集 [ww ，u;，…，u,] 生 成 的 子 空间 中 ， 则 上 式 成 立 . 
6 HA AY AE AR A ERE. Te 
a = Ait? O<ij<n) 
WEH: AR ARSE PEE 1 r, r, e, z RRE. 
7. 在 以 fw ，ww，…，vw) 为 基 的 向 量 空间 中 ， 其 他 任 一 组 基 都 可 以 由 下 列 线 性 变换 得 到 


“= Dew, A<j<n) 
其 中 系数 矩阵 是 非 奇 异 的 .证 明 ， 在 格拉 旭 - 施 密 特 过 程 中 通过 这 种 方式 所 形成 的 纸 阵 是 上 三 角 降 . 
8. 在 正 交 多 项 式 的 三 项 递归 公式 中 ,假设 内 积 是 ( 太 ,g》 =f sre cow code, See w RAMAN. HELA BATHS 
n, a, = 0. 并 证 明 若 ” 是 偶数 则 p, EARR: A 是 奇数 则 p. 是 奇 函 数 . 
9 BRC oy ,wy ,ww) 是 内 积 空间 中 向 量 的 正 交集 . 试问 选择 什么 样 的 系数 能 产生 ‖ 8 一 Yow 上 的 最 小 值 ?不 要 


忽略 v 的 菜 些 系数 也 许 为 0 的 可 能 性 . 

10. 证 明 ， 在 计算 正 交 多 项 式 线性 组 合 的 算法 中 ， 最 多 需要 2 一 1 次 乘法 运算 ， 而 对 于 切 比 雪夫 多 项 式 的 情 
Be 省 次 乘法 运算 就 足够 了 . 

1. 在 正 交 多 项 式 的 三 项 递归 公式 中 ， EA: hb, = l pai I/I poe I? 给 出 的 6. 是 正 的 . 

12. 证 明 : 对 于 勒 让 德 多 项 式 ， 三 项 递归 公式 中 的 系数 a,=0 并 且 6, = (n—1)? /[(2n— 1) (2n—3)). 

13. 如 果 我 们 希望 产生 一 个 标准 正 交 系 ， 那 么 正 交 多 项 式 的 三 项 递归 公式 应 该 怎样 变化 ? 

14. HAARD) = 】 wz)s(z)dz, 假 设 把 格拉 每 - 施 密 特 过 程 应 用 在 画 数 序列 H Cat — Dak = 0,1, 


2,…) 上 . 证明: 如 果 所 得 到 的 标准 正 交 序 列 经 过 重新 规范 后 构成 首 一 多 项 式 序列 ,那么 这 个 序列 满足 下 列 
形式 的 三 项 递归 关系 : 


Gn (2) = aga (2) — bagai (x) 
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给 出 名 的 一 个 公式 ， 并 求 出 前 三 个 9 多 项 式 . 

15. ER: 非 零 元 的 正 交集 必然 线性 无 关 . 

16. 设 A 是 内 积 空间 上 的 线性 变换 ,假设 A 是 自 伴 的 ， 也 就 是 说 (Af，g) 二 (f，Ag) 对 所 有 的 fA g 都 成 立 - 
证 明 ， 对 应 于 不 同 的 X 值 ,方程 Af 一 Xf 的 解 是 相互 正 交 的 . 

17, 设 [wu，w:，…] 是 内 积 空间 中 的 标准 正 交 序列 。 证明， 对 空间 中 任 . /， 候 里 叶 系 数 (f，u,) 是 平方 可 
和 的 : 


Eru? <æ 
18， 证 明定 理 7， 建 议 重 排 那些 性 质 的 顺序 为 1 4, 3, 2, 5 会 很 有 效 . 
19. ETAT. 的 首 一 多 项 式 ， 求 出 To. Ti, ，… 所 满足 的 二 项 递归 关系 . 
20. RH dist f, OMAK, KEG 是 由 标准 正 交集 [g, ，g: ，…，&v] 生 成 的 子 空间 . 
21, 推导 出 下 列 勒 让 德 多 项 式 ， 
， 


二 
plz) =r- iar 


Sha e 3. 
pz) e a 


0 
Ader ort ae 


22. 直接 利用 定理 5， 在 [a, 二 [0，]1] 以 及 wir) =1 的 情况 下 , RH pos pis Pos Pre 
23, ( 续 ) HEBD p: 与 [1 正 交 ,确定 形 为 p， = zx? + Br? 十 Cr+ DAY ps. TEAL MRE OIE. 


24， 设计 一 个 用 计算 机 来 计算 Sp, AO IER REBUT IH REA RB Sh AD Y apik 一 06126 假设 定理 5 中 
的 系数 a 和 是 已 知 的 . 


6.9 MMI: 切 比 雪 夫 理 论 


在 这 一 节 ， 我 们 的 讨论 限制 在 空间 CCX) 中 ， 它 是 由 定义 在 给 定 拓扑 空间 X 上 的 全 体 实 值 
连续 函数 所 构成 的 空间 ， 我 们 假设 X 是 一 个 紧 豪 斯 多 夫 空间 ， 希 望 避 免考 虑 一 般 拓扑 学 的 读 
者 可 以 把 X 看 作 是 实 空间 R * 中 的 一 个 有 界 闭 集 ， 例 如 ，R 中 的 区 间 [a，65]. 

如 果 我 们 定义 范 数 为 

WF = max | fx) | 
则 空间 C(X) 变 成 一 个 赋 范 空间 (当然 是 一 个 巴 拿 赫 空间 )， 本 节 自始至终 使 用 这 种 范 数 . 
在 空间 C(X) 中 有 一 类 重要 的 最 佳 副 近 问题 如 下 : 给 定 CC(X) 的 元 f/， 以 及 给 定 CCX) 中 的 
“个 有 限 维 子 空间 G， 我 们 希望 用 G 中 的 元 尽 可 能 好 地 去 逼近 f， 因 此 (与 上 一 节 类 似 ) 定 义 
dist f,O = inf | f— g I| 
HA M2 AEE RE: MESFET gEG 使 得 
1 f—ell = dist(f,G) 
这 个 问题 已 在 6. 8 节 ( 定 理 1) 得 到 了 肯定 的 回答 因此， 在 这 样 的 背景 下 我 们 只 考虑 确定 最 佳 
通 近 的 问题 ， 为 得 到 一 些 启发 ， 先 看 一 个 例题 . 
例 1 WBA 中 的 元 在 区 间 [0，x/2J 上 最 佳 珊 近 函数 /(z) 一 cos z. 
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解 0, 的 元 是 线性 函数 ， 它 的 图 形 是 直线 ， 函 数 cos z 以 及 离 它 不 太 远 的 一 个 典型 的 线性 
毅 数 的 图 形 如 图 6-12 所 示 . 
这 个 线性 函数 是 否 表 示 了 一 个 最 佳 逼 近 ? 否 ， 这 个 
线性 两 数 还 可 以 下 移 一 些 ， 从 而 减少 其 极 大 偏差 . 此外， 
它 的 斜率 还 可 以 调整 . 对 于 最 佳 逼 近 ， 存 在 3 个 会 出 现 
极 大 偏差 的 点 ， 显然 它们 是 0，x/2 以 及 区 间 内 一 点 & 
把 极 大 偏差 记 为 $， 线 性 函数 记 为 ga), RIA 
(g(0) —.f(0) 一 
RE) — f() =— 2 N i 
Js/ = fad = 8 | Re 
EL f O= 
上 面 这 4 Se S EURER gSa ter 
中 的 两 个 系数 . a 
6.9.1 AERE BE A GE 
EIT HE ERE EE Z N, SER RR 
引 理 1( 最 佳 通 近 性 质 引 理 ) 对 于 gEG， 下 列 性 质 等 价 : 
1. 是 子 空间 G 中 /的 最 佳 通 近 . 
2.0 是 子 空间 GG 中 /一 g 的 最 佳 通 近 . 
证 明 如 果 性 质 1 正确 ， 那 么 对 所 有 AEG 
lf—gl < If—-g—hN 
这 意味 着 0 是 G 中 7 一 & KRE. 反之， 如 果 性 质 2 正确 ， 那 么 上 述 的 不 等 式 对 所 有 hEG 
都 成 立 ， 并 且 ( 因 为 g 十 h 可 以 是 G 中 的 任 一 元 ) 性 质 1 正确 . | 
因此 ， 我 们 需要 确切 地 理解 : C(X) 的 元 f 以 G 中 的 0 元 作为 最 佳 逼近 ; 也 就 是 具有 性 质 
I Sl Hdist(f, G). MF /EC(X)， 我 们 定义 它 的 临界 集 是 
erit() = {rE X| f(x) |= | fH} 
定理 1( 科 汞 黄 苞 罗 夫 特征 定理 ) 对 C(X) 中 的 元 HF EMG, FAURE: 
1. fi =dist(f, G). 
2.G 中 无 元 在 crit(/) 上 与 /有 相同 的 符号 . 
证 明 假设 性 质 1 错误 ， 那么 对 某 些 gEG，f 一 g 有 二 上 fl 对 xEcrit(/) 我 们 记 
o(7) 二 sign f(x IFA: 
oof) EDEL FD gD I< I fell < WI = a |= on f(z) 
因此 ，c(z)g(z)>0、 并 且 g(z) 与 f(x) 在 critCP) 上 有 相同 符号 . 
上 冉 假设 性 质 2 错误 ， 设 在 crit PE g(xz) f(x)>>0， 不 失 一 般 性 地 ， 可 以 假设 上 gj =1， 因 为 
crit PERH AL gf 是 连续 函数 ， 那 么 一 定 存在 一 个 正 数 e 使 得 在 crit( 有 上 gafa). ie 
O= xE X: gafr) >e} 
Wik O 是 一 个 包含 crit PHAR. 它 的 补 集 是 与 crit( 站 不 相交 的 紧 集 ， 从 而 ,我 们 有 


图 6-12 在 区 间 [0，r/2] 上 通 近 cos x 
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p= max{| f(z)|l:r€E X\O}< Il fil 

现在 我 们 试用 Ag 去 逼近 /， 其 中 系数 4 要 合理 地 选取 ， 让 我 们 看 看 这 需要 什么 条 件 。 首 先 ， 
对 口中 的 点 ， 我 们 将 要 求 这 个 不 等 式 按 点 成 立 

(Yag? = P — agf +e < Wf? — Ae +2? = Il fll?@-a@e-—a < ISM? 
容易 证 明 ， 如 果 0 一 一 2e， 该 不 等 式 成 立 ， 对 于 剩余 的 点 ; 即 X\ O 中 的 点 ， 我 们 要 求 

| f-agi<ifltalel<pta< lfi 

MROA< ISI- RPRSR RY. Ak, MERMER, REA Il fagl <I Fil. 
这 说 明 性 质 1 错误 . a 

根据 引 理 1 和 科 尔 莫 龙 罗 夫 特征 定理 ， 我 们 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 1( 最 佳 通 近 推论 1， 充 分 必要 条 件 ) 设 是 C(X) 中 的 元 ， G 是 C(X) 的 子 空间 ， 并 
且 " 是 G 中 的 元 g" 是 G 中 外 的 最 佳 通 近 的 充分 必要 条 件 是 不 存在 G 中 的 元 g ERAL: 
| Fg (a) | =I fe" EAR gL) g (x)]>0. 

推论 2( 最 佳 通 近 推论 2， 充 分 必要 条 件 ) 元 gE1l, 是 /ECL[a， 的 的 最 佳 通 近 的 充分 必要 
HR: 函数 /一 5 取 值 士 | 一 5 上 ， 同 时 要 至 少 在 [a,b] 的 3 个 点 上 交替 变换 符号 . 

证 明 把 科 尔 莫 戈 罗 夫 特征 定理 应 用 于 /一 g， 则 其 特征 性 质 是 不 存在 TT, 中 的 元 在 crit( f— 
8) 上 与 /一 g 有 相同 的 符号 ， 那 么 crit(f 一 g) 中 一 定 至 少 存在 3 个 点 ， 在 这 些 点 上 /一 g 的 值 
交替 变 符号 ， 因 为 否则 ， 在 [e， 纪 中 有 一 点 6， 使 得 满足 /(z) 一 &(z)= |f g | 的 点 在 的 
“ 边 ， 而 满足 fCz) 一 5(z7) 一 一 ‖ fg 1 的 点 在 的 另 一 边 ， 从 而 就 存在 一 个 在 点 取 零 的 线 
性 函数 ， 它 在 crit(/ 一 g) 上 与 /一 g 有 相同 的 符号 . a 

推论 3( 最 佳 过 近 推论 3， 充 分 必要 条 件 ) 设 义 是 RR 中 的 有 界 闭 集 ，G 是 由 下 列 线性 函 教 
组 成 的 C(X) 的 子 空间 ， 

&(z,y) 一 a 十 好 十 cy 

如 是 元 /EG 的 最 佳 通 近 的 充分 必要 条 件 是 /一 g 的 临界 集 一 定 包含 图 6-13 所 示 的 3 种 模式 


图 6-13 最 佳 通 近 中 的 临界 点 


407 


408 


[409] 
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6.9.2 Att 
线性 空间 的 集合 K 称 为 凸 的 ， 如 果 它 包含 连接 K 中 两 点 的 每 条 线段 严格 地 讲 ， 它 可 以 
表述 为 
uve K | 
o<e<i! 


R: 中 的 凸 集 和 非 凸 集 如 图 6-14 所 示 . 


=u +Q — v € K 


FOR 


图 6-14 AES 


“Da 1 且 0 之 0 时 ， rein Sou, 的 向 量 的 线性 组 合 称 为 凸 组 合 . 从 给 定 的 集合 S 中 选 
取 点 的 所 有 凸 组 合 的 集合 称 为 S 的 凸 包 . 从 而 ,我 们 有 
co(S) = (daw, 1k EN su, € 5,0>0, ba =1} 


引 理 2( 闭 凸 集 性 质 引 理 ) RK AR AEH ROHS) PHAR. MK 包含 唯一 
的 极 小 范 数 点 ， 进 而，K 的 下 列 性 质 等 价 : 

1.0¢ K. 

2. 存在 一 个 向 量 0 使 得 对 所 有 wuEK， 都 有 (v，u) 二 0. 

证 明 设 p=inf{ |u|) :wuEK)， 选取 uw,EK 使 得 uw lop 由 平行 四 边 形 法 则 给 出 ， 


lu, — u, P= 2h u P42 ay PP H u; 
= 2 || u Il? lu; I| — 4 I Cus + 3/2 t 
<2llu l lu |? — 4p? > 29% + 2p — 4p? = 0 


FOE EAE Le, |e pe oa E Fe] Ye AE TE Oe. GI uu. A K 是 闭 的 ， 所 
Uwe K. 再 由 连续 性 知 | ull 二 p， 唯 一 性 的 证 明 可 利用 类 似 于 上 面 的 理由 : MR u A u 是 K 
中 范 数 都 为 的 两 个 元 ， 那 么 
Nau i <2ull? +2 ia |? —4e =0 
如 果 性 质 2 成 立 ， 显 然 立即 可 得 性 质 1， 反之， 假设 性 质 1 正确 , 令 v 是 K 中 最 小 范 数 
点 ， 对 任意 uEK MOE (0，1), RNA 
oS + ov:= lu- +l toll? 


=F |lu-v]]*+20u—v,v) 
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这 就 表明 
0<olu—vl’ +2lu— vv) 
$040, R u—v, v)>0, Mie, u)>lv, v)>0. a 
定理 2( 卡 拉 泰 奥 多 里 定理 ) 设 S 是 nn 维 线性 空间 的 子 集 ， 则 S 凸 包 中 的 每 一 个 点 都 是 S 
中 至 多 n 十 1 个 点 的 本 组 合 . 
证 明 ” 设 p 是 S 凸 包 中 的 一 点 .不 失 一 般 性 , 取 p 是 0. 则 对 适当 的 9 € [0,1],u; € SUR 
Ya = 1, RANA = 六 ov .假设 选取 了 0 的 最 小 的 这 种 表达 式 ( 即 上 尽 可 能 的 小 ). 那么 必然 有 


6 > 0,0 Sik. MRA n+ ERAR. MR E> m 十 1, 那 么 找 一 个 非 平 凡 线性 相关 组 合 
San, = 0. RA, = 0, 可 以 看 出 对 所 有 的 实数 Lad, 十 以 us = 0. 设 

$0) = min A; Tan 

函数 $ 连 续 且 #$(0) > 0. 对 于 某 些 pa) <0, 因此 ,存在 一 个 特殊 的 wm 使 得 wu) = 0. 8, = 
0 A RAIH 0, > Osmin li = OJER O, = 0, > 9. 从 而 在 表达 式 六 ge 一 0 中 ,有 一 项 


O. =O. 将 等 式 两 端 除 以 可 0',， 我 们 就 把 0 表示 成 了 S 中 一 1 个 元 的 凸 组 合 ， 而 这 与 的 最 小 
性 假设 矛盾 ， a 
引 理 3( 紧 集 的 凸 包 引 理 ) ”有限 维 同 范 线性 空间 中 紧 集 的 本 包 是 紧 的 . 
证 明 设 S 是 n 维 空间 X 的 紧 集 ， 考 虑 所 有 (2n 十 2) 维 元 的 集合 V; 
v= (Oo sOi 0, do sd se stin) 
HP OE Row, € $,4>0 Da, 一 1. 这 些 (2n 十 2) 维 元 是 只 ”~:XXXXX…XX 中 的 点 .这 个 
名 
空间 维 数 是 ”十 1 十 (na 十 1)m = (2 十 1) ,并且 集合 V 是 有 界 闭 集 ;因此 ,V 是 紧 的 .定义 /(v) = 


Dou. 则 /是 V BY coCS) 的 映射 .根据 卡拉 泰 奥 多 里 定理 ,f 是 满 射 ( 到 上 的 ). 同时 它 也 是 连续 


的 , 因为 紧 集 的 连续 映像 是 紧 的 ,所 以 co(S) 是 紧 的 . a 
定理 3( 线 性 不 等 式 定理 ) 对 于 R" 中 的 紧 集 S， 下 列 性 质 等 价 : 
1. 存在 一 点 也 使 得 对 所 有 的 uE S， 都 有 (u，x) 二 0. 
2.0 不 在 S 的 西 包 中 . 


证 明 ”如 果 性 质 2 不 成 立 , 那 么 对 适当 的 0 > 0 Alu, E S, 我 们 有 表达 式 0 = bu. IHE 
a 
意 的 vE RRNA 
‘ 
0 = (v0) = D0,(v,u) 


显然 ,不 可 能 所 有 的 (v，u,) 都 是 正 的 .因此 ， 性 质 1 不成立. 
反之 , 假设 性 质 2 正确 . 由 引 理 3 知 ，co(S) 是 紧 的 。 从 而 可 由 引 理 2 知 ， 性 质 1 正确 . 
a 
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6.9.3 线性 方程 组 的 切 比 雪夫 解 

推论 4( 最 佳 盘 近 推 论 4， 充 分 必要 条 件 ) RAL—AmxXn BH, FER", TER, o= 
sign(Ar—6),,H I={it | (Az 一 5 | = | Ar—b || <}. 工 极 小 化 范 数 Azx 一 b | -的 充分 必 
REAROARS GA ENKE P, RPA 表示 A 的 第 i 行 . 

证 明 为 了 极 小 化 Az 一 /外 ~， 我 们 要 寻找 A 的 列 向 量 的 一 个 线性 组 合 ， 使 得 它 尽 可 能 
地 靠近 6 我 们 把 所 有 列 向 量 看 作 集 合 T 一 (1，2，…，z} 上 的 函数 .被 和 逼 近 的 元 是 上 4， 逼 近 的 
TZM GE A 的 列 空间 根据 科 尔 莫 戈 罗 夫 特征 定理 ， 解 工具 有 特征 : 不 存在 G 中 的 元 在 T 上 
的 符号 是 mm。 等 价 的 说 法 是 : 系统 o,(Av), 二 0，iE 1 是 矛盾 的 .因为 该 系统 可 表述 成 (oA;,， v> 


0, EL WEER 3 给 出 了 一 个 与 之 等 价 的 条 件 ; 即 0€ co{o.A, + i€ 了}. a 
例 2 利用 推论 4， 确 定 z 一 (2，3)7 是 否 为 下 列 方程 组 的 切 比 雪夫 解 . 
| 5zl 一 ?zz 一 14 
3z +zm= 8 
zı 一 9zz 一 一 23 
6 
6 


WORM r, =A, x) 一 b 3, 1, —2, —3, 3. 从而, o 是 十 1, +1, -1, 一 1， 
十 1， 临 界 集 是 T= (1, 4, 5). 根据 推论 4，z 是 切 比 雪夫 解 当 且 仅 当 
[ED 0 € cofo, A; sa, A, sass} 
可 以 很 快 地 确定 这 三 个 向 量 的 坐标 ， 并 表明 这 时 结论 成 立 ， 如 图 6-15 所 示 . 


a 


图 6-15 点 0 在 三 点 的 凸 包 中 a 
6.9.4 再 论 特征 定理 
在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 要 用 到 一 些 特殊 的 符号 ， 如 果 GECO nF SM, Ale, 
Bes BEG 的 一 组 基 ， 我 们 记 
ElI) = (gi (2), g2 (2), g,(2)) (z€ X) 
这 可 以 看 作 R" 中 的 点 . 
对 任 一 xEX， 我 们 用 下 列 等 式 定义 C(X) 上 的 线性 泛 函 T 
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z=f(x) (f E C(X)) 
并 通过 简单 的 计算 可 得 到 的 线性 性 : 
laf + pe) = Caf + Ag )(r) = af (x) + Ag (x) = ar f) + frg) 
定理 4( 特 征 定理 ) 设 G 是 C(X) 的 nn 维 子 空间 ， 且 是 C(X) 的 元 ， 则 下 列 性 质 等 价 : 
1. fll =dist(f, ©. 
2. 不 存在 G 中 的 元 在 crit( 了 ) 上 与 f(z) 有 相同 的 符号 . 
3. OBR SOE) rE HA h e P. 


4. 存在 一 个 泛 函 > Aizi, 它 零 化 G 并 且 满 足 条 件 ;:zi E critC 有 A(X) > 0 入 nn 十 1 


证 明 性 质 1 一 性 质 2 是 前 面 已 证 明 的 科 尔 莫 戈 罗 夫 特征 定理 的 一 部 分 . 
性 质 2 性 质 3， 假 设 性 质 2 BRIT. Bigo geo oy gal G 的 任 一 基 ， 那 么 在 crit( 了/) 
上 ， 我 们 不 可 能 找到 c, coy es c, 使 得 


Daf ga >o 


因为 这 个 不 等 式 可 写成 (<c， 甩 z)&(z)》>>0， 所 以 由 线性 不 等 式 定理 知 ，0 在 下 列 点 集 的 凸 包 中 ， 
{f(a g(a) tx € crit(f)} 
性 质 SHER 1, 假设 性 质 3 成 立 ， 根 据 卡拉 泰 奥 多 里 定理 ， 我 们 有 


A 
0= Sasa ex) 
A 
HEP AS n+ 160, > Oya, E crit P). FA, = Of (x) RANA AS (2) 之 0 并 且 0 一 Dag a. 
a 
从 总 的 定义 知 , 最 后 这 个 等 式 表明 :对 于 j 二 1,2,…,n,0 二 Dag (x) = (Dai) e). AAR 


数 g, 生成 G, 所 以 我 们 看 出 泛 函 Daz, BAG. 
性 质 4- 性质 1， 假 设 性 质 4 成立 ， 如 果 hEG， 那 么 


i f ‘ 
LAD la l= PDA) = DF) hz) < Nf- D la l 


Pate, WAS SAM, ATER RE. a 

3 设 X=[0, 1] 并 且 G 由 gi(7)=1 一 2x? 和 g:(x)=z 一 z? ARM. TEM, 任 一 fE 
CLO. 140R I ASAOS, WAER | fll disf, 6). 

解 ”利用 定理 4 的 性 质 4， 对 于 CEG, RIIA gO + gC) =O. (简单 检 验 即 可 知 两 个 基 
RBC AICHE.) 因此 ， 我 们 可 取 定理 中 的 2,=0, 251, A=1, X251. a 
6.9.5 MRF Bia) 

定义 1( 哈 尔 子 空间 定义 ) 设 G 是 C(X) 中 的 nn 维 子 空间 ， 如 果 G 的 非 堆 元 在 六 PRA 
个 或 者 更 多 的 零点 ， 那 么 G 称 为 哈 尔 子 空间 . 
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例 4 RX BLOFKA, WKK<n 的 多 项 式 的 子 空间 五 。 ,是 CCX) 中 的 一 个 哈 尔 子 
空间 . a 

下 面 的 结果 表明 哈 尔 子 空间 非常 适合 插值 问题 的 要 求 . 

引 理 4( 引 理 ) CL(X) 中 的 n 维 子 空间 G 是 哈 尔 子 空间 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 实数 入， 
Aor tk, 和 针 中 任意 的 互 异 点 ，X，，*…，Z。， 丰 在 局 中 的 唯一 元 g 使 得 g(x) 二 和.(1<i<n). 

证 明 选取 G 的 一 组 基 {g,，g;，…，g,). 那么 插值 问题 就 是 确定 c, cos ty cy 使 得 


Bos) =a (<i<n 


如 果 对 任意 选取 的 A, 这 个 问题 都 有 解 ， 那么 以 g; (x) 为 元 素 的 矩阵 非 奇异 ， 并 且 所 对 应 的 齐 
次 问题 (所 及 ,一 0) 只 有 0 解 (对 全 部 的 i，c;= 二 0)， 因 此 ， 不 存在 g, go oy g 的 线性 组 合 
HER Ti tas o z 处 为 零 ， 因 为 点 zx ，z ，…，z 是 任意 的 ， 所 以 G 的 哈 尔 性 质 成 立 ， 由 
于 上 述 讨论 过 程 是 可 逆 的 ， 故 证 明 完 毕 . a 
对 险 尔 子 空间 ， 以 下 列 方式 描述 最 佳 逼近 : 
定理 5( 哈 尔 子 空间 中 最 佳 通 近 定 理 ) 设 G 是 C(X) 中 nR EN, fE CAK). A 


USI = SGO 的 充分 必要 条 件 是 存在 形 如 hi; 的 泛 函 零 化 G 并 且 满 足 zi € crit f) 和 


Af Cr) > 0, 
证 明 ”在 用 4 替换 ?十 1 的 情况 下 ,定理 4 给 出 了 同样 的 充分 必要 条 件 . 当 & 之 n 十 1 时 ,等 


式 >)Ag(z,) = 0 只 能 平凡 地 成 立 . 我们 来 证 明 这 一 点 . 设 < n, H G 的 插值 性 质 ( 引 理 4) 来 选 


A 4 
Hee E CRM g(x) 一 .因而 ,我 人 有 0= Daga) = a. a 


6.9.6 最 佳 通 近 的 叭 一 性 ' 

定理 6( 强 唯一 性 定理 ) 设 人 是 C(X) 中 有 限 维 哈 尔 子 空间 ， 并 且 COOMA /使 得 上 FI 一 
dist(f，G)， 则 存在 一 个 正常 数 yS f 有 关 ) 使 得 对 所 有 &EG， 都 有 |‖ 十 g lS fl 十 
yilell. 

证 明 ” 设 G 的 维 数 是 .根据 定理 5, 存 在 crit( 了 /) 中 的 点 zi ,zs,…,z, 以 及 正 系数 0, 使 得 对 


FH g ECBA Diog = 0, 其 中 m = sign f(r). Bh EG 中 范 数 是 1 的 元 . 因为 


Yaha) = OV ILL FAA — A ohr) RER. 因此 maxc r) > 0. 因为 这 个 表达 式 连续 并 


H G 的 单位 胞 腔 曲 面 是 紧 的 ,所 以 推 得 
y = inf maxah(z) > 0 
如 果 gEG 并 且 g 天 0， 那 么 对 某 些 i，aig (z,)/ lgl >y Kit, RIA 
Il/+ael Safa) tog > IfI triell a 
ESRO 若是 CC(X) 中 有 限 维 哈 尔 于 空间 ， 则 C(X) 的 每 个 元 在 G 中 有 唯一 的 最 
titit. 
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证 明 设 5 是 CCX) 的 元 了 的 最 佳 通 近 ， 那 么 [一 5 在 G 中 有 0 PWREMM. WRAEG 
并 且 h 隆 0， 根 据 强 唯 一 性 定理 ， 有 
Wf-gtal 1f—sl+7rlal > If—gll a 
定理 7( 连 续 性 定理 ) 设 G 是 C(X) 中 有 限 维 哈 尔 子 空间 ， 设 映射 A: C(X)—-G, RA 
Nf AL || =dist(f, G), HAPA 有 存在 一 个 正 数 A(/) 使 得 
IAf—Ahl <A NAA hE CX) 
证 明 根据 强 唯一 性 定理 6， 存 在 一 个 正 数 Y(/) 使 得 对 所 有 EG, 
17 一 & >i f-Afl trp lar—ell 


4 g=Ah, 我们 有 
1f) Af — Ak I< If- All- FAP I 
<I f-All + ilk- A ll — If- Af 
<I f-All + ba—Af il — If- Afi 
<i f-AI + WaA-Si + I S-APF IL FAP I 
= 21 f-aAll a 


6.9.7 切 比 雪夫 交替 定理 
引 理 5( 引 理 ) RGR Cab) Pn MERE SM. MRA nH ARRA AS <a 二 … 过 


z, Sb 并 且 对 每 个 g EG 都 有 了 YXg Cz,) 二 0. 若 了 1 la 140, MA REAR AL <0 二 1， 


2 
证 明 对 任 一 JE {1，2，…，nn)} 我 们 实施 下 述 论证 过 程 ， 根据 引 理 2，G 中 存在 唯一 元 g, 
具有 插值 性 质 : 
gi(z)=0 对 OC<i<j-2 及 ji+1<i<n 
pes 
因而 我 们 有 


0= Dag = Agen) ty a) 


如 果 gC) =0 或 者 g Cr <0, WA & 有 个 零点 ， 这 与 哈 尔 子 空间 性 质 蔬 盾 ， 所 以 
gaa) PRORA: 如 果 任 一 4 是 0， 那么 所 有 的 A 都 是 0， 这 与 假设 条 件 矛 盾 ， 因 
而 ， 由 等 式 (1) 知 4 MA, PAR. a 

定理 8( 切 比 雪夫 交替 定理 ) RGCACla, Pe nwseFsen, BX Ala, 6] 中 的 一 个 
闭 集 ， 对 元 f/fEC(X)， 下 列 性 质 等 价 : 

1. fll =dist(f, G); 即 ，f 在 G 中 有 0 作为 最 佳 通 近 . 

2. 存在 X 中 的 点 reo< zi<…<zo 使 得 fz-1)f(z,)= 一 中 fil? 1<i<n, 

证 明 REM. 性质 1 等 价 于 : 

3. 存在 crit) 中 的 点 za szi sotoan DAR RR Ao sda ,…, 使 得 z。 < zi 二 … <a AERA 


g E GRH Dagr) = 0, 以 及 Xf C) > 0. 


a | 


同 
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如 果 性 质 3 成 立 , 由 引 理 5 知 系数 一 定 交替 变 号 . AWS (x) > 0, 所 以 fla) BREE 
号 ,因此 ,性 质 2 成 立 . 
反之 ， 如 果 性 质 2 成 立 ， 显 然 每 个 x; 都 是 了 的 临界 点 ， 并 且 f(z;) 交 赫 变 号 ， 假 设 确定 sign 
f(zi) 王 (一 1)'。 如 果 性 质 1 不成立， 那么 对 某 些 gE€G，|f 一 g 二 上 fl. Ak, RNA 
(DT fa) gr) I f-ell < Hf = Cia) 
Jif (—D'g(2)>0, HEA g 至 少 有 个 零点 ， 这 与 G 的 哈 尔 性 质 发 生 矛 盾 . HER, g 的 这 些 零 
点 一 定 会 在 [a，b] 中 ， 但 不 一 定 在 关中， 这 就 是 在 [a, 6 上 需要 蛤 尔 条 件 的 原因 . a 
推论 6( 切 比 雪夫 交替 推论 ) 设 G 是 C[a, He nRSEKRFEM, FR FECLa, OMAR 
8EG, 则 g 是 /在 G 中 最 佳 通 近 的 充分 必要 条 件 是 存在 [a,，b] 中 的 点 zo<zi<…< zs 使 得 
fiz)—gr)=(—Dielf-gl (OCX<ign, Icl=D 
6.9.8 算法 
在 本 节 的 剩余 部 分 ， 我 们 将 讨论 切 比 雪夫 逼近 的 计算 问题 并 且 概 要 介绍 一 些 有 效 算 法 ， 我 
们 把 下 述 表达 式 的 极 小 化 作为 基本 问题 ， 
4 = |f- Begla = sup] ro- Zew] 
在 这 个 问题 中 /，g, ，g:，…，g, 是 C(X) 中 给 定 的 函数 ， 我 们 希望 确定 系数 向 量 c= (co ，c ，… 
cn) 使 得 A(c) 尽 可 能 小 . 
这 个 问题 的 一 个 基本 算法 是 迁 代 算法 ， 在 其 每 一 步 迭 代 中 它 都 需要 求解 一 个 更 简单 的 同类 
问题 ， 这 个 算法 称 为 列 梅 兹 第 一 算法 ; 我 们 现在 来 描述 这 个 算法 . 
用 G 表 示 由 {g,，g;，…，g。}) 生 成 的 子 空间 ， 在 算法 的 第 上 步 ， 给 出 X 中 的 一 个 有 限 子 
HX, MGR 
WS ie = max | f(x) | 
用 这 个 有 限 集 来 定义 C(X) 中 的 一 个 拟 范 数 ， 在 这 步 迁 代 中 ， 需 要 确定 (所 用 方法 将 在 后 面 讨 
论 ) G 中 的 元 hs 极 小 化 拟 范 数 
Wf—h lla 
这 是 另 一 个 切 比 雪夫 通 近 问题 但 是 它 仅 包含 有 限 点 集 X,， 下 一 步 ， 在 中 选取 一 点 使 得 
| flr) — hla) |= fhe fl 
把 这 一 点 添加 在 X, PRAM TF —-KRA Xi, FARRAR. ER k SEAM AA, 
通常 是 下 一 步 寻 找 ha A PEER. 
定理 9( 列 梅 效 算法 定理 ) 若 在 列 梅 瘟 第 一 算法 中 的 初始 拟 范 数 ‖ |, 是 G 上 的 真 范 数 ， 
则 lim || ~h, | =dist(f, O. 序列 [As] 有 聚 点 ， 并 且 每 个 聚 点 都 是 f 的 一 个 最 佳 通 近 . 
证 明 直接 从 范 数 的 定义 和 包含 关系 X 三 X SM, MEISE REG, 我 们 有 
Wf-eli< I f-ela< lf-el.< I sf-ell 
由 此 不 等 式 可 推出 
I frm li < fh la ISAM < dist(f,0) 
这 表明 序列 中 hh ll 有 界 .因为 有 限 维 空间 G 上 的 所 有 范 数 等 价 ， 所 以 序列 | hy || 有 界 . 
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W, h REF PUKE AA. BR OO, BMRB hh | <e. ARM >k 
WEI l hih" l<e FERNE 
dist(f ,OS | fh l < Hf hll + llah I 

<i fla) — hla) |+e 

<sf-mllite 

< Afh M+ hkh t+ at mall te 

< dist( f,G) 十 3e 
因为 e 任意 ， 所 以 我 们 断定 ef 一 h" || =dist(f, C. iH, FICE RABE GP S 
的 一 个 最 佳 逼 近 . 

接 下 来 要 证 明 序列 d, = || /一 h || BAF dist(f，G)， 由 于 这 个 序列 有 界 ， 因 此 它 有 收敛 的 子 
FA. Bd >d* ， 青 设 刀 表示 子 序列 [hu ] 的 聚 点 ， 根 据 证 明 的 第 一 部 分 ，d = || fh || =dist(f, 
G)， 这 说 明 序列 [d, ] 只 有 一 个 聚 点 ; 那 就 是 dist(f，G)， 所 以 ,我 们 有 心 ->distCf,G). a 

关注 列 梅 效 第 一 算法 的 每 一 步 都 是 有 用 的 ， 很 容易 计算 未 知 数 d* =dist(f, OM LAA 
FR. 事实 上 ， 我 们 有 

l/h <d < min fy N 
这 个 下 界 单调 增加 收敛 于 TE RP dR AT AO EH | fay 外 也 收敛 
于 qd"”， 但 它 并 不 总 是 单调 的 . 

下 面 我 们 讨论 这 算法 的 一 个 变形 ， 称 为 交换 方法 ， 为 遏制 集合 X, 增长 ， 算 法 中 每 当 添 加 
一 个 新 元 的 同时 删除 一 个 昌 元 、 在 实际 问题 中 ， 通 常 采 用 这 个 方法 ， 尽 管 它 的 有 效 性 还 依赖 于 
有 关 基 函数 g. g ，…，&。 的 更 多 假设 条 件 ， 删 除 一 个 元 和 添加 一 个 元 的 过 程 称 为 一 个 交换 . 
如 果 初 始 子 集 X 包含 "十 1 个 元 ， 并 且 算 法 的 每 一 步 都 发 生 一 个 交换 ， 那 么 每 个 X, 恰好 包含 
ntl 个 元 . 

根据 最 佳 逼 近 的 特征 定理 ， 我 们 知道 在 算法 的 第 步 ，R" 的 原点 将 落 在 这 十 1 个 向 量 的 
凸 包 中 

ETT ga(T) sg (7)) rEX, (2) 
其 中 (x) 三 f(z) 一 h(xz)， 有 了 h， 就 可 以 选取 前 面 称 为 z 的 点 ， 即 zx RR S h 的 临 
FA REAG PRX, 中 的 一 个 点 ， 这 个 交换 用 这 样 一 种 方式 完成 ， 它 要 求 R" 的 原点 保留 在 
(2) 式 中 所 提 及 的 向 量 凸 包 中 .从 而 向 量 
ex) ga Cay) ,ga Carn) sees RENY] 

将 替换 前 面 "十 1 个 向 量 集合 中 的 一 个 下面 给 出 控制 交换 及 展示 如 何 实现 这 种 交换 的 定理 . 

定理 10( 交 换 定 理 ) {ws m, =, unn) ÆR PALA AMRS, BOF (uy, 
us ye MEP, MATERA, SA PR uM, LEMIRE. 


证 明 如 果 可 能 有 0 = Dou, SE OS 0, 318, = 1 Remind, 二 0. 那么 就 给 出 上 述 表达 式 


并 且 选 取 上 使 9, = 0, 显 然 ,在 等 式 0 二 Dou, PRITAM un PR u, 
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假设 不 可 能 有 0 = Douh 0 > 0, DVO, = lming = 0, 根据 卡拉 泰 奥 多 里 定理 ,向 量 


mosu ysu, 一 定 生 威 一 个 维 空间 ,当然 它 一 定 是 R". 因此 可 以 找到 ov ,su 使 ws = 
Dau. 同样 ,存在 9 > 0 使 得 0 二 Yu ,选取 人 使 得 对 所 有 ;都 有 16, 之 X10, 那么 对 于 0 <i 


io 


SFO, = 一 Nb 一 10 而 且 , 令 Oo =. ERO, = 0. 于 是 我 们 有 
by DD +0 = S38, 2:84) + Gunn 


= A, D) biu, 一 DA, + Ostins 
名 名 
= u (— biua) — O Cuns 一 Na) 十 bu 一 0 
此 外 ， 因 为 0%+1 =>, MAS, BAM i<n, 
O, = 8, 040AL/A — A: 0:) > 0 


WRAY 去 除 等 式 YO u = 0, RATT AE ORRAT ura r yun 的 一 个 本 组合 ,其 中 办 


iso 
没有 出 现 . 
习题 6.9 
1. 求 出 本 节 例 1 中 的 ccs， dy & 
+ 求 出 一 次 多 项 式 在 区 间 [0，1] 上 最 佳 通 近 函数 Vz. 
3. 证 明 ，C[0，1] 中 由 下 列 集合 生成 的 子 空间 是 哈 尔 子 空间 ， 


NS 


adl, at, x} b. {1, ef, e) c 人 (z 二 2) 一，(z 十 3) 1 ，(z 十 4 
4 证 明 ，C[ 一 1，1] 中 由 下 列 集 合生 成 的 子 空间 不 是 哈 尔 子 空间 ， 
a(l, at, 2°} bilarl, lz-1)} c (ef, etl) 


5. 在 空间 CL0，1] 中 ， 考 虑 零 次 多 项 式 的 子 空间 1,( 即 常 值 函 数 )、 利 用 
M(f) = maxflr) 和 m(f) = min f(x) 
ocrel ee! 
描述 用 D POTE CO, PRERE f. 


6 W masm ot ER Pn +1 ARAB THAT RARO = X 0u EH 0> 0,00, Rmin = 0. 证 明 每 个 


HEAL (uo ,un seru} 中 的 个 向 量 的 集合 是 R* 的 一 组 基 , 或 者 给 出 一 个 反例 . 
7. 设 A 是 mnX (n+2) 和 矩阵 ， 证 明 : 如 果 方程 组 
Ar=0 230 140 rt 一 0 rER™ 
是 相 容 的 ， 那么 对 菜 些 h<-n 二 2， 下面 的 方程 组 也 相 容 : 
Ar=0 r>0 240 m=0 rER"™ 


8. HERA: 区 间 [ 一 1，1] 上 函数 cosh x HEREKE Bator", KP b=cosh 1 一 1 而 a 可 通过 求解 下 


面 两 个 同时 含 a 和 : 的 方程 得 到 : 
2a= 1+ cosh t— tb 
sinh t= 206 
9. 证明: —THA HABE NM HERES RRS HR DR. 
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10. EA: 赋 范 线性 空间 中 的 每 个 闭 球 {f: || fell <r) BAM. 

11. 试 举 出 一 个 凸 集 的 例子 ， 使 它 的 补 集 有 界 - 

12. 给 定 平面 内 一 条 直线 ax+by 十 c 一 0， 其 中 ao 十 外 之 0， 完 整地 描述 一 下 与 原点 距离 极 小 的 直线 上 点 的 集 
Eo M lo 范 数 定义 距离 . 

13. 设 是 正方 形 0<x<1,0<y<1 内 (z，y) 的 连续 函数 ， 描 述 用 一 个 只 含 z MERRER f. 

M4. 下 列 三 个 函数 


Bo(r'y) =1 gz) = gly) = y 
能 生成 C(R*) 中 的 一 个 哈 尔 子 空间 吗 ? 
15. 证 明 ， 如 果 在 [a，65] 上 f" (x)>>0， 那 么 函数 集合 {1，xz，zx*，…，zx"!，/f} 可 生成 [a, 56] 上 的 一 个 哈 尔 
子 空间 . 
16. 设 fS Tata Tittan Tan. HT 是 切 比 雪夫 多 项 式 .证 明 : SAN, 中 在 区 间 [ 一 1，1] 上 采用 
EAREN S ORERE E a Ty Hai Ty Heta Tn. 
6. 10 ”高 维 插值 


寻找 多 元 函数 的 光滑 捅 值 问题 是 困难 的 ， 而 这 个 问题 无 论 是 过 去 还 是 现在 都 受到 了 广泛 的 
关注 ， 多 元 问题 常常 会 出 现 一 些 在 一 元 问题 中 所 没有 的 异常 特征 ， 当 仅 有 两 个 变量 时 这 些 特征 
就 已 经 很 明显 了 . 因此， 只 讨论 二 元 问题 (两 个 独立 变量 ) 几 乎 不 失 一 般 性 ， 至 少 在 最 初 阶段 是 
这 样 . 

6.10.1 插值 问题 
我 们 要 讨论 的 中 心 问题 如 下 ， 在 zy 平面 内 给 定 的 插值 点 (或 者 结 点 ) 集 合 ， 记 为 

Cay) Carya) e Canya) (1) 
我 们 假设 这 个 点 不 相同 。 每 个 点 (zx,，y,) 存 在 一 个 对 应 的 实数 c:， 而 我 们 的 目的 是 寻找 一 个 
光滑 并 且 容 易 计 算 的 函数 亚 使 得 

Farsy) =a O<i<n) 
函数 下 定义 在 整个 R* 上 是 不 言 自明 的 ， 或 者 它 至 少 定义 在 包含 这 些 结 点 的 某 个 大 的 区 域 上 . 
在 以 上 的 描述 中 ， 名 词 光 滑 和 容易 计算 只 具有 非 正式 的 或 者 直观 的 含义 . 
6. 10.2 第 卡 儿 积 和 网 格 

刚才 所 描述 的 插值 问题 有 时 可 以 用 一 元 插值 的 张 重 积 来 求解 。 我 们 首先 来 处 理 这 种 情况 . 

此 时 的 结 点 集 记 为 WN ， 它 是 简 卡 儿 积 
N= {zz szp} X {yy Ye} 
Wi, NEMAR, ) 的 集合 ， 其 中 r 选 自 第 一 个 集合 ，y; 选 自 第 二 个 集合 ， 换 言 之 
N = {zy) :1<i<pl<i<g} (2) 
可 以 看 出 对 这 种 情况 ，(2) 式 中 的 记号 要 比 (1) 式 中 的 记号 更 方便 些 ，p 一 4 和 g=3 时 (2) 式 的 
一 个 实例 如 图 6-16 HR. 结 点 的 这 种 阵列 通常 称 为 笛 卡 儿 网 格 .为 方便 起 见 ， 我 们 给 z 点 从 
ERAS. By 点 从 下 往 上 编号 ， 当 然 这 并 不 是 必要 的 . 

假设 我 们 有 一 个 结 点 x, m. e, r, 的 线性 插值 格式 . 它 将 是 一 个 一 元 过 程 .我 们 要 把 

它 看 作 下 列 形式 的 一 个 线性 算 子 P 
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< 


PE >x 
"asm 
图 6-16 结 点 的 笛 卡 儿 网 格 
PHa) = Dadula) (3) 
a 
Fp RR u 具有 基 性质 
FAN wz) =6 ALLS w 
An, TER AY oA, RH u 是 由 6. 1 节 中 一 个 熟悉 的 公式 给 出 的 : 
wiz) = J] 52 a<i<p) (5) 


注意 到 算 子 PP 可 被 平凡 地 推广 使 其 作用 在 两 个 或 者 更 多 变量 的 丙 数 上 因此 ， 如 果 /是 (z， 
2) 的 一 个 函数 ， 我 们 可 以 写 出 


(Pf (x,y) = Ffas yu a) (6) 
a 
并 立即 可 以 看 出 五 / EE FAA AR MEL 三 的 一 个 二 元 函数 ， 
1 三 {(zy): 一 co<y<oco} Qd<i<p) (7) 
假设 另 一 个 算 子 可 用 于 结 点 yo ，y,，…，y 的 插值 ， 我 们 给 出 
(Qf )(y) = Eou (8) 
a 
其 中 w 是 任何 适当 的 函数 且 具 有 基 性 质 
v= A<ij<q (9) 
利用 下 式 还 可 推广 Q 使 其 作用 在 二 元 函数 上 : 
Qay) = Sra. uy (10) 
函数 Of 在 下 列 水 平 线 上 插值 f: 
L'= {(2,y;) 1-00 < z < œ} axixg) (11) 


6.10.3 布尔 和 


THH PAO 构造 两 个 有 用 的 二 元 插值 算 子 : 它们 是 积 PG 和 下 面 定义 的 布尔 和 POO, 
PSQ=P+Q-PQ a2) 
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BE PAQHE, RAGESHRERT MERA. pilin 
(POP) (ay) = P(Qf) (zr,y) = P@P wu) 
a 


= bp DD (13) 
Am 
因为 u(y u(r) 二 6x64， 我 们 不 难看 出 PQf 是 在 所 有 结 点 (zx;，y;) 上 插值 了 的 函数 ， 对 算 子 
PQ 也 使 用 张 量 积 的 符号 POQ. 
以 同样 的 方式 可 导出 POQ 的 公式 是 
LPSa y =(Pf(2.y9) + QP) (a, y) — (PON (x,y) (14) 


2 : 
=D fanua + D fayo) 
a 


i=1 


s 
-5 Dla yuo” 


aa 
POO S 在 所 有 水 平 线 L,(1<i<p) 和 所 有 垂直 线 Li(1<j<<qg) 上 插值 /， 它 的 证 明 留 作 习 
题 6. 10. 6. 
Wl 给 出 一 个 二 元 多 项 式 的 表达 式 ， 它 的 取 值 如 下 : 
@ » fa, pje dia, v6. via. a2, aja shes, dja, ole, ola, O16, o) 
for, p| 7 [=4.1| -3.2| 49 [61 |-4.2| 23 | 7.5 [—s0] 3.8 J-17] 25 | 
AAR A OM — PEL. ATT EB. CRA T A 
Bu Mo. 在 这 例题 中 ， 它 们 是 


at? 。 工 一 4 .二 5 m lez = Ss 
ua = Tag E = fe - Da- 
u(x) = 4a 一 D(z 一 4)(z 一 5) 


m = 一 D(z) 
1 


ua) = 人 z 一 DG 一 2(z 一 4) 
=3 y-4_1 
uly) = 3 . = = FO-DY-4# 


u(y) == toD- 


wo = 二 一 DC 一 3) 
因而 ， 多 项 式 插值 是 
Fersy) = 四 (z)[1.7u(y) 十 6.lw(y) 一 5.9w(y)] 
+ uz (2)[— 4. lv (y) — 4. 2009) + 3. 8249] as) 
+u [= 3. 20, (y) +2. 302(y) — L To (y)] 
+ u (I4. 9o (y) +7. 5w (y) + 2. Sus (y)] a 
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6.10.4 张 量 积 
如 果 把 例 1 中 的 函数 下 表示 成 项 x'y’ 的 和 ， 那 么 会 出 现下 列 12 项 : 
Lae x YTV TIT yy zy tty zy? a6) 
这 样 ， 我 们 用 二 元 多 项 式 的 12 维 子 空间 进行 插值 ， 这 个 子 空间 特有 的 记号 是 M OL. CRA 
个 线性 空间 的 张 量 积 ， 可 由 所 有 如 下 形式 的 函数 组 成 : 
(ary) re DaO) 
HP aE; ROE Mh. 《和 式 可 以 有 任意 多 项 数 . ) 不 难 证 明 (16) 式 中 的 函数 构成 这 个 空间 的 
一 组 基 . 
要 强调 的 一 点 是 刚才 概述 的 理论 可 应 用 于 一 般 的 函数 u; 和 wv， 而 并 不 仅仅 只 应 用 于 多 项 
R 它们 所 需要 的 只 是 基 性 质 ，( 在 抽象 理论 中 ， 可 以 直接 利用 算 子 P 和 Q 进行 讨论 ; MAX 
它们 的 详细 结构 将 不 记 人 分 析 过 程 . ) 
在 多 项 式 插值 的 张 量 积 方法 中 ， 一 般 情 况 将 涉及 空间 1.80, PHI KERR, Hp p 
和 9g 是 (2) 式 中 所 标 出 的 点 的 个 数 . 该 空间 的 一 组 基 由 下 列 函数 给 出 
y ery O<i< p—-10<j<q-) (17) 
因而 空间 中 一 般 元 的 形式 是 


pl el 


Cy) Fe D Dzy’ 
项 x'y’ 的 次 数 定义 为 ;十 ij。 从而， 空间 O, 1@I, 1 中 将 含有 一 个 次 数 为 PP 十 q 一 2 的 基 元 素 ， 即 
Zz*!y*!， 但 是 它 不 包含 所 有 ptq—2 次 的 项 ， 例 如 ， 不 会 出 现 z?y"* 项 ， 一 个 (+，y) 的 多 项 
式 的 次 数 定义 为 多 项 式 中 各 项 次 数 的 最 大 值 ， 所 有 次 数 至 多 是 次 的 二 元 多 项 式 空间 记 为 I 
(R). Ty CR?) PAD TG HSE OF HE SR AY a 
(219) re D Dozy = J) or'y' (18) 
t=O j=0 OSHS 
定理 1( 二 元 多 项 式 的 基 吨 数 定理 ) TCR) H-ARE HRS 
(ay) ery (<iti<h) 
证 明 显然 这 集合 生成 I,(R*)， 只 需要 证 明 它 的 线性 无 关 性 即 可 ， 因 此 ， 假 设 (18) 式 中 
函数 是 0。 如 果 y 取 定 一 个 固定 值 ， 例 如 y=y。， 那 么 等 式 


X (Sear )z'=0 


ERHAN ror 之 间 明 显 的 线性 关系 ， 因 为 这 组 函数 线性 无 关 ， 所 以 我 们 得 到 
Sast=0 (0<i<h 
在 上 面 等 式 中 ，y。 TREE OR. RUE 
yey @O<j<k) 
的 线性 无 关 性 ， 我 们 推断 出 对 所 有 Mj, H cs 一 0 m 
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推论 1( 二 元 多 项 式 推论 ) JL,(R*) 的 维 数 是 (1/2)(k 十 1)(k 十 2). 
证 明 定理 1 中 给 出 的 卫 (R*) 的 基 元 素 可 排列 如 下 : 


ht ry 
gto ghty y 
e ry ay jy 
从 而 基 元 素 的 个 数 是 
1424344 HD = ERDE 国 


回顾 一 元 多 项 式 的 情况 ，I1, 可 以 用 于 只 中 任意 十 1 个 结 点 集合 上 的 插值 ， 很 自然 地 ， 我 
们 对 二 元 多 项 式 期 望 ICR ) 也 可 以 用 于 任意 三 (1/2) (十 1) (十 2) 个 结 点 集合 上 的 插值 ， 然 
而 ， 这 个 期 望 不 会 实现 ， 一 个 简单 的 例子 将 说 明 这 一 点 ， 假 设 k=1， 这 样 n=3，I1(R') 中 的 
一 般 元 具有 形式 
cotartcey 
假如 我 们 要 求解 三 个 结 点 (zx,，y,) 上 的 插值 问题 ， 那 么 我 们 就 要 求解 一 个 线性 方程 组 ， 它 的 系 
数 行列 式 是 
1 zl xy 
1 zx y 


1 zs ys 
因为 这 个 行列 式 表示 项 点 是 给 定 结 点 的 三 角形 面积 的 两 倍 ， 所 以 当 这 些 结 点 共 线 时， 行列 式 是 
零 ， 央 此 这 种 情况 的 插值 问题 (一 般 而 言 ) 是 不 能 解 的 . 
6. 10.5 几何 图 形 

刚才 所 考虑 的 问题 表明 结 点 集 N 的 几何 图 形 将 决定 是 否 可 能 在 N 上 用 LL(R?) 插 值 ， 当 
然 ， 结 点 个 数 应 该 是 n=(1/2)(k 十 1) (十 2)， 这 里 将 给 出 与 该 问题 相关 的 几 个 定理 来 表明 已 
知 的 结论 ，Gasca and Maeztu[1982] 给 出 下 述 定 理 . 

定理 2(Gasca 和 Maeztu 定理 ) 著 (1/2)(k 十 1)(k 十 2) 个 结 点 集合 位 于 直线 Los Ls s La 
LAROTA DL 恰好 包含 i 十 1 个 结 点 ， 则 在 子 空间 [I(R*) 中 可 以 对 这 些 结 点 上 的 任意 数 
据 进行 插值 . 

ER 设 W 表示 结 点 集 ， 假 设 定理 的 前 提 条 件 成 立 ， 我 们 有 # (NN NLD =i+1, Hp 
号 # 表示 集合 中 元 素 的 个 数 ， 集 合 N OL, 一 定 两 两 不 相交 ; 否则 ， 将 会 出 现下 列 矛盾 


i 
#N <P AN NLO= GED =fEtDE+2 


因为 结 点 个 数 等 于 空间 LI (R?) 的 维 数 ， 所 以 只 要 证 明 齐 次 插值 问题 只 有 0 解 就 够 了 ， 因 此 ， 
设 PE 及 (RD)， 并 且 假设 对 N 中 每 一 点 (z，?) 都 有 p(z，y) 二 0， 对 每 个 i， 设 4 是 描述 L; 的 
线性 函数 ; 
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L, 一 (Cry):p(ry) =0 OSES) 
注意 到 +E 至 少 有 十 1 个 零点 ; NOL 中 的 点 . 由 贝 祖 定理 (后 面 给 出 ) 知 ，4& 是 p 的 
央 式 .因为 (Pi) 十 人 至少 有 大 个 零点 ， 并 且 4 一 定 是 /4 的 因 式 ， 故 而 可 以 重复 以 上 讨 
论 过 程 ， 在 第 & 步 之 后 ， 我 们 得 知 44 …4A BRP. AN p 的 次 数 至 多 是 次， 所 以 p Be 
Cole 的 一 个 数量 倍数 ， 因 为 p 在 NN NL EFH Ot 不 是 零 ， 所 以 p 一 定 是 0. a 
WEB. #pELR), qeM.(R), HH pe +g 的 零点 数 多 于 km, WA pAg 
一 定 有 非常 数 的 公共 因 式 .因为 这 个 定理 限制 在 R: 中 ， 所 以 也 适用 于 定理 2， 后 面 将 给 出 一 个 
定理 2 的 算法 证 明 ， 其 中 并 不 需要 用 到 贝 祖 定理 . 
例 2 图 6-17 所 示 结 点 集 适 合 空间 I,(R*) 中 的 插值 . 


图 6-17 ID,(R*) 中 的 插值 结 点 集 Lt 
在 高 维 室 间 尽 * 中 ， 可 给 出 与 定理 2 密切 相关 的 一 个 定理 ， 我 们 借助 习题 6. 10. 5 得 知 
HR 的 维 数 是 (1 “)，Chung and Yao[1977] 给 出 下 述 定理 


k 
定理 3(Chung 和 Yao 定理 ) Rk Ad, 和 (人 ). HABER ABR zi 
fee tte te 其 存在 R< 中 的 超 平面 月; ， 其 中 1<i<n 和 1<j<h， 使 得 
sa EU HSIA: U<ij<m a9) 


则 可 用 由 (R*) 中 的 多 项 式 插值 这 个 结 点 集 上 的 任意 数据 . 
证 明 每 个 超 平面 都 是 非 零 线性 函数 的 零点 集 ， 因 此 我 们 记 
H; = {z € R4t 4,(z) = 0} 
其 中 4 (RD). RBM 


i 
aw = [s A<i<n 
j 


于 是 ， 由 条 件 (19) 知 z 不 属于 超 平 面 Ha。，Ha，…，H。 PALER, MARIS < 
有 4 (2A, BRIER T 9. (= ) 天 0. 

青 根据 条 件 (19)， 假 如 Ad, WA MIA vH z EHan, AU 4 (zj) 和 g,(z,) 都 为 0， 这 
样 ， 如 果 我 们 令 pi(z) 二 gq,(z)/g.(z,)， 将 有 基 性 质 p;(z,) 二 6;， 因 为 ELRO, ATRE 
到 用 4 次 多 项 式 在 这 些 结 点 上 插值 函数 f 的 拉 格 朗 日 型 公式 : 


P(z) = > F(z) pi (2) a 


mi 
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一 个 满足 定理 3 假设 条 件 的 结 点 形状 如 图 6-18 所 示 . 其 中 维 数 d 一 2， 次 数 & 一 2， 结 点 个 
数 "一 6. 


Hn = Hs = Ay 


Hy = Hy = He 
Ha = Hs = Hoy 


图 6-18 定理 3 的 图 解 


涉及 任意 结 点 集 上 多 项 式 插值 的 一 个 很 弱 的 结果 如 下 . 

定理 4( 插 值 任意 数据 的 可 能 性 定理 ) 空间 RÆTTAR p4 kil 个 不 同 结 点 集 
上 的 任意 数据 插值 的 . 

证 明 ”假设 结 点 是 (zx,，y,)， 其 中 0<i<hk， 我 们 选择 线性 函数 

LCrz,y) = ar 十 如 十 c 
使 得 & 十 1 个 数 4 一 L(x,，y,) 都 不 相同 (见习 题 6. 10. 16. ) 如 果 三 是 被 插值 函数 ， 我 们 找到 
PEMLCR), 使 得 PUI=fla, y), BA p | EM ROMA 
Cp e Oa yi) 一 力 (CCziyyi)) = pt) = flaysy) a 

形 如 fo CPR, FE LE I1(R?)， 被 称 为 岭 函 数 ， 因 为 /。/ ERRER, y= 
上 是 常数 ， 所 以 它 的 图 形 是 直 纹 曲面 ， 定 理 4 可 直接 推广 到 R“. 
6.10.6 牛顿 格式 

对 于 任何 一 种 插值 方法 ， 在 实际 实施 过 程 中 ， 具 有 像 -- 元 多 项 式 插值 的 牛顿 过 程 那样 的 算 
法 是 有 好 处 的 。 记 得 牛顿 格式 的 一 个 特点 是 从 在 结 点 mn mo es a, 上 插值 f 的 多 项 式 p 出 
发 ， 通 过 给 p 添加 一 项 ， 我 们 很 容易 得 到 在 结 点 s r ，…，z+i 上 插值 了 的 多 项 式 刻 ， 实 
际 上 ， 我 们 取 

a) = (2-2) (2-2) (x z) 
bo (x)= plz) + ala) 
c= (f(r) — pCa) glans) 

这 个 算法 的 好 处 是 可 逐步 构造 插值 多 项 式 ， 每 一 步 都 增加 一 个 新 的 插值 结 点 并 且 给 p 增加 新 的 一 项 . 

这 个 方法 的 抽象 形式 如 下 : 设 X 是 一 个 集合 及 了 是 定义 在 X 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 设 N 是 结 
AR. WMR PEN 上 任 一 插值 的 函数 ,而且 a 是 任 一 在 N 上 取 值 为 零 的 函数 ， 假 如 gor 
0， 则 表达 式 p* = pteq 给 出 了 在 N Ul EME 三 的 一 个 函数 户 " . 
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这 个 方法 更 一 般 的 形式 与 结 点 集 有 关 . 设 g 是 X 到 R 的 函数 .并 且 Z 是 它 的 0 点 集 ， 若 
EN OZ Ep HEEN \Z br MES- p/q WEN E 十 qr 插值 f. 
刚才 所 概述 的 方法 可 以 用 来 给 出 定理 2 的 一 个 算法 证 明 . 首先 ， 选取 pr CCR’), CE 
NAL 上 插值 /，( 用 定理 4. ) 我 们 用 向 下 归纳 继续 证 明 .， BREA CR) PRA p CE 
LUL 1U…UL 中 的 所 有 结 点 上 插值 f， 我 们 试图 构造 p,-; 具 有 牛顿 形式 
Por = Pit redra 
因为 给 p MMA LUL UUL PHAR ERE, BR p- 仍然 在 这 集合 中 的 结 点 
上 插值 /为 了 使 p EL PRAA EA f/， 我们 记 
f(x) = pir) Hra) Ober 6) (7) ENNL, 
由 此 我 们 推断 出 "在 W NL EWES p) Obit). RE, FE rE ROW 
足 上 述 要 求 ， 最 后 ， 因 为 > 是 ;一 1 次 的 ， 并且 (l，*…l) 是 一 i 十 1 次 的 ， 所 以 可 以 看 出 pi 
EI1(R*)， 这 个 算法 是 Micchelli[1986a] 给 出 的 . 
一 个 有 趣 的 事实 是 :，C(3?*) 中 根本 没有 n 维 子 空间 适合 在 任意 7 个 结 点 的 集合 上 作 插 值 (n= 
1 的 平凡 情况 除外 ，， 也 许 是 哈 尔 在 1918 年 第 -次 注意 到 了 这 个 事实 ， 他 是 这 样 论证 的 ， 假 设 
给 定 COR PnP u, u s u WRAER P n PAR, H p= las y). WR 
我 们 要 用 基 函 数 w 在 这 些 结 点 上 作 插 值 ， 我 们 就 不 得 不 求解 一 个 线性 方程 组 ， 其 系数 行列 
式 是 


ul pi) uC py) uC py) 
D= u a) a! 7 H(A) 
ulpa) ulpa) by pn) 


对 于 给 定 的 结 点 集 ， 这 个 行列 式 可 能 是 非 零 的 、 如 果 ， 我 们 让 前 两 个 结 点 在 只 * 中 作 连 续 的 移 
动 ， 同 时 在 移动 的 过 程 中 这 两 个 点 决 不 能 重合 ， 它 们 也 不 能 和 其 他 结 点 重合 ， 那 么 移动 的 最 终 
结果 是 这 两 个 结 点 相互 交换 了 最 初 的 位 置 ， 根 据 行列 式 法 则 ， 行 列 式 D 要 变 号 (因为 互 换 了 行 
列 式 的 第 一 行 与 第 二 行 )， 由 连续 性 知 ， 在 上 述 连续 移动 过 程 中 D 取 到 值 0， 因 此 ， 即 使 对 不 
重合 的 结 点 ，D 有 时 也 会 等 于 0. ER * 中 可 以 移动 两 个 结 点 并 不 经 重合 就 互 换 位 置 的 事实 是 
RER SPAM, RR ' 可 没有 这 种 特点 ， 这 说 明了 在 RR*，R，，… 中 处 理 插值 为 
什么 必须 有 点 不 同 于 R ' 中 的 插值 。 通 常 的 做 法 是 首先 固定 结 点 ， 然 后 再 询问 哪些 插值 函数 的 
子 空间 是 合适 的 . 
6.10.7 Shepard 插值 
刚才 所 述 插值 类 型 (其 中 子 空间 与 结 点 有 关 ) 的 一 个 很 一 般 的 方法 称 为 Shepard 插值 ， 它 的 

创始 人 是 D. Shepard[1968]. 设 ( 不 同 的 ) 结 点 如 下 : 

b= (ty) (<ign (20) 
因为 要 把 相关 概念 清晰 地 推广 到 R*， 只 *，…， 所 以 我 们 将 用 p 和 4 RRR :中 的 一 般 元 素 ， 接 
下 来 ， 我 们 选取 只 * XR* 上 的 一 个 实 值 函数 $， 使 其 服从 唯一 条 件 

gp,9) 一 0 SAW p=q (21) 
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出 现在 脑海 中 的 例子 是 Cp. = ll p-a Roo, D=lp-q|*. 然后 ,我 们 建立 一 些 完全 
类 似 于 一 元 通 近 中 拉 格 朗 日 公式 的 基 吗 数 .做 法 如 下 
u = TT HP acim (22) 


$C pis Pj) 


显而易见 这 些 函 数 具有 大 性 质 
ui(p;) = dy A<ij<n) 
这 是 (21) 式 中 假设 的 一 个 推论 。 由 此 可 得 
F= Dou, (23) 
各 
是 给 定 结 点 上 插值 f 的 函数 . 
例 3 当 gpP，9)= ll pall’ 时 ，Shepard 插值 公式 是 什么 ? 
解 设 p=(zxi, y), p=, VAR E, p)= ll p-p l? =ar) +(y—- 9)”. 
从 而 
-Ù T a2} + (y—y)? 
F(x,y) = Draw TT CESE TEE a 


例 3 中 计算 F(x，y) 的 算法 如 下 : 


input n, z. y 
input (xr). yi c) Sim) 
for i=1 ton do 
dy (r+ Gy)? 
for j=1 ton do 
dy (x2)? +O y)? 
end do 
end do 


从 而 
Fersy) = De [| d;/d; 


mi jai 


(还 没有 尝试 如 何 使 算法 效率 更 高 . 此 算法 中 含有 大 量 的 重复 工作 . ) 
Shepard 方法 还 有 另 一 种 变形 . 首先， 附加 是非 负 函数 这 个 条 件 ， 其 次 ， 设 


vp) = [f vp) = Yule) wip) = v.(p)/v(p) (24) 
a=) i=] 


FALE BAYT DN AR AA: WIR i Aj ELT BR pises Per Dar ees pa 之 外 的 所 有 点 v,(p) > 0, 我 们 有 
uCp) 三 0. 从 而 有 w(p) >0 而 且 w, 有 定义 .由 函数 的 构造 可 知 ,w,(p,) = 0, URO<w,(p) < 


LEA Dw) = 1. 下列 等 式 给 出 了 插值 过 得 


F= Df (pw = > (pp)u/u (25) 
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这 一 过 程 具有 前 一 种 形式 所 不 具备 的 两 大 优点 ; 即 如 果 数 据 是 非 负 的 ， 那 么 插值 F 是 非 
RAK, TAMR /是 常 值 函数 ， 则 F=f/. 这 两 条 性 质 表明 ,插值 下 继承 了 被 插值 函数 的 菜 
些 特征 ， 另 一 方面 ， 如 果 #$ 可 微 ， 那 么 下 在 每 个 结 点 上 都 呈现 出 一 个 平坦 点 ， 这 是 因为 w< 
1 及 w(p,) 一 6,， 使 得 结 点 是 每 个 w 的 极点 ( 极 大 点 或 者 极 小 点 )、 从 而 在 每 个 结 点 处 ww, 的 偏 导 
数 为 0， 因 此，F 也 具有 同样 的 结论 . 

当 函 数 上 是 欧 几 里 得 距离 的 方 赛 : 

xy 一 1z 一 ?1 >0) 
其 中 zx 和 > ER “中 的 点 ， 这 时 会 出 现 Shepard 插值 的 一 种 重要 情况 ， 我 们 将 会 看 到 p>1 时 乡 
可 微 ， 而 O<p<1 时 它 不 可 微 ， 只 需要 在 可 疑点 z=0 处 检验 简单 函数 g(x) = | ll RET. 
通过 函数 GO) = ‖ tu l 的 微分 可 得 到 g 在 点 0 处 的 方向 导数 ， 其 中 u 是 定义 方向 的 单位 向 量 , 
WA GO= | 11*， 所 以 当 0<<p<1 时 ， 它 在 点 +=0 处 导数 不 存在 ， 而 对 p>>1，G (0)==0. 
w 的 公式 可 有 下 面 两 种 形式 : 
w(x) = I lzr—z, XI lz- z; ll 


jae 


wa) = e= A/D lax ll” 


由 于 第 二 个 方程 的 右 端 在 点 x, 处 呈现 不 定型 co/co， 所 以 要 谨慎 使 用 . 

为 了 使 单个 结 点 上 的 数据 对 插值 函数 在 远离 结 点 的 点 上 有 较 小 的 影响 ，Franke 和 Little 设 
计 了 局 部 多 元 插值 方法 ， 给 定 结 点 (x,，y,)，1<<i<<n， 我 们 引入 函数 

Bry) = (rr =a FG wh 

下 标 十 表示 当 括号 内 是 负 值 时 ， 用 0 RARER. M, VERRA, yO ERS HY AP 
情况 ， 参 数 影响 函数 的 光滑 性 ， 参 数 rn 控制 g, 的 支撑 集 ， 从 而 ， 假 如 (z，y) 距 离 (z,， y) 
超过 个 单位 ， 则 g C, y)=0. 

如 果 选 择 ,是 (zx;，y,) 到 其 最 邻近 结 点 的 距离 ， 那 么 gC, y=. R, TAFIR 
数 插值 任意 函数 了 


D fenyg asy) 
各 


6.10.8 Sts 

从 构建 三 角 齐 分 开始 ， 给 出 在 R * 上 插值 函数 的 另外 一 个 基本 方法 ， 通 俗 地 说 ， 就 是 连接 
结 点 画 出 三 角形 ， 最 终 有 一 族 三 角形 Tis Ta, Tn. 我 们 把 这 些 三 角形 的 配置 看 作 三 角 剖 
分 ， 它 们 必须 满足 以 下 法 则 : 

1. 每 个 插值 结 点 必须 是 某 个 

2. 配置 中 三 角形 的 每 个 也 定 是 结 点 . 

3. 如果 一 个 结 点 属于 一 个 三 角形 ， 那 么 它 一 定 是 那个 三 角形 的 顶点 ， 

法 则 3 的 要 求 是 不 允许 出 现 图 6-19 所 示 的 结构 . 

三 角 章 分 上 最 简单 的 插值 类 型 是 分 上段 线性 函数 ， 它 在 所 有 三 角形 的 所 有 顶点 上 插值 函数 


角形 T; 的 顶点 . 
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了. 在 任意 三 角形 T, 上 ， 规 定 线性 函数 为 

E(asy) 一 air 十 py 十 ci (I YET, 
4 的 系数 由 T 顶点 上 给 定 的 函数 值 唯一 确定 ， 这 可 以 看 成 是 定理 2 的 一 个 应 用 ， 因 为 定理 中 
WL, 可 选取 三 角形 的 一 边 ， 而 Lo 可 以 看 作 是 与 L, 平行 的 一 条 直线 并 且 包 含 不 在 L， 上 的 那个 
顶点 . 


图 6-19 不 合 规定 的 三 角 章 分 


考虑 一 下 图 6-20 所 示 的 情况 连接 (zx,，y) 与 (x;，ys) 的 线段 是 两 个 三 角形 的 公共 边 . 
这 条 线段 可 表示 为 
{tzary) HAD (23493) 10S <1) 


Ga y2) 


oo Gew 


Gs ys) 


图 6-20 三 角 剖 分 


变量 : 可 以 看 作为 线段 上 点 的 坐标 ， 当 把 线性 函数 6, 限制 在 这 条 线段 上 时 ， 它 是 单 变量 HR 
性 函数 ， 即 
a, (tz: + 1 — 1) 23) +b y: + Dy) ty 
RA 
(ay x2 一 aizs +b y: — bys t+ Caras +, ys ta) 
这 个 1 的 线性 函数 由 (xz:，y) 和 (xz;，ys) 上 的 插值 条 件 完全 确定 。 同 样 的 结论 也 适合 线性 函数 


[433] 
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b. WTA WG 在 这 条 线段 上 一 致 ， 并 且 定 义 在 Ti UT, 上 的 分 段 线性 函数 是 连续 的 ， 这 就 证 
明了 如 下 结论 . 

定理 $( 定 理 ) 设 {T,，T,，…，T。) 是 平面 上 的 三 角 剖 分 .在 所 有 三 角形 T 的 所 有 顶点 
上 取 指 定 值 的 分 段 线性 函数 是 连续 的 。 

接 下 来 考虑 三 角 剖 分 上 分 段 二 次 函数 的 使 用 ， 在 每 个 三 角形 了 上， 规定 二 次 函数 为 

gzyy) = aiz? tarry tasy t+azrtasytas 

要 确定 6 个 系数 需要 6 个 条 件 。 三 角形 顶点 及 各 边 中 点 上 的 值 组 成 了 这 样 的 一 组 条 件 ， 其 次 ， 
定理 2 的 应 用 还 表明 这 种 插值 总 是 唯一 可 能 的 .实际 上 ， 在 那个 定理 中 ，L: 可 以 是 三 角形 的 
Ws 上 可 以 是 经 过 不 在 L: 上 的 两 个 中 点 的 直线 ， 而 Lo 是 含 剩余 顶点 但 不 含 其 他 结 点 的 直 
线 ，( 见 图 6-21. ) 同 理 ， 因 为 三 角形 一 条 边 上 的 三 个 给 定 的 函数 值 确定 了 该 条 边 上 的 一 元 二 次 
冰 数 ， 所 以 ， 我 们 可 以 看 出 整体 分 段 一 次 函数 是 连续 的 . 


图 6-21 应 用 定理 2 


6. 10.9 移动 最 小 二 乘法 

另 一 个 光滑 的 并 且 插值 多 元 函数 的 通用 方法 称 为 移动 最 小 二 乘法 ， 首 先 ， 我 们 在 一 般 背 景 
下 了 阐明 这 种 方法 ， 然 后 给 出 一 些 特例 . 

我 们 从 一 个 集合 X 开始 ， 它 是 所 涉及 函数 的 定义 域 ， 例 如 ，X 可 以 是 R ， RRH EMH 
子 集 ， 其 次 给 定 一 组 结 点 {x ，z: ，…，z,}， 菜 个 函数 / 在 这 些 点 上 已 采样 ， 这 样 ， 对 1<i 之 
nH A(z,) 已 知 ， 为 了 进行 通 近 ， 我 们 选取 一 组 函数 m, w, =, un 它们 是 定义 在 X 上 
的 实 值 函 数 ， 相 对 于 n Bem 通常 非常 小 . 

在 熟知 的 最 小 二 乘法 中 ， 给 出 了 一 组 非 负 权 zw 二 0. 我 们 试图 找到 系数 o, cs e, cn 来 
极 小 化 表达 式 


È [Fe Soud Fu, 
这 是 残 差 的 平方 和 ， 如 果 我 们 记 


Ce = YA dg w; Isl =“ 
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那么 可 应 用 内 积 空间 中 的 逼近 理论 ， 而 且 正 交 性 条 件 
J= Seu, Lu, A<i<m) 
刻画 了 极 小 化 问题 解 的 特征 。 由 此 式 可 以 导出 正规 方程 
Saw = (fous) G<i<m) 
那么 移动 最 小 二 乘法 与 刚才 概述 的 过 程 有 何不 同 呢 ? 此 时 ， 允 许 权 w 是 zx 的 函数 ， 虽 然 下 列 
记号 可 能 会 更 好 ， 
(fog): = Eadem la) 
但 是 通常 的 最 小 二 乘法 的 形式 仍然 可 以 保留 ， 现 在 正规 方程 应 该 记 为 
Yoru, Uj, = (fui. 


je 


‘SS 24 3 EB E 

g(r) = > ci(z)w(z) 
因为 正规 方程 随 x 一 起 变化 ， 如 果 m 较 大 ， 部 么 产生 这 个 函数 所 需要 的 计算 将 是 难以 完成 的 . 
因此 ，m 通常 不 大 于 10. 

权 函数 可 用 来 达到 几 个 预期 的 效果 .首先 ， 如 果 we, (z) 在 z, 处 是 “巨大 的 ”， 则 函数 5 在 
zi 处 几乎 插值 /， 在 极限 情况 下 ，w; (z,) = 十 co 而 且 g(x) = fC). MRH r 离开 x 时 
wz) 快 速 减 少 到 0， 那么 远离 x, 的 结 点 对 g(zi) 几 乎 没有 影响 . 

为 在 空间 R“ 中 实现 这 两 个 目标 ，w 的 一 种 选择 是 

wz) = |z- az |? 
其 中 可 使 用 任何 范 数 ， 当 然 欧 几 里 得 范 数 是 常用 的 . 

如 果 移 动 最 小 二 乘法 过 程 中 只 用 单独 一 个 函数 um (2) =1, 而 且 选取 刚才 所 提 到 的 权 函 数 ， 
那么 可 以 导致 Shepard 方法 ， 为 了 理解 这 一 点 ， 这 时 cy(z)=c(z)，w (zx) 二 u(z) 二 1， 正 规 方 
程 记 为 

cx) uu)s = (fru); 


通 近 两 数 是 
B(x) = c(z)u(z) = cz) = (fs)s/ (usu), 
= Dawa Sw, (2) 
MR w(x) = |z- az; I * ,那么 去 掉 奇 点 以 后 ,w/w AMER: CER x, 取 值 为 1 而 在 其 
他 结 点 处 取 值 为 0. 


6.10.10 多 重 二 次 插值 
另 一 个 多 元 插值 过 程 是 R. L. Hardy 提出 的 . 它 的 基 丽 数 是 所 谓 的 多 重 二 次 函数 
z(p)= {l p- p: l? teye (<i<n 
其 中 的 范 数 是 欧 几 里 得 范 数 ，c 是 参数 ，Hardy ÆN c 等 于 结 点 间 平 均 距离 的 0.8 倍 ， 在 利用 
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这 些 函数 的 插值 过 程 中 ， 我 们 需要 知道 其 系数 矩阵 (zx ( 户 )) 是 非 奇 异 的 ， 这 个 结论 是 由 
Micchelli[1986b] 证 明 的 . 

有 关 多 元 插值 方面 更 多 的 参考 文献 是 Chui[1988]、Hartley[1976]、Micchelli[1986a]、 
Franke[1982] 以 及 Lancaster and Salkauskas[1986]. 

Shepard 插值 方法 的 参考 文献 是 Shepard[1986]、Gordon and Wixom[1978], Newman and 
Rivlin[ 1983], Barnhill, Dube, and Little[1983]、Farwing[1986] 以 及 Cheney and Light[1999]. 


习题 6. 10 
1. 给 出 一 个 算法 用 于 确定 R* 中 的 点 集 NM 是 否 可 以 表示 成 (2) 式 中 的 笛 卡 儿 积 ， 如 果 可 以 分 解 ， 则 算法 应 该 提 
HAF. 
,对 于 下 列 每 个 包含 关系 ， 或 者 证 明 它 是 对 的 ， 或 者 证 明 它 是 错 的 ; 
a. Hy @ Um SN, rm R?) 
bh (RYGH.@on» IP R=max(n, m) 
cM ROSNO, 其 中 =min(n, m) 
,证明 dimyL(R 3?) 二 (1/6)(k 十 1)(k 十 2)(k 十 3)。 其 中 空间 是 由 次 数 至 多 是 六 次 的 所 有 三 元 多 项 式 组 成 . 
， 本题 和 下 题 涉 及 d 元 多 项 式 . 给 每 个 变 元 标注 下 标 并 把 它们 放 在 一 个 称 为 x 的 向 量 中 ， 
z= {nr rE RY 
现在 我 们 需要 多 重 指标 的 概念 ， 这 是 一 个 d 维 的 非 负 整数 


a= {asas saa} E Z1 


四 


我 们 定义 
T = Mabry 
它 被 称 为 一 个 多 项 式 并 且 它 是 d 元 多 项 式 的 基本 构件 ， 多 重 指标 a 的 阶 定义 为 
lel=atat+"+os 
我 们 注意 到 多 项 式 z 的 次 数 恰好 是 | a | ， 证明， rrt 并 证 明 : EMMA 的 d 元 多 项 式 可 以 表 
示 成 下 列 形式 : 


er 


RI REAM ESR kd 元 多 项 式 集合 ， 证 明 : 这 个 可 的 维 数 是 (“1“). 


， 证 明 课本 中 ( 例 ! 的 前 面 ) 有 关 算 子 PQ 的 插值 性 质 . 

如 果 6 个 结 点 的 集合 位 于 一 个 椭圆 上 ， 或 者 抛物 线 上 ， 或 者 双 曲 线 上 ， 或 者 一 对 直线 上 ， 证明 ， 在 这 个 结 
点 集 上 用 fl.(R*) 插 值 一 般 是 不 可 能 的 . 

.什么 类 型 的 二 元 多 项 式 适合 在 图 6-22 所 示 结 点 集 上 的 插值 ? 


ao 


r 


. . e. e > 
. 8 o < . 8 o 
. . 。 
. . 。 . 。 . o . 。 o 
a) b) 9 4) 
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9. 证明: 下 列 函数 是 LON 的 一 组 基 : 
y rry? (0 过 i 和 ma0 和 jj 入 四 
10. 利用 函数 Kp. D= lpgli, MERAH Shepard 插值 形式 的 公式 ， 记 住 ， 这 里 的 范 数 是 | (x, y) | 一 


maxf [ris ly}. 


11. 下 列 形 式 的 二 元 多 项 式 


Pr) = J) ory 
oie 
称 为 至 多 大 次 的 多 项 式 ， 如 果 有 一 个 系数 cs AOR i 十 j 二 k， 我 们 称 下 是 大 次 的 ， 证明， 一 个 次 二 元 
多 项 式 与 一 个 m 次 二 元 多 项 式 的 乘积 是 一 个 玫 十 次 的 多 项 式 . 
12. 考虑 个 结 点 两 个 变 元 的 Shepard 插值 ， 而 且 函 数 # 定 义 为 #( 户 ，9) 一 |p 一 g :试问 什么 样 的 多 项 式 空 
间 [1(R') 包 含 所 有 的 基 范 数 ? (给 出 最 小 的 ) 
13. SEM (RIKEN CR). 证明: f° CE UI(R:)， 试 间作 (R*) 中 每 个 元 都 可 以 用 这 种 方式 得 到 凤 ? 
14, 假设 一 个 矩形 的 边 分 别 与 坐标 轴 平 行 ， 以 矩形 的 顶点 为 缚 点 .证 明 ， 下列 多 项 式 可 以 对 这 4 个 结 点 上 的 任 
意 数据 作 插值 . 
PT) = athe teytdry 
15. 证 明 ， 一 个 线性 多 项 式 
ploy) 一 ar 十 好 十 c 
在 一 个 三 角形 的 顶点 上 总 可 以 作 插 值 ， 给 出 两 种 证 明 ， 其 中 一 种 证 明 要 基于 定理 3. 
16. 证 明 : 如 果 给 定 R* 中 有 个 不 同 的 点 x,， 那 么 存在 一 个 向 量 6 使得 个 数 # = (七 ， 纪 都 不 相同 ，( 定 理 4 
需要 这 个 结论 . ) 
17. 车 U 和 V 分 别 是 X 和 Y 上 函数 的 向 量 空间 ， 则 UV 由 所 有 函数 w 组 成 ， 其 中 w 可 表示 为 有 限 和 形式 ， 


(zyy) = Duo u EU, EV 
a 

WER, FU 和 V 都 其 有限 维 的 ， 则 dim(UQV) = dimU X dimV. 

18. 证 明 ， 对 于 算 子 了 
Lf = Dye, dw, 
各 

下 列 性 质 等 价 ， 

a 对 所 有 1，minf(z)<LF<maxf(z). 

bre > 03K Su, =1, 

a 

19. DEPI E TD A ERA A = AA BA — EAER E EENG? EA ES PA A A. 
计算 机 习题 6. 10 

编写 并 测试 一 个 实施 Shepard 方法 的 有 效 代码 ， 用 户 要 具体 指定 结 点 (z ，y% )， 纵 坐标 6 ， 以 及 一 捉 点 . 
在 这 些 点 上 可 以 求 出 Shepard 插值 的 值 。 如果 有 可 能 ， 得 到 图 形 的 输出 信息 . 
6.11 连 分 式 


在 数学 应 用 中 出 现 的 许多 特殊 函数 都 是 用 无 穷 过 程 来 定义 的 ， 例 如 级 数 、 积 分 和 迭代 等 . 
连 分 式 就 是 这 种 无 穷 过 程 之 一 ， 连 分 式 的 一 个 范例 是 由 Lambert 于 1770 年 给 出 的 ; 
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tnr =—— > (Jz|<D a) 
x 
1+ 
4z? 
3+ oz 
5 十 
16x? 
ttita 
它 还 可 以 写成 
2 4x? 92? 16x? 
wl ey (2) 


上 面 等 式 的 右 端 表示 这 样 的 一 个 极限 : 在 (2) 式 中 第 ”项 后 终止 的 表达 式 给 出 了 一 个 完全 确定 
的 函数 fr: 


fala) = EM Goa iat 


IFIFSF 2n—1 
这 称 为 连 分 式 的 nn 次 渐 近 分 式 . (2) 式 意味 着 

tanz = limfa (zl<1 (4) 
如 果 我 们 假设 这 等 式 正确 ， 那 么 就 有 另 一 种 计算 正切 函数 值 的 方法 ， 该 方法 是 否 实用 与 (4) 式 
中 收敛 的 如 度 有 关 ， 为 了 用 数值 方法 来 判断 这 一 点 ， 对 n> 我 们 用 序列 ANDHA tan’ 
(1/V3) = x/6%0. 523 598 775 6. 结果 如 下 ， 


(n> 2) (3) 


LAD 
0. 519 615 
0. 523 892 
0. 523 577 
0. 523 600 
0. 523 599 
7 0.523 599 
这 数 表 显示 在 第 6 次 渐进 分 式 中 就 可 得 到 6 位 小 数 的 精度 . 
6.11.1 递归 公式 


anewa 


计算 连 分 式 并 不 像 计算 级 数 那么 容易 . 对 于 一 个 无 穷 级 数 , 例如 Da, 我 们 用 公式 


St =S, Hann 计算 部 分 和 ,其 中 S, = Dhow, 我 们 对 连 分 式 考虑 类 似 的 问题 ， 


C= as... 
btb ees 
我 们 要 找到 一 个 递归 公式 用 于 计算 相继 的 渐进 分 式 : 


C= By Bt Be E (6) 


6) 
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为 了 暂时 使 用 ， 我 们 引进 函数 
G52 cas tes ati as . 
FAD = EE” Ba TETE n 


显然 ， 我 们 得 到 
C, = /.(0) 


为 了 从 fai DR /.(z)， 首 先 我 们 看 出 
o= fos (gS) 


通过 直接 计算 ， 有 
1o sg Ta 
_ ah tar 
Si) = Teta ths 
Rta aybrby +aias + Carbs) x 
à bibb, + azb, + bia, + bib: +a; )z 
上 面 所 出 现 的 模式 使 人 联想 到 
Ay + Aix 
SO = Bes ">D (8) 
其 中 
{ Ay = 0A, =a, 
Ay =b, Ani HaAn  (n>2) (9) 
以 及 


{ B, = 1,B, = 
B, = 6,B,1+@,B.2 (n>2) (10) 
定理 1( 连 分 式 定理 ) BORA (a) ARG, LEIA, So FAA (B, Soo 

分 别 由 (9) 式 和 (10) 式 定义 ， 则 
c= a>) an 


证 明 对 指标 1，2，3， 已 经 证 明了 (8) 式 正确 ， 现 在 假设 对 指标 1，2，…，n 一 1，(8) 式 
也 成 立 ， 于 是 


L= fos (55) 


一 Avr + As san/(b, + z) 
Bi + B.aa,/(b, +2) 


Ai (b, +2) +A,-20, 
By (6, +x) + By 2a, 


一 4 十 Aiz 
B,+ Bix 
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根据 数学 归纳 法 知 (8) 式 正确 ， 那 么 ， 当 然 有 
C, = Fao) = A B 


这 里 推导 出 来 的 递归 公式 构成 了 一 个 有 效 算 法 的 基础 ， 例 如 ， 本 节 一 开始 给 出 tan N3) 
的 数值 结果 ， 就 是 用 这 个 递归 公式 计算 的 ， 从 a 二 +、b, 二 1 开始 ， 并 且 a, 一 (n 一 1)?x? 及 b= 
2n—-1, 
6.11.2 级 数 到 连 分 式 的 转换 

应 用 数学 中 许多 重要 的 特殊 请 数 都 有 连 分 式 展开 ， 有 关 信 息 可 参见 Abramowitz and 
Stegun[1964]， 相 关 的 教科 书 有 Khovanskii[1963]、Perron[1929] 以 及 Wall[1948]， 我 们 只 在 
这 里 简要 地 说 明 一 个 过 程 ， 通 过 它 可 从 级 数 得 到 连 分 式 . 

定理 2( 级 数 到 连 分 式 定理 ) 


SE 1 ai r. See LEYA 
An avanta ntan ata, 2) 
证 明 这 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 我 们 把 它 留 给 读者 作为 习题 6. 11.17. a 
为 解释 如 何 使 用 该 定理 ， 我 们 用 arctan x 的 麦克 劳 林 级 数 构造 出 一 个 连 分 式 ， 
arctan rman PHE E yw 
= 1 ee ee ee AEA 
Tt ttt 
a @")? (323)? (x4)? ay 
ri—ax'+(—3x3) (327) F Gx) — Gr) + Te) — 
z -r — 92" — 252? 


“TF —34 3245452 —7— 
我 们 注意 到 ， 如 果 连 分 式 中 某 一 分 量 分 式 的 分 子 和 分 母 都 被 乘 以 相同 的 量 ， 那 么 下 一 个 分 量 分 
式 的 分 子 也 会 受到 影响 ，( 为 什么 ?) 

对 于 ne, 4 

a, 一 一 (2n 一 3)2z M b, = (— 1)"[(2n— 3r — (2n—-1)] 

对 给 定 的 x MA, (OR, CLO) ACL) RAT FF aM arctan zx， 不 过 ， 利 用 这 个 连 分 式 计算 
arctan x 的 算法 要 远 比 基于 计算 麦克 劳 林 级 数 部 分 和 的 算法 复杂 很 多 ， 而 这 两 个 算法 产生 相同 
的 数列 ， 可 以 看 出 ，(1) 式 中 arctan x 的 兰 伯 特 连 分 式 与 通过 麦克 劳 林 级 数 推出 的 连 分 式 是 不 
同 的 ， 为 进一步 看 清 这 个 问题 ， 我 们 用 下 列 级 数 的 部 分 和 计算 arctan(1/V3) ; 
FASTES] 
0. 577 350 
0.513 200 
0. 526 030 
0 
0. 


Bones 


. 522 976 
. 523 767 


a 
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0. 523 551 
0. 523 612 
0. 523 595 
0. 523 600 
10 0.523 598 
11 0,523 599 
12 0.523 599 


oono 


把 该 数 表 与 由 连 分 式 (1) 产 生 的 数 表 作 比较 表明 ， 就 这 个 例子 而 言 ， 连 分 式 比 级 数 收敛 的 更 快 . 


习题 6. 11 
1, 证 明 ， 


1 
RE, 令 工 等 于 这 个 连 分 式 ， 然 后 查看 
.( 续 ) 对 上 题 中 的 连 分 式 ， 证明 ， 


P 


3. 证 明 ， 


其 中 u=(1/4)(z 一 1). 
= ( 续 ) 对 上 题 中 的 连 分 式 ， 证 明 ， 


5. 证明， 


” 


比较 计算 下 列 函 数值 的 两 种 方法 : 


即 习题 6.7.6 给 出 的 泰勒 级 数 展开 式 和 连 分 式 


fay = ler (d 1 2 3 4 ) 


272 工 十 Zr 十 工 十 2 十 工 二 
7 证明 : 区 间 0<z<1 中 每 个 实数 都 可 表示 成 下 列 形式 的 连 分 式 (也 许 是 可 中 止 的 ) 


其 中 每 个 入 都 是 正 整数 . 
8. 证 明 ， 如 果 


并 且 a 和 4 都 是 正 的 ， 那 么 连 分 式 的 渐进 分 式 交替 地 大 于 BNF r.. 
.使 用 (8) 式 的 记号 ， 证明: f 是 递增 的 当 且 仅 当 4A。,B.>A.B。，. 
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10. 计算 出 利用 (9) 式 和 (10) 式 的 A,/B. RC. 过 程 中 长 运算 的 个 数 . 
11. 证 明 :(11) 式 的 连 分 式 中 任意 两 个 相继 的 渐进 分 式 服从 方程 


AE 2 (py & 


Be Bey BB, 
12. ( 续 ) 利 用 上 题 的 结论 证 明 习 题 6. 11. 8. 


13. EA: MRN b 都 是 正 的 并 且 ai 二 1， 那 么 对 所 有 n WAB >m, b). 
14. 证 明 : MR >0 并 且 a 二 1， 那 么 作为 n RM B.B. ,应 该 是 递增 的 . 


15. 证 明 ， 如 果 儿 之 1=a,， 那 么 (11) 式 中 的 连 分 式 收 伊 . 
16. 如 果 


a 
7 


B FiF 


B+ 


求 出 B, 的 递归 公式 . 
17. 证 明 本 节 中 的 定理 2， 提示 ; 用 数学 归纳 法 


18. 证 明 ， 
二 
十 1 二 十 2 一 十 3 二 工 十 4 一 
19. ( 续 ) 证 明 ; 
提示 ， AE. 
20, 证 明 ， 函数 
pope Ope eat Sere 
sha) = eae ie 
可 由 下 列 算法 递归 生成 ， 
= pb) 
PAES) aa) 
其 中 
Pox) =0, p(x) 一 1 
Pass (2) = zp, l2) + (n+ D pai lr) 
以 及 


g(z) =1, aa) =x 
dani (2) = 29, (2) + (nt Days (2) 


21. 假设 下 列 连 分 式 收敛 ， 求 出 它 的 值 : 


LL 
5 十 5 十 5 二 5 二 
22. Rih x 的 值 : 
a 
ae oes ces 
23. 求 出 工 的 值 : 
Ee 1 
Et eae et 


24. 如 果 
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GMD TE SESE ate 
你 如 何 从 fa 得 到 fr? 
25. RV 6H 6+ V6 十 … 的 值 . 
26. 假设 连 分 式 
1 1 1 
iar” > 
收 俩 ， 确 定 一 个 它 关 于 工 的 闭 型 表达 式 . 
计算 机 习题 6. 11 
1. 利用 习题 6.11.3 中 的 等 式 ， 编写 一 个 计算 Vz 的 程序 ， 并 通过 打印 出 前 50 项 渐进 分 式 值 的 数 表 来 计算 


við. 100, 1000, v10 000. 

,编写 一 个 计算 arctan(1/Y3) 的 程序 ， 不 要 使 用 下 标 变量 并 与 课文 中 的 结果 作 比 较 . 

,编写 一 个 计算 机 程序 用 于 计算 (1) 式 中 给 出 的 arctan z 的 连 分 式 ， 利 用 如 下 基本 方法 : Bn, WORM 
开始 构造 出 适当 的 分 式 来 计算 其 中 的 f.(x)， 通 过 计算 x 'arctan(Y3) 来 测试 你 的 程序 ， 其 中 n=5, 10, 
15, 20. 


6.12 三 角 插 值 


首先 ， 我 们 同 顾 一 下 关于 通常 的 代数 多 项 式 插值 的 一 些 显著 的 事实 ， 如 果 十 1 个 函数 值 
由 下 表 给 出 : 


x |x |x 
?yw | |» 
那么 存在 唯一 一 个 次 数 委 ”的 多 项 式 p 插值 这 些 数据 ， 换 言 之 ， 
plr) = y; O<j<n) (2) 
假设 点 tos ty eo x, 是 相互 不 同 的 ， 但 是 对 数据 y, 没有 作 限 制 。 多 项 式 p MARRS 
妹 的 多 项 式 组 成 的 线性 空间 忌 , PER. TT, 的 一 组 基 由 函数 和 (z) 一 六 给 出 ，0<A<m 
6. 12.1 傅 里 时 级 数 
当然 ， 代 数 多 项 式 空间 N 不 适合 表示 周期 现象 ， 而 三 角 函 数 却 是 非常 适合 的 ， 在 选择 基 
本 三 角 函 数 之 前 我 们 必须 知道 问题 中 的 函数 周期 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 假设 被 插值 函数 是 周期 为 
2r 的 周期 函数 ， 于 是 ， 选 取 函 数 1，cosr，cos2r，… 及 sinr，sin2z，… 是 比较 适当 的 ， 傅 里 
叶 分 析 的 一 个 基本 定理 就 指出 : 若 了 是 2x 周期 并 且 有 连续 的 一 阶 导数 ， 则 伟 里 叶 级 数 


a) 


Ya 


> + Si ascoske + bsinkz ) (3) 
一 致 收敛 于 f。 该 级 数 中 的 傅 里 叶 系数 可 由 下 列 公式 计算 
a= +f f(Deoskdt w 


6 = ES’ rosinkdz © 
ale 
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所 引用 的 这 个 定理 使 我 们 确信 用 上 面 列 出 的 正弦 和 余弦 函数 来 逼近 2x 周期 函数 是 合理 的 . 
6.12.2 复 佬 里 叶 级 数 
传 里 叶 级 数理 论 中 的 许多 内 容 可 用 复数 指数 表示 成 非常 优美 的 形式 .回顾 欧 拉 公 式 : 


e? = cos? +i sing (6) 
其 中 站 一 一 1， 健 里 叶 级 数 为 
f(x) ~ È f@e* (7) 
其 中 
Fw = Lf foede (8) 


如 果 SERRE, HB AE AE C3) Sk BA Et 2 BH 7) SR SL Be A SB. 事实 
E 根据 (4) 式 ，(5) 式 ，(6) 式 和 (8) 式 ,我 们 有 
Fie) = 二 六 roreow —i sink Jdt = Lea ib) k20) (9) 
现在 ， 我 们 引出 下 述 定理 . 
定理 1( 伟 里 叶 级 数 定理 ) BEEAAM (a Iolo EL 
h=0 arsa bya = Plaid) 
则 


ao 


z 
WER 右 端的 级 数 可 以 写 为 


+ >) (aucoshr 十 bisinkr) = Dere” (10) 
A 2, 


LYS) Ca, its eoskr +i sinkr) an 
a 
如 下 列 计算 所 示 ， 该 级 数 的 虚 部 是 0. 


z È [asint 一 weowr] 
=f Vlassin@~ kr) — b scos(— kr)] — w4 L Dlasinke 一 weoskz] 
a 台 


=4 Jl- asinke + b,coske] 4 LS Cassinks —bcoskr] = 0 
a Fo 
(11) 式 中 级 数 的 实 部 是 


J Di larcoske + brsinkr] 
=F Die seost— kr) + bsin(— kr)] + $+ Fd [lacoste 十 bsinkr] 
bet ser 


=F + Darcoskr + bysinkr) Ê 
S 
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6.12.3 AR, HAR, HA 
复 希 尔 伯 特 空间 Lr PHARELLA 
(fig) = af f(x) gdr 
由 E (a) =e" (RP R=0, £1, £2, +) VA PRR E, 构成 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 中 函数 的 标 
准 正 交 系 .这 意味 着 当 "天 上 时 (已 ，E,) 一 0 并且 (E， 忆 ) 一 1， 这 可 以 从 下 面 的 计算 中 看 出 . 
当 nék ft 
(En E) = | E Edr = 去 | 党 ed 


=0 


LAP org 1 Oe 
= Hl eae = Fes 


显然 地 (E， 已 ?一 1， 而 且 函 数 E, 构成 一 个 标准 正 交 序列 . 
使 用 下 列 内 积 符号 将 会 很 方便 


m1 
(Sos = HDS n/N) RIN (12) 
a 


PARE CS. Py =0 不 能 推 得 /二 0， 只 能 得 知 在 每 个 结 点 2xj/N ERR f(r) MAE o, 
所 以 这 个 函数 不 是 一 个 真正 的 内 积 ， 但 是 它 符合 ( 复 ) 内 积 的 其 他 性 质 ， 它 们 是 ， 

复 内 积 性 质 

Lfs fry 20. 

2.(f, w= (ee fw. 

3. (af+Bg, hw =ab fs hw t+Blgy Ady. 

与 伪 内 积 一 起 ， 还 有 下 面 定义 的 伪 范 数 : 

If lly =VO Pw 

我 人 有 /上 x 一 0 当 且 仅 当 /(2xj/N)=0, 其 中 0<j<N 一 1. 

对 于 插值 而 言 ， 下 述 定理 起 着 决定 性 的 作用 . 

定理 2( 伪 内 积 定理 ) 对 任意 N 之 1， 我 们 有 

若 N 整除 一 m 


1 
(Ey Eq Dy = 
Ey = a a3) 


证 明 问题 中 的 表达 式 可 写 为 
LSA, /2 ZRI a I Sraa 
WS (EE) - 和 
如 果 N 整除 4 一 下， 那么 (& 一 mm)/N 是 整数 并 且 eN, e, GARBE 1, 它们 的 
平均 数 也 是 1， 另 一 方面 ， 如 果 km 不 能 被 N 整除 ， 那 么 em 天 1， 这 时 我 们 可 以 应 用 
几何 级 数 求 和 的 标准 公式 : 


其 结果 是 
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Erm 一 
EN 
Em 


6.12.4 指数 多 项 式 
一 个 次 数 至 多 是 n 次 的 指数 多 项 式 指 的 是 下 列 形式 的 任 一 函数 : 


P(x) = -Da = = JE) = Daler 
等 式 中 最 后 一 个 表达 式 说 明了 这 术语 的 来 源 ， 这 是 因为 它 表 明 已 是 变量 HKM<n 的 多 项 
R 下 面 两 个 结论 概括 了 指数 多 项 式 的 插值 问题 . 
EMI RERHME, Z) RE, AARE (2) =e", M(E, E, e, Evi RF 
448) 《12) 式 中 定义 的 内 积 (，，。)w 是 标准 正 交 的 . 
推论 1( 指 数 多 项 式 推论 ) 在 等 距 结 点 x 二 2nj/N 上 插值 给 定 函 数 /的 指数 多 项 式 由 下 列 
等 式 给 出 : 


P= Sa. 其 中 a = SE dw a4) 
证 明 Ha MEMAR, 我 们 计算 在 任意 结 点 zx 上 指数 多 项 式 的 值 ， 其 结果 是 
Hop (z= EEDE Cz,) 


r=) 


mee Aei 
=5 Ne ExG@Ey(2,) 
Pa 
= Myra, iS E GDE, (r) 
= NE 

pe 


= DIG EE Dy 


= f(x) a 
例 1 利用 推论 1， 给 出 N= 2 时 插值 的 显 式 公式 . 
解 ” 此 时 ，P 是 在 结 点 0 和 x 上 插值 /的 1 次 指数 多 项 式 ， 由 (14) 式 给 出 


P(x) = FL fo + find] 4 Hro HSD Je 


= Hro + FOO] + FLO) 一 f Je" C] 
推论 2( 指 数 多 项 式 推论 ) #n<N, HEARE 
w=2/N  O<j<N-1) 
EARS] Bob = ESF RE fORREAK DAE KF 6 = (f, Eyn. 
证 明 根据 定理 3， 关 于 (12) 式 定义 的 内 积 ， 函 数 zx ve* 构 成 一 个 标准 正 交 系 .于 是 利用 


449] 6. 8 节 中 的 定理 3 便 可 完成 证 明 . a 
在 推论 1 中 ,其 内 容 文字 的 选择 暗示 所 述 的 指数 多 项 式 是 唯一 的 . 为 证 明 这 一 点 , 假设 
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Sak. 是 在 点 co sti ye ty GEP z, = 2nj/N) 上 插值 了 的 指数 多 项 式 . 从 而 
台 


Saki) =f) O<j<N-)D 
Ford 
如 果 给 等 式 两 端 同时 乘 以 E, (一 zx;)， 然 后 再 对 j 求 和 ， 其 结果 是 


Ni Na N- 


Ma DE. (2,)E,(— x) = Sa E(x) 
根据 (12) 式 ， 可 以 推 得 ~~ > 
Sass En = (FE. n 
因为 (El，E,)w 一 8 ， 所 以 我 们 得 到 
a, = (f E)n = Ca 
习题 6. 12 
1. 利用 定理 3 和 推论 1 中 的 记号 ,证 明 : 如 果 指数 多 项 式 g(z) 一 Sarco 在 每 个 结 点 zi, 上 取 值 0 那么 系数 


ay 都 为 0 
2 ( 续 ) 利 用 上 题 的 结论 ， 用 另 一 种 方法 证 明 推论 1 中 的 插值 函数 是 唯一 的 . 
3. 证 明 : EE,=E,, 和 E,=E.,. 
4. TERA: MERR SA g 满足 
Nay tp BY mi 
WA gla =n fe Ee 
5. 用 一 个 适当 的 指数 等 式 的 实 部 和 虚 部 证明: 


1 p gamm 
: 


15 sin 28 = 0 


ra] Lat 


6。 证明 :(12) 式 中 定义 的 内 积 满足 它 后 面 的 三 条 人 性质 1，2，3， 并 问 为 什么 | 。|| BERM? 
6. 13 快速 傅 里 叶 变换 


伟 里 叶 变换 可 以 把 信号 分 解 成 为 它 的 组 成 频率 类似 于 一 个 楼 镜 把 白光 分 离 到 它 的 彩 光 分 
频带 ， 黑 镜 为 减少 白光 的 眩 目 而 只 让 籽 和 的 绿色 光线 通过 ， 用 同样 的 方式 ， 健 里 叶 变 换 可 以 用 
来 改变 信号 而 得 到 满意 的 效果 .通过 分 析 信 号 或 者 系统 的 分 量 频 率 ， 传 里 叶 级 数 和 变换 在 广泛 
的 应 用 领域 找到 了 它 的 用 途 ， 例 如 航空 器 和 宇宙 飞船 制导 、 数 字 信号 处 理 、 医 疗 成 像 、 石 油 和 
天 然 气 开发 、 求 解 微分 方程 等 ， 详 情 可 参阅 Briggs and Henson[1995] 或 者 Walker[1992]. 

本 节 致 力 于 三 角 插值 的 计算 方面 ， 特 别 是 ， 为 有 效 地 确定 6. 12 节 等 式 (14) 中 的 系数 ， 要 
详尽 地 阐述 称 为 快速 傅 里 叶 变 换 的 算法 ， 我 们 遵循 Stoer and Bulirsch[1980] 的 阐述 . 

假设 系数 cos cis cos ory cy AVE LMI] 6. 12 节 推论 1 中 的 那样 .我 们 记 


iS 
a= Nag fay W= gj 
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从 而 ,ci 是 一 个 N 一 1 次 多 项 式 在 点 X* 处 计算 的 结果 ; 计算 出 KARAN 次 乘法 和 NN 次 加 
法 的 运算 成 本 ， 在 这 个 直接 的 方法 中 ， 因 为 需要 计算 N 个 系数 c,， 所 以 构成 指数 多 项 式 插值 
的 总 成 本 是 O ON) KIER. 

快速 传 里 叶 变 换 将 把 这 个 计算 成 本 降 至 一 个 很 合理 的 数量 ， 那 就 是 Nlog, N， 下 面 的 表 值 
表明 对 于 一 个 较 大 数值 的 N 这 意味 着 什么 ， 这 样 的 N 在 信号 处 理 中 是 常见 的 : 


N N? Nlog: N 
1 024 1 048 576 10 240 
4 096 16 777 216 49 152 
16 384 268 435 456 229 375 


定理 1( 指 数 多 项 式 定理 ) Rp fq RAKKKn—-1 的 指数 多 项 式 ， RAMA 2, =nj/n, A 
们 有 


play) = za) lay) = flay) O<j<n—-1) a) 
则 在 点 cos Tis ts Tai RAG f AKEn l 的 指教 多 项 式 由 下 式 给 出 
P(x) 一 FA te) po + 一 ee)g(z 一 xjm) (2) 


证 明 因为 p 和 9g RKAS, M fen KM, 所 以 P 的 次 数 二 2n 一 1， 接 下 来 只 需 
要 证 明 P 在 结 点 上 插值 即 可 .对 0<j<<2n 一 1 我 们 有 


Pox) = LO +E, Ca) JoCa; + 40 = E,(2,)]q(x, — n/n) 


注意 到 
十 1 了 是 偶数 
E,(2,) =e" =e = ; 
Tee te eee i 是 奇数 
因此 对 于 偶数 7， 我 们 得 到 P= plr) = flr), MHF, RNA 
P(zi) = qlz; — r/n) = qlz; i) = f(x)) a 


定理 2( 指 数 多 项 式 的 系数 定理 ) 设 定理 ] 中 给 出 的 多 项 式 的 系数 为 


A zi zei 
p= Dak, q= DBE, P= YE; 
则 对 于 0<j<n 一 1， 有 


n= za ttems, (3) 


Letv 


T= Fa = Fe wg, w 
证 明 我们 将 利用 (2) 式 ， 并 且 需 要 g(z 一 zx/z) 的 公式 
i 
a(x) = DBE (2—4) 

加 

= Mpc = Spee, cx) 
名 名 

这 样 ， 根 据 (2) 式 ， 
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wi Aira -a 
P= FHE, Je + OE D(z- 2) 


P= 去 于 (Ga +E,)ajE, + 0— EBe™"E,} 


jo 


i 
= FD a, HAEE, + (ay — pE E vs} 


于 是 系数 y 的 公式 就 可 以 从 这 个 等 式 获得 . a 
例 1 当 n=1 时， 利用 定理 2 求 出 P. 
解 (3) 式 和 (4) 式 给 出 


= FlatB) n= Flap) 


内 此 ， 由 下 式 给 出 P 
1 


P= pE thE = (a +p) + Fle — BE, 
{WA ao 和 及 的 值 ， 我 们 得 到 6. 12 节 中 例 1 的 结果 : 
Pod = LLP) + £691 + FLO = foo Te" a 
6.13.1 分 析 
为 了 进一步 的 分 析 ， 设 R(n) 表 示 计算 点 集 {2xj/n: 0<j<<n 一 1} 上 插值 指数 多 项 式 的 系数 
所 需 最 小 的 乘法 运算 次 数 . 


定理 3( 函 教 尺 不 等 式 定理 ) 函数 及 服从 不 等 式 
R(2") < m2" 
证 明 我们 从 建立 下 列 不 等 式 开始 讨论 
R(2n) < 2R(n) + 2n (5) 
根据 定理 2， 用 2n 次 乘法 运算 即 可 从 p 和 g 中 的 系数 得 到 多 项 式 P 中 所 需 的 系数 7,。， 实 际 上 ， 
我 们 需要 "次 乘法 用 于 运算 (1/2)a ，0<j 和 "一 1， 另 外 二 次 乘法 用 于 计算 (1/2)e ww"B ，0<j 委 
n 一 1. (在 后 面 ， 我 们 假设 已 取得 了 有 效 的 因子 (1/2)e O ) 因 为 得 到 系数 os as es ana R 
要 用 R(n) 次 乘法 ， 并 且 得 到 Bs Br vs BR HHRMA KM, MUR P 最 多 总 计 和 需要 
使 用 2R(n) 十 2n 次 乘法 运算 . 
用 数学 归纳 法 来 证 明定 理 中 的 不 等 式 .考虑 = 0 的 情况 ， 这 时 要 用 0 次 指数 多 项 式 在 点 
ro =O LAM /， 它 的 解 是 常数 f(0)， 也 不 需要 做 乘法 运算 .因而 ， 当 m=0 时 定理 结论 成 立 . 
然后 再 根据 归纳 法 原理 ， 利 用 (5) 式 ， 计 算 归 纳 步 骤 ( 从 m Bl m +1) MF: 
R(2"")= R(2. 2") < 2R(2") 十 2。2" 
< 2(m2") +2 = (m+ 1)2"" 
作为 定理 3 的 一 个 推论 ， 我 们 看 出 如 果 N 是 2 HAE. 例如 2"， 那么 计算 指数 多 项 式 插 
值 的 运算 成 本 服从 不 等 式 RCN)<< Nlog, N. 而 用 来 反复 执行 定理 1 中 程序 的 算法 是 快速 傅 里 叶 
变换 ， 
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[453] 定理 1 的 内 容 可 以 用 两 个 线性 算 子 L. M T, 来 说 明 . SHER f LAS 表示 在 结 点 2xj/n 
(0<j<n 一 1) 上 插值 /的 n 一 1 次 指数 多 项 式 ， 设 Th 是 如 下 定义 的 平移 算 子 : 
TN) = fa +h) 


由 6. 12 节 推论 1 知 
加 
了 二 

此 外 ， 根 据 定理 1， 我 们 有 

P= Lif 

p=Lf 

aL Taf 
根据 定理 1 和 定理 2， 从 L,f ALT af TARGA Laf. 当然， 这 对 n=l, 2, RRL. 

利用 刚才 所 引入 的 记号 ， 定 理 1 可 表示 为 下 面 优美 的 形式 
Laf = FO FEMS FLO EDT woLATw 


我 们 现在 的 目标 是 建立 快速 传 里 叶 变换 算法 的 一 种 形式 用 于 计算 Lsf， 其 中 N=2”". 
定义 1( Pi 的 定义 ) 对 给 定 的 函数 厂 和 指数 N 一 2"， 我 们 定义 


PP = LeTausJ  O<n<m0<k <2" 1) © 
如 同 插值 了 的 2" 一 1 次 指数 多 项 式 那 样 ，P;” 的 另 一 种 描述 方式 如 下 ， 
pe (Fi)= (2t) o<j<r-D D 


根据 习题 6. 13. 4， 与 某 一 个 值 对 应 的 结 点 集 (2xk/NN) 十 (2xj/2") 和 与 男 一 个 值 相对 应 的 结 
点 集 是 不 相交 的 ， 直 接应 用 定理 1 表明 


z 


PPPD = FA + PP HEA OPR (2E) (8) 


用 一 个 树 形 图 ， 我们 可 以 解释 这 些 指数 多 项 式 Pi” 是 如 何 相关 联 的 .假设 我 们 的 目标 是 
计算 Ps*， 按 照 (8) 式 ， 这 个 函数 很 容易 就 从 Ps” 和 Pi?” 获得 ， 而 这 两 个 函数 也 很 容易 地 依次 
[ 辐 科 从 4 个 低 阶 多 项 式 获得 ， 以 此 类 推 ， 这 种 联系 如 图 6-23 所 示 . 


po) 


图 6-23 树 形 图 
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6.13.2 算法 
用 4 入 表示 PP 的 系数 .其 中 ,0<n<m, 0<k<2""—-1, 且 0<j<2" 一 1. 有 
PP (x) = SHAPE, œ = Sape 
根据 定理 2， 下 列 等 式 成 立 i fv 
Ait? = FOAD ew AQ ns] 


Agi = FLAP = em A Ree] 


对 一 固定 的 n， 因 为 0<k<2" "一 1 和 0<j<2" 一 1， 数组 A" 需 要 存储 器 中 N 个 存储 单 
元 ， 一 种 完成 计算 的 方法 是 利用 长 度 为 N 的 两 个 线性 数组 ， 一 个 用 来 容纳 A ， 另 一 个 容纳 
ACY, 而 在 下 一 步 中 ， 一 个 数组 要 容纳 A"*" ， 而 另 一 个 要 容纳 AT. 我们 称 这 些 数 组 为 C 
AD. 2 维 数组 A" 按 下 列 规则 储存 在 C 中 

Ck +j AAP OKL- OKL 
同样 地 ， 数 组 A”"'” 按 下 列 规则 储存 在 D 中 
DQ™k+ AAS! OKL 1,0 Sj S21) 

我 们 一 开始 就 计算 并 且 储 存 因子 Z =e", RAM © OV =z), FRR 
快速 储 里 叶 变 换算 法 : 


input m 

Neon 

wee UN 

for k=0 to N—1 do 
Zu 
CCR) = f2nk/N) 

end do 

for n=0 to m~1 do 
for k=0 to 257"! —1 do 

for j=0 to 2" 1 do 
us C+ j) 


ve Zj2"— "CCR +2" +j) 
D2" hj) Cut /2 
DO e+ j+2")*-(u~v) /2 
end do 
end do 
for j=0 to N—1 do 
CHD 
end do 
end do 
output C(O), CCL), =, COND 


通过 详细 检查 这 些 伪 代码 ， 正 如 定理 3 给 出 的 那样 ， 我 们 可 以 验证 有 关 的 乘法 运算 次 数 的 
界 为 m2"， 并 且 在 代码 的 嵌 套 循环 中 ， 注 意 到 n 呈现 值 mw; RERAN, Mij 呈现 值 
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2. 在 这 部 分 代码 中 ， 只 有 一 条 指令 与 乘法 运算 有 关 ; 也 就 是 计算 v 的 指令 ， 这 条 指令 将 会 出 
现 很 多 次 ， 相 当 于 乘积 mX X =m. 在 代码 的 开始 阶段 ，Z 数组 的 计算 需要 2" 一 1 次 
乘法 ， 对 于 任何 二 进 制 计算 机 ， 乘 以 1/2 的 运算 通常 不 计 在 乘法 运算 次 数 内 ， 因 为 它 是 通过 浮 
点 数 的 指数 减 1 来 完成 的 . 


例 2 l= Date, 利用 了 在 8 个 等 距 点 上 的 采样 ,用 快速 傅 里 叶 变 换 重新 构造 f. 


解 可 利用 m= 3 时 所 给 定 的 算法 . 一 个 用 来 计算 f 值 的 程序 或 子 程序 直接 源 于 已 知 公 
式 ， 它 运行 如 下 : 


Acos +i sin z 
dB 


for k=1 to? do 
dwdz+8—k 

end do 

output d 

当 该 程序 在 一 台 32- 位 计算 机 上 运行 时 ，C 数组 的 初始 内 容 如 下 ( 含 人 到 5 位 数字 ) 
Co 一 36. 000 Ce =— 4. 000 0 
Cı =— 4. 000 0— 9. 656 9i Cs =— 4. 000 0 + 1. 656 8i 
C =~ 4. 000 0—4. 000 Oi Cs =— 4. 000 0 + 4. 000 Oi 
C, =— 4. 000 0 — 1. 656 9i C, =— 4. 000 0 + 9. 656 9i 

C 数 组 的 最 终 内 容 是 
(1. 000 0,2. 000 0,3. 000 0,4. 000 0,5. 000 0,6. 000 0,7. 000 0,8. 000 0) a 


前 面 的 算法 只 能 适用 于 教学 目的 .而 作为 计算 产品 的 代码 还 应 该 进一步 地 精心 改进 ， 例 
如 ， 用 附加 的 程序 设计 ， 我 们 可 以 省 却 DD 数组， 此外， 无论 因 子 ZG) 是 十 1 或 者 一 1， 乘积 
Z(j)C(k) 在 程序 中 都 应 该 简单 地 设计 为 C(k) 或 者 一 C(t)， 最 后 ， 再 编写 一 个 多 用 途 的 代码 用 
来 妥善 处 理 不 是 2 的 方 短 的 那些 N 值 . 

可 编写 一 些 特殊 代码 用 于 实 变量 的 实 值 函数 /， 还 可 编写 另外 一 些 代码 使 其 只 产生 正弦 级 
数 或 者 余弦 级 数 ， 有 关 这 个 主题 的 各 种 分 支 可 参阅 本 节 末 的 参考 文献 . 

6.13.3 混淆 现象 和 奈 奎 斯 特 频率 

当 我 们 用 样本 (2) HARK / 时， 这 个 过 程 也 有 它 的 局 限 性 问题 显然， 有限 样本 不 可 
能 传递 一 个 可 能 是 无 限 维 线性 空间 中 任 一 元 素 的 函数 所 包含 的 全 部 信息 .从 而 ， 两 个 不 同 的 连 
续 函数 从 有 限 的 样本 所 得 到 的 数据 有 可 能 是 相同 的 这 种 现象 称 为 混淆 现象 ， 为 了 研究 这 一 
点 ， 我 们 假设 了 用 它 的 傅 里 叶 级 数 表示 为 : 


f= AEE (9) 
A 
其 中 我 们 用 到 了 下 列 记号 : 
ED oe (fg) = tf fo Zdr 
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对 比 之 下 ， KASN- 的 插值 指数 多 项 式 可 表示 成 


Na 


P= DM f.E)nE, (10) 
其 中 的 记号 是 


si 
Lew = DSa ga) x, = 2xj/N 
4 


Ew = ( È EDE En) = 5 .EVE Eas 


根据 6. 12 节 定 理 2， 除 了 k 一 m 是 N 的 倍数 之 外 ， RAE, En) Æ RA, MR k 
吉 二 vN， 其 中 v=0， 十 1， 土 2，…、 那 么 我 们 得 到 
《1, Fw = 5 (Sf Emin? 
把 这 些 项 按 其 重要 性 减少 的 顺序 重 写 ， 我 们 有 
(SEn) n = f En) + (fs Emin? + fr Ewen) bo 
这 表明 插值 函数 (10) 中 E 的 系数 不 仅 包含 我 们 所 需要 的 那些 来 自 (9) 式 的 项 (六 ，E。)， 而 且 还 
包含 那些 严格 说 来 属于 高 次 频率 的 项 (f，E。:w)，v 二 1，2，3，…， 这 些 项 是 不 需要 的 而 且 
在 重 构 信号 的 过 程 中 还 会 导致 失真 .其 中 第 一 项 是 (F，Ew)， 它 属于 傅 里 时 级 数 中 的 Ew、 但 
是 插值 函数 (10) 式 中 不 会 出 现 Es W. En 表示 最 低频 率 成 分 ， 它 只 出 现在 健 里 叶 级 数 中 但 是 
不 在 插值 函数 中 ， 这 种 最 低频 率 被 称 为 奈 副 斯 特 频率 . 
6.13.4 计算 指数 多 项 式 的 值 
快速 伟 里 叶 变换 也 可 以 用 来 计算 指数 多 项 式 在 等 距 点 集 上 的 值 、 假 设 这 样 的 多 项 式 由 下 列 
形式 给 出 
= 
p(2) = J aE, (2) 
名 
计算 p 在 点 
1-2 (< ts n 一 1D) 
上 的 值 ， 我 们 记 zx, 二 2kx/n， 于 是 


z = 
Pur = DaElt—z) = Daer™ 


Sy 
= Daer E, = nlg, E), 
名 
Hp g 是 一 个 本 数 使 得 
g(a;) = a,e* O<j<n—-1) 


因而 ,对 g 应 用 快速 传 里 叶 变 换 ， 得 到 系数 的 值 (g，E,),。 当 它们 被 乘 以 n WUE, RAB 
bar). 
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Welch[1967], Bloomfield[1976], Briggs and Henson[1995], Brigham[1974], Conte and de 
Boor[ 1980], Kahaner[1970, 1978], Lanczos[1966], Kahaner, Moler, and Nash[{ 1989], 


Elliott and Raol 1982], Nussbaumer[ 1982] Æ Scheid[ 1988]. 


习题 6. 13 
1. EH: TE, EE, 的 一 个 数量 倍数 . 


2. 证 明 ， 如果 /和 /十 4E, 是 在 点 蕊 一 2xji/N 上 的 被 插值 函数 ， 其 中 上 是 N 的 倍数 ， 那 么 它们 是 不 能 相 区 别 
的 ， 因 而， 为 了 检验 频率 < 的 /的 所 有 成 分 波 ， 所 选取 的 样本 频率 应 该 大 于 o 这 是 混淆 现象 另 一 方面 


的 影响 . 


3 (温江 现象 ) 如 果 我 们 只 知道 函数 在 离散 点 上 所 取 的 样本 ， 那 么 两 个 画 数 可 能 会 出 现 相同 的 结果 ， 证 明 ， 当 


在 的 整数 值 上 选取 样本 时 ， 下 面 两 个 函数 将 会 出 现 相同 的 结果 
Slax) = cosl(n—adax+f) gia) = cos{(n+a)nx—f) 
4， 证 明 ， WR kor, BBA CTR PF BEN IER HE BS. 
5 证 明 (8) 式 的 正确 性 . 
6. 证 明定 理 2 的 等 价 形式 


En = Jutu) 


Enda = Hayy) 


其 中 
w= Ey = ew Tun E)n 
这 里 Te BM Te J OS fat n/n) BL MERA. 


7. 本 题 以 及 后 面 的 三 个 习题 给 出 了 快速 传 里 叶 变换 的 矩阵 公式 表示 .固定 指标 * 和 函数 f， 设 w 和 vw 是 列 向 


量 ， 其 分 量 如 下 ， 
u = (22) Y =E) O<j<n-1 


证 明 ， v=Au, Wh ARMER, RATER As =n e Oj, k<n—1). 


8. CERAM A 只 包含 n 个 不 同 的 元 素 . 证 明 nA BAAR. ER A 是 对 称 矩 阵 . 


9《〈 续 ) 利 用 C "中 的 欧 几 里 得 范 数 ， 证 明 1 ul =n? Yall. 


10，( 续 ?沿用 以 上 三 题 的 记号 并 且 记 ASA”, ERA ROE ne MR UEC, G u= lw, ur, 


Ways se Oy tens). ER: 对 0ShS<n 一 1， 有 
AM w= FAM), | Lemar, 


AM Wen = FAM, = AA 


2 
计算 机 习题 6. 13 
编写 并 测试 一 个 快速 传 里 叶 变 换代 码 ， 用 于 计算 下 列 函数 的 值 。 


pa) = Da Eo 


名 


假设 N=2" 并 且 系 数 a, 是 给 定 的 - 


Wan) 和 
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6.14 自 适 应 逼近 

自 适应 台 近 的 特征 是 反复 剖 分 函数 的 定义 域 ， 在 其 较 小 的 子 区 域 上 获得 更 精确 的 逼近 ， 然 
后 青 把 多 个 局 部 逼近 拼接 在 一 起 产生 分 段 定义 的 整体 逼近 .显然 ， 在 自由 结 点 上 的 样 条 函数 就 
非常 适宜 于 这 种 类 型 的 逼近 . 
6. 14. 1 一 次 样 条 

我 们 用 一 个 算法 来 解释 上 述 原 理 ， 这 个 算法 通过 求 一 次 样 条 函数 来 逼近 在 固定 区 间 [a，6] 
上 给 定 的 函数 六 假设 给 定 误差 容 限 s>0， 并 且 我 们 的 目的 是 求 一 个 一 次 样 条 函数 S， 它 满足 


不 等 式 
| f(x) — Sx) |Le HFa <r <d a) 


PERR S 是 分 段 线 性 的 并 且 在 结 点 上 插值 /， 在 两 点 和 有 B 上 插值 /的 线性 函数 由 下 式 
给 出 : 
frapi) = 如 -mm + {Qa a 
如 果 给 定 一 组 结 点 ， 例 如 
aSK Ka Lhen =b 
那么 /的 一 次 插值 样 条 由 下 列 公式 定义 
Lf stort sx) tb<r<n 

Siz) = i srs tz 
LP stristest) toi Sr<t, 
WR S 达到 不 等 式 (1) 中 的 误差 容 限 ， 那 么 我 们 已 经 达到 目的 了 ， 可 是 ， 如 果 


1 7 一 SI = max | f(z) — Slr) |>e 
那么 在 区 间 中 的 一 点 或 若干 点 上 就 超过 了 误差 容 限 e。 设 误差 最 大 的 点 是 56， 也 就 是 
lf@-S@ l= I 7 一 S1- 


设 指标 i 满足 1，, <<#<t， 在 这 个 区 间 上 ， 当 前 的 样 条 函数 S 不 符合 要 求 ， 因 而 ， 在 区 间 [1,_，， 
4] 的 某 些 点 上 的 差 | SODES, t ta z) | 超过 了 6 因此 我 们 引入 新 结 点 来 剖 分 这 个 
区 间 ， 于 是 我 们 用 区 间 [4,,， 杂 上 的 线性 函数 4(f，t,，，&; zx) 和 区 间 [&，1,] 上 的 线性 函数 
CFs Bs tis ) 代 替 [4_-，，4,] 上 的 单个 线性 函数 CC， ，，t;; z). 用 这 种 方法 ， 我 们 把 一 个 结 
点 集 变 为 男 一 个 结 点 集 ， 把 一 个 样 条 通 近 变 为 男 一 个 更 好 的 样 条 允 近 . 重复 这 个 过 程 ， 一 直到 
样 条 函数 达到 误差 容 限 为 止 . 
6.14.2 算法 

为 了 编写 这 个 过 程 的 一 个 算法 程序 ， 我 们 要 最 大 优先 地 考虑 效率 .因而 在 此 过 程 的 每 一 
步 ， 我 们 不 仅 要 储存 当前 的 结 点 数组 =s n, e n], 还 要 储存 对 应 的 纵 坐 标 数 组 [yo ， 
sists nb EP =f). 另外， 我 们 不 但 要 储存 偏差 数组 d=Cd, di, =, d], KP 
d= max, LADES, tors ts 2) | ， 也 要 储存 极 大 偏差 点 数组 "=[c ，c，…，c,], È 
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由 那些 产生 极 大 偏差 的 点 组 成 ， 其 中 ，d; BRO, CIARA, c 是 那个 区 间 中 产 
生 极 大 偏差 的 点 ， 根 据 这 些 储存 的 量 ， 我 们 有 
Cf stir stis) = (yas — a) + yila — t) ]/ — tia) 
If- SIl -= maxtdi ,dd 
d=| fle) ~ lf stir stises) | tot 
在 第 nn 步 .由 于 先前 的 工作 ， 数 组 y, d, 是 可 利用 的 .现在 要 执行 一 次 检测 来 判断 
当前 的 结 点 序列 是 否 满足 要 求 ， 如 果 它 不 满足 ， 选 取 指 标 i 使 得 d, 二 max{di,，d;,，…，d,}. 
内 为 ci 是 区 间 [#-,，4] 内 一 点 ， 在 这 一 点 上 偏差 | f(z) 一 S(zx) | 取 极 大 值 ， 我 们 取 c, 是 新 结 
点 (前 文中 记 为 人， 那么 在 下 一 步 ，[a， 扫 的 划分 中 将 旺 现 两 个 新 区 间 ; EMEC... AM 
[ci，4]， 储存 器 中 所 有 指标 为 i，i 十 1，…，n 的 储存 数据 都 向 右 移 位 ， 而 且 7, BR. MA 
之 ， 新 结 点 右边 的 结 点 已 经 重新 编号 ， 与 之 相应 的 纵 坐标 ， 偏 差 ， 最 大 偏差 点 等 也 被 同样 重新 
编号 ， 而 且 把 一 个 新 的 结 点 插 人 到 结 点 数组 中 ， 于 是 ， 包 含 新 结 点 的 区 间 在 新 结 点 处 一 分 为 
二 ， 并 且 要 计算 这 些 子 区 间 上 相应 的 新 的 极 大 偏差 点 ， 要 是 有 可 能 的 话 ， 就 用 这 种 方式 产生 一 个 
结 点 集 并 且 在 每 个 子 区 间 上 的 极 大 偏差 不 超过 指定 误差 容 限 ， 下 面 是 实现 这 一 过 程 的 算法 ， 用 
fo =a Alt =b 开始 : 
input a, b, es M 
beui t Yo fi) wee fly) 
vhe es di) 
for n=) to M—1 do 
选择 i E d, = maxldis dzs =. dy} 
if d, Se exit loop 
for j=n to i+ 1 step —] do 


tnet 


WHEY 
dyed, 

end do 

inet 

Mey 

he 

ye) 

call Max fy tois tis 

call MaxC fs tie tisi 


ihe dizi) 
end do 
Output n. (toy tis s bade Gyo yis te Yade (dis dz, =, dy) 


算法 仅 从 两 个 结 点 =o 和 二 6 FF. EFK, RAM R(t. LE OR KOE di. 
如 果 chy 大 于 允许 误差 容 限 。， 则 产生 极 大 偏差 的 点 o 变 成 了 一 个 结 点 ， 结 点 n 重新 编号 为 
而 a 变 成 然后 算出 [to。，4] 和 [w,，zsJ 上 的 极 大 偏差 ， 如 果 其 中 任何 一 个 超过 e， 青 继续 上 
述 过 程 ， 最 终 ， 所 有 偏差 中 任何 一 个 都 不 超过 s( 成 功 )， 或 者 执行 步骤 次 数 超过 它 的 上 限 M 
(失败 )， 必 须要 为 数组 :，y，d Bic 中 的 M 个 分 量 提供 足够 的 储存 容量 . 
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在 此 算法 中 ， 三 次 出 现 子 程序 或 过 程 Max. Max(/，a，B，c，d) 的 目的 是 计算 区 间 [a，p] 
EISOES, a B zx) | 的 极 大 值 ， 存 储 极 大 值 于 d 中 并 且 把 产生 极 大 值 的 相应 点 储存 于 
cip. KRE. c 和 d 的 值 不 需要 很 高 的 精度 .一 种 粗略 的 方法 是 选取 区 间 内 11 个 点 上 的 
LADDAS ar B xz) | 值 ， 并 且 采 纳 其 中 之 一 作为 所 要 的 点 ， 下 面 给 出 的 算法 就 是 做 这 项 
THE: 

procedure Max( f, as pe c» d) 

ke-10 

he (Brad/k 

for i-0 to k do 

ie flatiny 
end do 
for i= 1 to k~1 do 
ait | a Cis FAD 20) /b | 

end do 

d=-0 

for i=1 to h—1 do 

if z,>d then 


de-z, 


ee 十 这 [462] 


end if 

end do 

return 

在 前 述 的 Max 算法 中 ， 首 先 我 们 存储 f(a 十 认 ) 在 = 中 .计算 出 zos ze. me 以 后 ， 我 
们 有 等 式 

CC frassx) = Re-O+BG-a 
HOP A= (B-ad/k. X} e=atih 我 们 有 (因为 8=a 十 kh) 
Cf sasBsa+ih) = FG + Rin = (iz, + (ki) 2)/k 
那么 存储 单元 = (算法 第 8 行 ) 用 来 储存 
| fla tih) —e(frasBia +ih) | 

AL 利用 区 间 [0，1] 上 函数 fC) =V e =10 RA ES EA BB Wy 
法 的 计算 机 程序 ， 最 终 ， 产 生 了 10 个 结 点 ， 密 集 靠 近 在 0 点 的 函数 奇异 点 (具有 无 穷 导数 的 
点 )， 见 图 6-24. 

解 10 个 结 点 、f 的 值 以 及 极 大 偏差 是 : 


结 点 了 的 值 偏差 
0.00 0. 000 
0.000729 0.027 0. 007 


0. 002 43 0. 049 0. 002 


0. 008 1 0. 09 0. 003 
0. 027 0. 16 0. 005 
0. 09 0.3 0.01 

0. 174 0.417 0. 005 
0.3 0. 548 0. 004 
0.58 0. 762 0. 009 
1.0 1. 000 0. 008 


如 果 e 减 小 为 10“， 那 么 这 个 自 适应 过 程 将 产生 32 个 结 点 . 


1 
i 
1 
1 
1 
1 
ii 1 
1 
1 1 
4 i 
1 1 
1 1 
1 i 
1 1 
1 
1 1 
1 i 
i 1 
! 1 
1 1 
L 


Lhe 


— 
2 03 04 05 06 07 08 09 1, 


L A RS OERD. 


图 6-24 — H ARE a 


6.14.3 一 般 情况 


利用 一 次 自 适应 样 条 算法 所 解释 的 上 述 原理 可 抽象 化 ， 使 得 它们 能 应 用 于 更 一 般 的 情况 . 
其 过 程 中 的 基本 要 素 就 是 一 个 局 部 逼近 算 子 A， 它 作用 在 函数 f 和 区 间 [a， 月 上 并 且 在 给 定 区 
间 上 产生 SH- RAAS, a Bs zx) 表示 这 个 下 近 函 数 在 点 z 的 值 ， 在 1 次 样 条 中 
所 使 用 的 运算 OCS. a Bi z) 就 是 这 样 一 个 算 子 . 

在 自 适应 过 程 的 每 一 步 ， 都 给 定 [a， 扫 的 一 组 子 区 间 集 ， 这 些 区 间 互 不 重 登 并 且 镍 盖 [o， 
6). 若 [a， 站 是 其 中 一 个 子 区 间 并 且 

| f(z) 一 A(f,a,Biz) |<e 在 区 间 [a,8] 上 

则 我 们 称 它 是 满意 的 ， 若 所 有 子 区 间 都 是 满意 的 ， 则 整体 通 近 函数 G 就 达到 了 我 们 的 目标 ，G 
是 由 各 个 子 空间 上 的 函数 A(f，a，B; xz) 构成 .注意 ,并 没有 保证 G 是 连续 的 . ) 若 子 区 间 
[a 有 不 是 满意 的 ， 则 用 标准 方式 剖 分 该 区 间 ， 例 如 ， 可 把 中 点 $= (1/2) (a 十 忆 添 加 为 结 点 . 
另 一 种 方法 是 选择 [ws， 由 上 误差 最 大 的 点 上 作为 新 结 点 .无 论 如 何 ， 区 间 [a， 月 会 被 两 个 新 的 
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区 间 [a， 幻 和 [&， 月 所 替换 。 然 后 再 重复 这 个 过 程 . 


习题 6. 14 

L 如 果 对 一 个 单调 递增 函数 使 用 下 面 的 计算 机 习题 6. 14. 1 的 过 程 ， 试 问 所 需要 的 子 区 间 个 数 的 下 界 是 什么 ? 
答案 用 f(b) 一 f(a) 和 给 出 . 

2. 对 函数 fa) =T, 证明， 

| f- Ufari z) | 

在 点 r= (1/4)(YB+Ya)* 达到 极 大 值 . 

如果 将 自 适 应 算法 应 用 于 (完全 接 课本 中 所 描述 的 那样 ) 区 间 [0，x] 上 的 函数 f(z)= sin10z， 试 问 会 产生 什 
么 结果 ? 

计算 机 习题 6. 14 

1. 编写 和 测试 一 个 用 于 分 段 常 值 函数 的 自 适应 程序 . 

2. 编写 一 个 自 适应 通 近 过 程 的 计算 机 程序 ， 并 且 把 它 应 用 于 本 节 中 的 例题 . 给 出 相应 结果 的 计算 机 图 . 

3. 修改 自 适 应 算法 使 其 适用 于 二 次 样 条 . 

4. 修改 过 程 Max 使 其 适用 于 > 数组 ， 用 其 他 一 些 Max 过 程 进行 实验 . 


B73 数值 微分 和 数值 积分 


7. 1 数值 微分 和 理 查 森 外 扒 
如 果 给 定 函 数 Enti 个 点 r n e n 上 的 值 。 试 问 可 以 利用 这 些 信息 计算 导数 
SORRIA | Sde 的 值 吗 ?在 某 些 条 件 限制 下 答案 是 青 定 的 . 


首先 观察 函数 值 /(x。)，f(x,)，…，f(zx.)， 仅 从 这 些 值 并 不 能 得 到 f 的 很 多 信息 ， 除 非 
还 知道 / 属于 某 种 相对 较 小 的 函数 类 ， 因 而 ， 如 果 人 允许 函数 了 在 所 有 连续 实 值 函数 族 中 变动 ， 
那么 这 些 值 f(x,) 几 乎 是 无 用 的 .在 6 个 点 上 取 相 同 值 的 三 个 连续 两 数 如 图 7-1 所 示 . 


图 ?-1 经 过 6 点 的 三 个 连续 函数 


另 一 方面 ,如 果 知 道 / 是 次 数 至 多 是 次 的 一 个 多 项 式 ,根据 6. 1 节 的 插值 理论 ,那么 an 十 1 
个 点 上 的 二 数值 可 完全 确定 /这 时 ,可 精确 地 找到 /而且 信 心 十 足 地 计算 /Cc) RES Sadr, 
然而 , 在 许多 实际 情况 中 ， 已 掌握 的 信息 不 能 完全 确定 /， 它 的 导数 或 积分 的 数值 计算 结果 也 
会 受到 怀疑， 除非 附带 地 给 出 某 些 相应 误差 的 界 . 
7.1.1 数值 微分 

我 们 将 通过 考察 一 个 数值 微分 的 公式 来 说 明 这 些 问题 ， 该 公式 直接 来 自 于 fC A 

f(x) ~ ZL flr th) fa) a 

对 于 线性 函数 f(z) 一 az 十 6， 近 似 公式 (1) 是 精确 的 ; WRB A ENER, TAH 
(7) 的 正确 值 ， 在 其 他 情况 下 该 公式 也 可 能 是 精确 的 ， 但 那 只 是 极 偶然 的 情况 ， 因 此 ， 让 我 
们 党 试 估计 这 个 数值 微分 公式 所 包含 的 误差 ， 从 下 列 形式 的 泰勒 定理 出 发 : 


f(rt+h) = ADHA HEO (2) 


GEM EAI RMAC, HONRA. TRC) RSL. SAS EPA IL, 2 the 
连续 ， 而 且 在 对 应 的 开 区 间 上 存在 /”， 重 新 整理 等 式 (2) 得 到 


465) 


[466] 


372 RIE 


fo) = Hato- fo] Efo @ 


对 上 述 的 一 大 类 函数 ,可 利用 的 误差 项 与 基本 数值 公式 一 起 出 现在 上 式 中 ， 所 以 等 式 (3) 比 等 
式 (1) 更 有 用 处 ， 注 意 等 式 (3) 中 的 误差 项 有 两 部 分 : AREA f 的 某 个 高 阶 导数 因子 ， 后 者 
给 出 了 适合 应 用 误差 估计 的 函数 类 的 表示 ， 当 h 趋向 于 0 时， 误差 中 的 项 使 得 整体 表达 式 收 
敛 于 0 收敛 的 速度 依赖 于 的 乘 寡 ， 这些 评 注 适用 于 数值 分 析 中 的 多 种 误差 估计 : 通常 估计 
式 有 一 项 h 的 乘 军 和 一 项 因数 ， 它 告诉 我 们 ， 函 数 必 须 属于 哪 种 光滑 的 类 型 以 使 得 估计 有 效 . 

例 1 如 果 用 公式 (1) 计 算 函 数 f(x) 二 cosr 在 点 z 一 x/4 的 导数 ， 取 =0.01， 答案 是 多 
少 ? 它 的 精确 度 如 何 ? 

解 通过 计算 , 我 人 有 

f(D Hise bh) ~ f(x) J= sale 700 000 476 — 0. 707 106 781] 


=— 0. 710 630 51 
等 式 (3) 中 的 误差 项 可 这 样 估计 : 
[jiro | = 0. 005 | cos |< 0. 005 
我 们 还 可 以 得 到 一 个 更 好 的 界 ， 取 n/4<E<n/4+h, W | cos € | <0. 707 107， 这 给 出 一 个 界 
为 0.003 535 5. 实际 误差 是 
sin + + 0.710 630 51 = 0. 003 523 729 a 
等 式 (3) 中 的 项 一 (A/2)7"(6) 称 为 截断 误差 ， 因 为 在 某 阶 导 数 处 截断 泰勒 级 数 产生 了 这 种 
误差 ， 在 这 种 情况 下 ， 通 过 截断 级 数 
f(x+h) = SD tapas Epo +h pray te 
得 到 近似 公式 (1) 
fxrth) ~ fla) +hf (a) 
正如 我 们 将 槛 看 到 的 那样 ， 在 公式 (1) 以 及 其 他 类 似 公式 的 应 用 中 ， 截 断 误差 与 伟人 误差 起 着 
同样 重要 的 作用 . 
粗 看 起 来 ， 等 式 (3) 表 明 ， 为 了 精确 计算 S), HK h 必须 很 小 ， 因 此 我 们 做 一 个 实验 ， 
其 中 通过 给 定 的 一 个 值 的 序列 收敛 于 0， 计算 出 相应 的 f(z) 的 近似 值 ， 取 f(z) Stan 
二 V2 结果 应 该 是 /“(z) 二 (xz? 十 1) 在 点 V2 处 的 值 ， 为 1/3， 下 面 是 它 的 一 个 算法 : 


input s+-vZ; +1; M-26 
Fie- fis) 
for k =0 to M do 

Fae fisthy 

一 

re-d/h 

output $. h, Fz, Fis de r 
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ha h/2 
end do 
32 位 计算 机 的 一 些 输 出 信息 如 下 : 
k h F, F, d r 


4 0.62X10 ' 0.975 55095 0.955316 60 0.020 234. 35 0.323 749 54 

12 0.24X10* 0.95539796 0.955316 60 0.000 08136 0.333 251 95 

20 0.95X10® 0,955 316 90 0.955316 60 0.000 00030 0.312 500 00 

24 0.60X10 0.955 316 66 0.955316 60 0.000 000 06 1.000 000.00 

26 015X107 0.955316 60 0.955316 60 0.000 000.00 0.000 000 00 
在 每 一 行 中 ，d 是 差 值 F;, 一 Pi ，r~ 是 比值 4/h。 由 于 减法 相 消 ，d 的 有 效 数字 逐渐 减少 ， 直 到 
最 后 d=0 和 7 一 0 为 止 ， 当 A=12 时 得 到 7 的 最 佳 值 ， 如 果 四 合 五 人 保留 小 数 后 四 位 ， 则 它 有 
4 位 正确 数字 ， 在 该 & 值 处 ， 我 们 注意 到 d 有 4 位 有 效 数字 ， 随 着 上 的 增加 ，d 中 有 效 数字 的 
个 数 在 减少 ， 当 然 ,r 的 有 效 数字 不 会 比 d 的 更 多 。 因 而 ， 当 有 很 小 时 ， 舍 人 误差 阻 找 我 们 得 
到 精确 值 ， 为 了 使 4 有 更 好 的 精度 ， 需 要 F, 和 下; 有 更 高 的 精度 ， 因 此 在 基本 计算 中 就 需要 更 
高 的 精度 ， 可 以 使 用 多 精度 或 者 在 一 台 长 字 长 的 计算 机 上 执行 计算 操作 ， 有 时 答案 从 某 一 步 开 
始 变 坏 ， 这 个 步 数 与 机 器 中 使 用 的 字 长 (更 确切 地 说 是 单位 伟人 误差 ) 有 关 . 

数值 微分 公式 最 重要 的 应 用 是 在 微分 方程 的 数值 解 中 ， 常 见 的 策略 是 用 近似 代替 导数 ， 正 
如 公式 (1) 中 给 出 的 那样 ， 这 种 数值 微分 公式 的 精度 经 常 简单 地 用 误差 项 中 h 的 乘 寡 来 判断 . 
因为 A 总 是 一 个 很 小 的 数 ， 所 以 六 的 乘 宕 次 数 越 高 精度 越 好 .用 这 种 估计 方法 ， 由 于 公式 (2) 
中 的 误差 是 O(h)， 所 以 其 结果 是 不 好 的 .一 个 较 好 的 公式 是 


FD = PLP th) fah] w 

它 由 泰勒 定理 的 两 种 情况 导出 : 
f(z+h) = pati DHE Ee © 
fla—h) = fix) —hf'"(x) +h 一 各 "ce) (6) 

两 式 相 减 并 且 重新 整理 ， 得 到 
Fa = Afat ~ few BIE) + fre] (7) 


由 于 误差 中 含有 如 项 ， 所 以 这 是 一 个 更 受 欢迎 的 结果 可是， 注意 到 误差 中 出 现 了 /”， 所 以 
当 /” 存 在 时 ， 该 误差 项 是 可 应 用 的 . 

我 们 增加 一 个 小 小 的 假定 : 如 果 函 数 1“ 在 [x 一 4，z 十 h] 上 连续 ， 那 么 可 以 简化 (7) 式 中 
的 误差 项 ， 设 M Alm 分 别 表示 f“ 在 区 间 [z 一 h4，z 十 h] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 那 么 f”), 
S EDR BLL G+ FE) 1/2 都 在 区 间 [m，M] 中 ， 因 为 /” 是 连续 的 ， 假 定 在 [zx 一 4，z 十 
有 内 某 点 上 取 值 是 c<， 因 此 ， 


FO = FUP QFE] 


467 


[468] 
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把 上 式 代 人 (7) 式 ， 其 结果 是 
/DD = hUa fad] ESO (8) 
给 等 式 (5) 和 (6) 增 添 一 项 ， 然 后 两 式 相 加 可 得 到 一 阶 导数 的 一 个 重要 公式 ， 重 新 整理 并 且 
应 用 前 面 的 方法 ， 我 们 有 
Py = Aya t 2p + fr o 


其 中 Eleh, rth). 该 公式 常用 在 二 阶 微分 方程 的 数值 解 中 . 
例 2 用 计算 机 近似 计算 fo), KP fa) Stane 及 z=Y2， 用 (8) 式 并 且 步 长 hh 趋向 
于 0， 要 记得 正确 值 是 1/3. 
解 一 个 适宜 的 算法 如 下 
f(z); Stan“ 
input sey; hel; M-26 
for k =0 to M do 
Fre fisth) 
Fie- fish) 
dFi—F 
rod/(2h) 
output ky hy Fa, FI, ds r 
ho-h/2 
end do 
32 位 计算 机 的 一 些 输出 信息 如 下 ， 
k h F; F, d r 
2 0. 25 1. 029 726 74 0. 861 129 82 0.168 596 92 0.337 193 85 
10 0.976 5X10"? 0,955 64199 0.954.990. 92 0.000 65106 0. 333 343 51 
18 0. 381 5X107* 0. 955 317 86 0.955 315 35 0.000 002 50 0.328 125 00 
26 0. 149 0X10 0, 955 316 60 0.955 316 60 0.000000 00 0. 000 000 00 
我 们 再 一 次 看 到 ， 由 于 减法 相 消 ， 当 有 趋向 于 0 时 精度 明显 地 下 降 ， 在 二 9 时 输出 信息 开始 
显示 出 这 一 现象 . FAP, 的 值 非常 接近 ， 因 此 它们 的 差 值 4 的 有 效 数字 严重 丢失 ， 最 后 ， 当 
h->0' 时 ， 在 机 器 中 F 和 F 的 值 将 会 相等 ， 导 数 的 值 也 将 是 0， 在 k=26 时 出 现 这 种 情况 . 
在 不 同 字 长 的 计算 机 上 ， 这 种 情况 会 在 不 同 的 上 值 处 出 现 . a 
因为 在 程序 进程 中 数据 的 误差 会 扩大 ， 所 以 只 凭 经 验 获 得 函数 的 数值 微分 是 一 个 冒险 的 过 
程 ， 这 一 点 很 容易 从 (8) 式 中 看 出 ， 例 如 ， 如 果 样本 点 Eh 是 精确 确定 的 而 纵 坐标 f(zx 土 A) 是 非 
精确 的 ， 那 么 纵 坐标 上 的 误差 将 被 乘 以 1/(2h) 倍 ， 因 为 很 小 ， 所 以 误差 的 影响 会 很 大 ，( 这 一 
现象 不 会 在 数值 积分 中 出 现 . ) 因此 ， 要 避免 或 者 格外 谨慎 地 使 用 来 自 经 验 数据 的 数值 微分 . 
7. 1.2 通过 多 项 式 插值 的 微分 
数值 微分 和 积分 的 一 般 方 法 可 基于 多 项 式 插值 ， 假 设 有 函数 SEA o rs es z, 上 的 
nti PRB. Ho 上 了 的 插值 多 项 式 可 写 为 6. 1 节 中 的 拉 格 朗 日 型 (9) 式 .我 们 把 那 一 节 
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中 定理 2 给 出 的 误差 项 也 算 在 内 ， 得 到 


fx) = > flee (a) + 


a abit (E wlr) (10) 
名 


这 里 我 们 已 有 ww(z) 一 [[ e- =). 对 (10) 式 求 导数 ,有 


F = DUD + —— p(w’) + wz) treme 


名 G FDI G@tD! 
如 果 z+ 是 一 个 结 点 ,例如 z= 二 zx,， 由 于 w(x。) 二 0， 那 么 化 简 上 述 等 式 ， 其 结果 是 
f'a.) = Bi, GDH Fre, Jw'(z,) 


通过 计算 w(x,) 该 等 式 还 可 以 化 简 、 为 此 ， 我 们 注意 到 
w(x) = > J 所 以 w'(z.) = Tesa) 


最 后 带 有 误差 项 的 微分 公式 是 这 
f(z) = DSa tr e Te-a) av 
党 
这 个 公式 特别 适宜 于 非 等 距 结 点 


例 3 当 n=2 及 a=1 时 ,给 出 (11) 式 的 明确 形式 . 
解 此 时 ， 人 


(a) = (EBay) 


ETE 


si) C2 
ke Taa a) 


(tonai) 


Tn Er) 
它们 的 导数 是 
poke oe beta tas 
$6) = aaa) 
= 2z 一 z 一 zz 
二 
_ tex — x 
OG) Gaara) 
ea 上 赋值 ， 我 们 得 到 
laa) = z3- t 


Ew =a) 
— _ 2x1 — 4% — 25 
AGO = GS aa =a 
paR 


OG EEN) 
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因而 带 有 误差 项 的 数值 微分 公式 是 
; n-z 
F) =f) T a n) 
2zi — 2a — t 
tI) aaa aa 
ana 
ET) 
+ EE, a = z) =a) a 
例 4 在 例 3 中 ， 如 果 结 点 是 等 距 的 ， 公 式 的 结果 是 什么 ? 
Baya —h Barth. WADEN r=) 
fa) = fa- (FP) + fa +E) -ireo 
这 与 前 面 推导 出 的 (8) 式 相同 . a 


7.1.3 理 查 森 外 推 
我 们 现在 引入 一 个 称 为 理 查 森 外 推 的 过 程 ， 并 介绍 如 何 利用 它 来 巧妙 地 改进 数值 公式 的 精 
度 ， 把 (5) 式 和 (6) 式 扩展 到 具有 高 阶 项 ， 假 设 f(z) 用 它 的 泰勒 级 数 表示 为 


fath) = DE (13) 

f(x—h) = 5 Ac D'hi f® (x) (14) 
如 果 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 等 式 ， 则 消去 了 所 有 k 是 偶数 的 项 ， 得 

f(z+h)— f(r—h) = hf’ a) + aD + Aap? (a) $e 
重新 整理 得 
f(D) =F +h) = fah] 
— [Fe Pd + Sal? @ + FMF) + -] 

这 个 等 式 具 有 形式 


L= gh) +ash? Hash! tash! +o (15) 
其 中 了 上 表示 /'(z)，gp(h) 表 示 数 值 微分 公式 (4); 即 

oh) 一 走 [f(z 二 和) 一 f(z 一 各 ] 
其 中 开 是 指定 的 数值 ， 例 如 *， 我 们 要 计算 的 就 是 这 一 点 上 的 导数 . 下 面 设计 的 数值 过 程 用 于 
估计 工 ， 对 于 hi>0， 可 计算 函数 p 的 值 ， 但 不 能 计算 h=0 时 9 的 值 ， 因 而 ， 在 计算 工 的 过 程 
中 ， 我 们 只 能 令 趋向 于 0. MEP ADO, BRAM ah tahiti TRE, BK 0,40, 
可 以 看 出 当 h 充分 小 时 ,第 一 项 ah 大 于 其 他 项 。 因 此 要 设法 消去 这 一 占 优 项 arh’. 我 们 的 
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分 析 仅 仅 是 建立 在 (15) 式 的 基础 上 ， 并 且 它 可 应 用 于 其 他 数值 过 程 ; 特别 是 它 可 用 于 7. 4 节 中 
的 梯形 法 则 . 
用 h/2 替换 (15) 式 中 的 得 到 
L = gp(h/2) +a:h?/4 + ach" /16 + ash /64 + + a6) 
(15) 式 减 去 4 倍 的 (16) 式 ， 可 消去 误差 级 数 中 的 第 一 项 ah. 结果 如 下 : 
L = oCh) + arh? + arh" + ash ++ 
4L = 4g(h/2) + arh? + agh*/4 +asht/16 ++ 
3L = 4g(h/2) — gh) — 3a,h*/4 — 15agh*/16 — = 


因此 我 们 有 
L= Fg(h/2) — Leh) — a,h'/4 — Sash" /16 — -= an 


(17) 式 表达 了 理 查 森 外 推 的 第 一 步 。 它 表明 p(h) 和 p(h/2) 的 一 个 简单 组 合 提供 了 一 个 计算 L 
的 方法 ， 它 具有 精度 OC). 
AS 结合 理 查 森 外 推 ， 重 新 计算 例 2 中 的 导数 . 
解 一 个 适宜 的 算法 如 下 : 
SOO, = tan (x) 
input sey; he1; M=-30 
for k =0 to M do 
四 二 [75 十 各 一 As 一 人 ]/(2h) 
heh/2 
end do 
for k =1 to M do 
neds t (dy de-1)/3 
end do 
output Ek, des re! OSM) 


下 面 给 出 儿 行 输出 信息 : 
k d, T 
2 0. 337 193 85 0. 333 334 80 
4 0. 333 574 77 0. 333 333 64 
8 0. 333 328 25 0. 333 325 71 
16 0.33203125 0.331 380 22 
26 0. 000 000 00 0. 000 000 00 
与 例 2 中 相应 输出 信息 比较 ， 这 里 得 到 两 位 数 以 上 的 精度 . 
刚才 给 出 的 例题 是 人 为 的 ， 因 为 我 们 已 经 知道 正确 答案 ， 并 用 它 去 确定 第 三 列 中 的 哪个 值 
最 精确 、 在 实际 情况 中 ， 要 考虑 计算 d 时 所 丢失 的 有 效 数 字 的 数目 ， 显然 ，~ 不 可 能 比 & 有 
更 多 的 有 效 数字 ， 凭 心 而 论 ， 并 不 能 保证 当 无 限 增 大 时 ~, 会 变 得 更 加 精确 . a 
对 读者 来 说 可 能 会 出 现 这 样 的 情况 ， 对 (15) 式 所 完成 的 过 程 现在 可 以 用 于 (17) 式 (做 适当 
的 修改 )， 相 应 的 做 法 如 下 : 在 (17) 式 中 令 
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4 1 
Yh) = p/d — Fol) 


则 

L = lh) Hoh + bh +o 

L = gbh/2) + bih /16 + bh /64 + + 
此 时 

L = yh) + bht + behs +o 

16L = 16y(h/2) + beh! + bih /4 十 … 

I5L = 16g(h/2) — gh) — 36,h°/4 — 
因而 ， 我 们 有 


— 16 i — bsh* /20 — + 
L = F/D 一 gÝ) — behs/20 a8) 


再 一 次 重复 这 个 过 程 ， 在 (18) 式 中 令 
an) = 站 ph/2) — kya) 
使 得 
L = Ch) + chê gh +o 
用 上 述 相同 的 方法 可 得 
= 84 二 — 3cshs sites 
L = Sach/2) — Lach) — Seah" /252 
事实 上 ， 可 执行 任意 多 步 来 得 到 不 断 增加 精确 度 的 公式 ， 下面 是 完整 的 算法 ， 即 允许 执行 
M 步 的 理 查 森 外 推算 法 
1. 选取 一 个 方便 的 值 (例如 1) 并 且 计算 M+ 个 数 
D(n,0) = glh/2") (On <M) 
2. 用 下 列 公式 计算 


Dink) = 


4 
FID PhD = GL DOr 14-1) ag) 


这 里 k=1, 2, =, M, n=k, k+l, =, M. 
注意 到 DO, 0)=—(h), DA, 0)=9(h/2) Ml DU, 1)=ylh), HM h/2 重复 替换 hh， 则 

DGn，1) 与 (17) 式 一 致 ， 类 似 地 ，D(n，2) 与 (18) 式 一 致 ， 依 此 类 推 ， 根 据 我 们 的 假设 和 计算 ， 
显然 有 

D(n,0) = L+O(h*) 

DCn,1) = L+ O) 

D(n,2) = L+ 0O) 

D(n,3) 一 工 十 DO) 
下 面 的 定理 中 证 明 的 一 般 结果 是 

Din,k—1) = L+O6h") 为 kh 一 0 

在 这 方面 ,我 们 再 次 强调 上 述 分 析 可 以 应 用 于 任何 满足 (15) 式 的 数值 过 程 ， 位 于 (15) 式 前 面 的 
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等 式 只 是 一 个 特例 ， 仅 用 来 说 明 在 一 个 特殊 的 数值 过 程 中 它 是 怎样 出 现 的 . 

如 果 (15) 式 成 立 ， 那 么 理 查 森 算 法 是 有 效 的 ， 从 这 种 意义 上 说 D(n，&) 阵 列 中 的 相继 列 将 
显示 出 更 高 阶 的 收敛 性 ， 这 就 是 下 述 定理 的 内 容 . 

定理 1( 理 查 森 外 推定 理 ) 理 查 森 外 推算 法 中 定义 的 D(n，&) 服 从 下 列 形式 的 等 式 ， 


Dr 一 1) = 工 十 Dantas zy (20) 
证 明 当 & 一 1 时， 利用 D, 0) 的 定义 及 (15) 式 验证 (20) 式 成 立 ， 
D(n,0) = g(h/2") = L— Sayy” 


fa 
因而 ， 可 设 A, = 一 a;;， 现 在 对 上 作 数 学 归纳 法 ， 假 设 对 一 1(20) 式 成 立 ， 在 此 基础 上 证 明 它 
对 上 也 成 立 ， 根 据 (19) 式 和 (20) 式 ， 有 


Deni = ptet Sanh -+ 二) ] 


它 可 化 简 为 


Dink) = L+ Sanf” eD 
ATi, Aa RENY | 
注意 到 Aun 一 0， 因 而 (21) 式 可 以 写 为 


Donk) = L+ > Ayan Ch/2")’ a 
ih 
根据 Da, OM D(Cn，k) 的 已 知 公式 ， 我 们 构造 三 角形 阵列 : 
D(0,0) 
D(1,0) DG,1) 


D(2,0) D(2,1) D(2,2) 


D(M,0) D(M,1) D(M,2) D(M.M) 
产生 该 三 角形 阵列 的 算法 在 下 面 给 出 ， 在 该 算法 中 涉及 一 个 函数 p， 该 函数 一 定 要 单独 编 
码 ( 即 利用 子 程序 或 程序 ). 


input h, M 
for n =0 to M do 
Din, 0)=-g6h/2") 
end do 
for k =1 to M do 
for n=k to M do 
Din, Dn, k—1)+CDCn, k—1)—Din—1, A- DIV GE= 1) 
.end do 
end do 
output Don, k) (O<n<M, 0<k<n) 
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例 6 利用 刚才 所 述 的 理 查 森 外 推算 法 ， 重 新 计算 例 5 中 的 导数 . 


解 ”利用 例 2， 这 个 算法 的 某 些 输出 信息 如 下 : 
n D0) Dlnl) Dln,2) Dln,3) Dns 4) 


0 0.392 6991 

1 0.348 7710 0.334 1283 

2 0.337 193 8 0.333 3348 0.333 2819 

3 0.3342981 0.333 3329 0.333 3328 0.333 333 6 

4 0.333 5748 0,333 3336 0.333 3337 0.333 3337 0.333 3337 

该 算法 近似 地 得 到 了 与 例 5 中 相同 的 精度 ， 由 于 减法 相 消 性 ， 最 终 也 产生 了 无 意义 的 结果 ， 国 
近 几 年 ， 已 经 开发 出 了 一 些 自动 微分 的 软件 工具 ，Bischof，Carle，Khademi，and Mauer 

[1994] 编 写 了 一 个 名 为 ADIFOR 的 软件 系统 ， 把 链 式 法 则 应 用 于 初等 指令 来 计算 导数 ， 他 们 

的 目的 之 一 是 几乎 不 需要 人 为 影响 来 产生 有 效 导数 的 编码 ， 与 软件 的 黑金 子 部 件 一 致 ，。 有关 通 

过 计算 机 程序 计算 函数 导数 的 技术 ， 参 见 Griewank and Corliss[1991]. 

习题 7. 1 

1. 详细 完成 (11) 式 的 求 导 过 程 . 

2 设 了 是 一 个 ”次 多 项 式 ， 如 果 已 知 / 在 个 点 上 的 值 ， 试 同 肯定 可 以 合计 ORE |' 7(z)dz 四? 你 的 答 

案 将 与 c，a Hb AK. 
3. 设 一 个 数值 过 程 为 


L = oh) + Daw 
m 

解释 此 时 理 查 森 外 推 是 如 何 工 作 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 对 理 查 森 外 推 证 明 一 个 与 本 节 定 理 1 类 似 的 结果 . 
4. 对 下 列 情况 给 出 (11) 式 的 显 式 形式 : 

a n=0 + a=0 

bn=1ta=0 及 a=1 

c n=l t a=0 R a=2 
5. /9(zx) 的 公式 (9) 经 常用 于 微分 方程 的 数值 解 中 . 根据 ACH) 和 fah) 的 泰勒 级 数 ,证 明 该 公式 中 的 误差 

具有 形式 Dank”. 明确 地 求 出 系数 an. 同时 ,推导 出 (9) 式 中 的 误差 项 . 

= 

6 推导 出 下 列 近似 导数 的 两 个 公式 ， 并 且 通 过 建立 其 误差 项 证 明 两 者 都 是 O(A). 


f(D ml flat 2h) + Bf (2 +h) ~ Bf(a— h) + flr — 2h)] 


f(D wl- flat 2h) + 16 fla+ h) — 30 f(z) +16flx— h) — f(x—2h)] 
7. 推导 出 下 列 近 似 三 阶 导数 的 两 个 公式 . 求 出 它们 的 误差 项 ， 试 问 哪 一 个 公式 更 精确 ? 


fa) ~ PUGH ~ 3f(2+ 2h) 3f +h) — f(z)] 


fa) gal fe + 2m) — 2f(at+h)+2f(2—h) — f(r—2h)] 


8. ( 续 ) 对 下 列 四 阶 导数 公式 完成 上 题 中 的 要 求 : 
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for FUH Afr + 3h) + fle + W = Aft + FD] 


SO x RUaH —4f(at+h) +6 f(x) — 4 f(2—h) + f(r— 2h)] 


9. 证 明 : 在 理 查 森 外 推 中 ， 
De,» = {yad — hyn) 
10, 如 果 
L= z, +a + an? tasn? +o 
说 明 如 何 利用 使 用 x。 和, 的 理 查 森 外 推 
11, 证 明 或 者 否定 ; 
a HL 2,0), M L- rn r) = 0n). 


b HL—2,=O0r'), 则 LL 一 zx =O). 
讨论 这 个 问题 的 数值 结果 . 
12, 如 果 
L = gh) + arh + ash? bash’ + 
说 明 如 何 利 用 理 查 森 外 推 . 


13. (BE L= lim fn) AB L= fh) coh! tek +o. 试问 fn) AD fCh/2) 的 什么 样 的 组 合 是 工 的 最 佳 估计 ? 
14. 利用 泰勒 级 数 ， 推 导出 下 列 近似 的 误差 项 
L = Fl- af +4 flr+h)— f(z+2h)] (477) 
15. 应 用 理 查 森 外 推 于 
L = HLSW) = fr—W— Eyre — Bp (ay — 
推导 出 一 个 OCh') 阶 的 数值 微分 公式 ， 给 出 OC ) 阶 的 误差 项 . 
16. 利用 泰勒 级 数 展开 式 ， 推 导出 下 列 公式 的 误差 项 


FD RUW —2f(z+h) + fet 2h)] 
17. 建立 下 列 形式 的 一 个 公式 
太一 让 [As + Bfess + fons + Df.] 


HP, f= flr tih). 
18. 推导 出 近似 表达 式 


fa Bfr) -Af Crai) + fla) 


3x. 一 4zo- F Zea 


并 且 证 明 当 h-> 0 时 误差 项 是 OG). KR. fa = fln tih). 
计算 机 习题 7. 1 


1. 对 课本 中 重复 地 使 用 理 查 森 外 推 计算 广 (z) 值 的 算法 ， 编 写 出 它 的 程序 .对 下 列 情况 测试 你 的 程序 ， 
a. Inr, ÆA 2=3. 
b. tanz, E z=sin ' (0. 8). 


esin(et+tz), 在 点 +=0. 
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2. 利用 公式 (9) 以 及 反复 的 理 查 森 外 推 ， 编 写 并 测试 用 于 计算 “(zx) 的 一 个 程序 

3. 在 公式 (1) 的 一 种 典型 用 法 中 ， 含 人 误差 (主要 由 于 减法 相 消 性 ) 将 表现 为 mh '， 举 例 检验 这 个 论断 (并 且 估 
计 a 的 值 )， 可 能 需要 使 用 多 精度 的 计算 机 程序 模拟 这 个 计算 

4. 利用 三 次 样 条 ， 推 导 并 测试 近似 计算 六 和 三 的 一 个 算法 . 

5. 利用 习题 7. 1. 18 中 的 近似 表达 式 ， 给 出 一 个 类 似 于 正 割 法 的 选 代 公 式 ， 对 若干 函数 检验 该 方法 的 数值 性 


能 ， 并 且 把 它 与 正 割 法 做 比较 . 
7.2 基于 插值 的 数值 积分 
数值 积分 是 一 个 产生 某 集合 上 一 个 函数 的 积分 数值 的 过 程 ， 下面 是 一 些 积分 的 例子 ， 它 们 
可 以 用 适当 的 计算 机 例 行 程序 计算 : 
fiaz 
hsinczye ydzdy 
Jf tantay dvdr 
Freoscseosa> da 
这 些 积分 问题 不 可 按照 初等 微 积分 学 习 的 技巧 处 理 ， 那 些 技巧 依赖 于 反 微分 ， 因 而 ， 为 了 用 微 
积分 得 到 下 列 积分 的 什 
fiaz 
我 们 首先 产生 一 个 具有 性 质 严 一 了 的 函数 F。 进 而 有 
[Fdz = FO Fo 
例如 ， 有 


pee eee 


er ee D 
finer = fe 1 3 3 
F(x) =(1/3)2° 给 出 的 函数 下 是 函数 (zx) 二 zx? 的 反 导 数 . 很 多 初等 函数 没有 简单 的 反 导 
数 ， 一 个 很 好 的 例子 是 f(x) 二 e”， 该 函数 的 一 个 反 导数 是 


eke 


- ` x 
F@ = 2 FDE 
(这 个 等 式 的 出 处 见 6. 7 节 中 (3) 式 . ) 
数值 计算 积分 


[ifd a) 


的 一 个 有 效 策略 是 用 另 一 个 函数 g ERS Hh & 与 了 非常 近似 并 且 容易 积分 ， 简 单 地 说 ， 由 
fxg 得 到 


[ircode~ f'g coaz 
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读者 此 刻 会 想到 多 项 式 是 函数 g 的 很 好 的 选择 。 的 确 ，g 可 以 是 某 个 结 点 集 上 插值 了 的 多 项 
R. HR, f 的 多 项 式 允 近 也 可 由 其 他 方法 得 到 ， 例 如 ， 用 截断 泰勒 级 数 的 方法 .其 次 ， 读 者 
可 以 回想 6. 7 节 中 类 似 的 做 法 . 例如 ， 我们 有 
1 IA, O 1 
fie aaf HET TD 
无 论 如 何 ， 仅 需要 被 积 函数 求 值 的 一 般 过 程 是 我 们 所 想 往 的 、 基 于 插值 的 方法 可 以 实现 这 个 愿 
望 ， 样 条 函数 也 可 用 来 插值 f， 而 且 很 容易 计算 样 条 函数 的 积分 . 
7.2.1 通过 多 项 式 插值 的 积分 
现在 从 多 项 式 插值 开始 ， 假 设 要 求 (1) 式 中 积分 的 值 ， 可 以 选取 [ae， 纪 中 的 结 点 o ms es 
xm， 建 立 如 6. 1 节 中 那样 的 拉 格 朗 日 插值 过 程 . 定义 
L(x) = 全 = 各 (0<i<n) 
这 些 是 基本 插值 多 项 式 ， 在 结 点 上 插值 /的 次 数 最 多 是 次 的 多 项 式 是 
p(x) = Dave (2) 
然后 ， 如 前 面 提 到 的 那样 ， 我 们 简单 地 写 出 下 式 


[rar ~ [ecwar = Drafta 
; 4 : 


用 这 种 方法 ， 我 们 得 到 一 个 可 以 用 于 任何 了 的 公式 ， 公 式 如 下 


firda Sas (3) 
其 中 i 
A, = f'e odz 
如 果 结 点 是 等 距 的 ， 那 么 形 如 (3) 式 的 公式 称 为 牛顿 - 科 茨 公式 . 
7.2.2 梯形 法 则 
最 简单 的 情况 是 "一 1 并 且 结 点 取 为 zo 二 a，z 二 b， 于 是 基本 的 插值 多 项 式 是 
b(2) O 
从 而 ， 
A = f'ade = Le-a = fa@dr=A, 

相应 的 求 积 公式 是 

fr ar ~ 9540p) + £00) 


该 公式 称 为 梯形 法 则 ， 对 所 有 fE 1,( 即 次 数 最 多 是 1 次 的 全 体 多 项 式 ) 公 式 精 确 成 立 ， 此 外 ， 
它 的 误差 项 是 


480] 


481 
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= 
OTD SO 


其 中 Ela, b). BARLAR PHREN f) p (x)= f”) (x 一 a) (x 一 5)/2 积分， 
再 利用 积分 中 值 定 理 ， 可 以 确定 梯形 法 则 的 误差 项 .在 7. 4 节 中 ， 作 为 龙 贝 格 积分 法 的 组 成 部 
分 ， 我 们 将 再 次 看 到 梯形 法 则 . 
如 果 划 分 区 间 [a， 殷 为: 
a= ILI L< =b 
那么 在 每 个 子 区 间 上 可 应 用 梯形 法 则 .这 时 结 点 未 必 是 等 距 的 . 这 样 ， 我 们 得 到 复合 梯形 
EM: 


fircoar = Se fidr 


TEDL) + fa] 
a 


(把 单个 区 间 上 的 积分 公式 应 用 在 区 间 划 分 以 后 的 每 个 子 区 间 上 ， 这 样 便 得 到 一 个 复合 法 则 . ) 
如 果 用 1 次 插值 样 条 函数 ( 即 折线 ) 替 换 被 积 函数 /， 也 会 出 现 复合 梯形 法 则 . 
对 等 间距 h=(b 一 a)/n 及 结 点 x, 二 a 十 认 ， 复 合 梯形 法 则 具有 形式 


[ircodr ~ ALi) + 23 fa +ih) 十 f(6)] 
或 者 p 
[de ratin w 
其 中 求 和 符号 上 的 两 撤 表示 求 和 式 中 的 第 一 项 和 最 后 一 项 都 被 减 半 ， 复 合 梯形 法 则 的 误差 项 是 
-ho-o fO 
HP EE (a,b). 对 每 个 子 区 间 上 的 误差 项 求 和 并 利用 以 下 事实 ,在 [a,b] AEEA EEO = 
AWE h & E (toz) 以 及 1/n 二 (6 一 a)/h, 即 平均 值 ,这 样 便 得 到 总 误差 项 . 
例 1 在 牛顿 - 科 获 方法 中 ， 如 果 取 4 一 2，[a， 杀 一 [0，1]， 则 得 到 另 一 个 公式 ， 
fir@ars TORET ETETA (5) 


利用 (3) 式 推导 出 这 个 结果 . 
解 ”对 结 点 0，1/2，1 的 三 个 基本 多 项 式 是 


1 
f(x) =2(2-F)G@-D AD = 一 4z(z 一 D Ala) = 2x(x- +) 
则 
A= fiec@dr =4 
等 等 . (] 
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7.2.3 待定 系数 法 

从 公式 (3) 的 推导 过 程 中 ， 我 们 立刻 看 出 对 于 所 有 次 数 委 ”的 多 项 式 ，(3) 式 是 精确 成 立 
的 ， 另 一 方面 ， 假 设 给 定 公式 (3)， 我 们 也 只 能 知道 对 所 有 次 数 二 n 的 多 项 式 它 是 精确 成 立 的 . 
试问 下 面 的 等 式 成 立 吗 ? 

A, = [ed 
答案 是 肯定 的 ， 这 是 因为 公式 (3) 可 以 正确 地 积分 任何 4， 因此 ， 
f'ede = DA) =A, 

当然 ， 这 里 我 们 用 到 基本 多 项 式 的 两 条 基本 性 质 ，6; 是 次 数 至 多 是 n 次 的 多 项 式 以 及 Llr) =6,， 

刚才 的 讨论 使 得 能 够 用 待定 系数 法 得 到 与 (3) 类 似 的 公式 ， 为 了 说 明 这 一 点 ,我们 用 这 种 
方法 推导 出 (5) 式 ， 寻 找 一 个 公式 

repdr= Af +A s(t) + ALD 


CONT ATS? 的 多 项 式 是 精确 成 立 的 ， 依 次 把 多 项 式 f(x) 一 1，z 及 zx* 作为 试用 函数 ， 
得 到 


i 

1= dr = A +A, +A 
‘ 

4 = f'zdr = 4A, +A: 

1 


i 
l= f'ar = lA +a, 


Sy A YT AE: A=1/6, A, =2/3 及 A:=1/6. AWARRREM, M 
对 任何 二 次 多 项 式 /(7) 二 co 十 cz 十 cex*， 它 将 产生 积分 的 精确 值 . 


7.2.4 FERRED 
HS AE RE DX Fa) Lea») AS ADL PE ET 40} A A a a RI 
[pends ~ e pea +4 9(244) +w] (6) 


从 它 的 推导 过 程 可 知 ， 对 于 所 有 次 数 三 2 的 多 项 式 辛普森 法 则 是 精确 成 立 的 、 出 平 意料 地 是 ， 
对 于 所 有 次 数 和 3 的 多 项 式 它 也 精确 成 立 .( 见 习题 7.1.2.) 
与 辛普森 法 则 联系 在 一 起 的 误差 项 是 ; 
-页 [6 一 ao/2 O H 
JEN SE Ca, 6). WIAT. 6. 5 中 所 示 的 那样 ， 利 用 佩 亚 诺 核定 理 ， 很 容易 导出 这 个 误差 项 . 
根据 下 述 讨论 ， 可 以 看 出 误差 是 O( 居 )， 如 果 A= (0 一 a)/2， 则 该 数值 积分 公式 具有 如 下 
[三 reodz ~ AC fa +4 flat+h) + flat 2hy] 


is 
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利用 1, 1 节 中 的 泰勒 定理 ， 上 式 右 端 项 可 写 为 

2hf (a) +2 f(a) + AR fa) + EH f7 Ca) + OOH f(a) + 
接着 设 

F(x) = [yond 
根据 微 积分 基本 定理 ，F” = 了/， te a gaelic F(a 十 2h) 或 者 
2hf (Ca) + 2h? f' Ca) + ir f(a) + 23h fray + ¥ AE fF? (a) + 

结合 这 两 个 展开 式 ， 有 

[三 reodz = Afa +4 flat hy + flat 2h) ]— ae rela) 一 … 


FRAN HS BD Fk fe] SEE RTM. BA, IFAS 
zı=a+ih h=(b-a)/n  (O<Si<n) 


则 有 
fy (dr = fi fade +f" fdr + +f: Sdz 


mn 
= 5j CD 
re 
把 辛普森 法 则 (6) 应 用 于 每 个 子 区 间 ， 得 到 公式 
; wie 
[irae DL 2) HAS Crna) + fr) J 
为 了 避免 项 的 重复 ， 这 个 公式 的 右 端 项 可 以 计算 如 下 : 
we 
Al pay +230 fre) 440 flair) + fad] 
a 各 
公式 的 误差 项 是 : 
~ FAO On H 
其 中 se la, b). 
7.2.5 一 般 积分 公式 
推导 牛顿 - 科 茨 公式 的 过 程 可 以 用 来 产生 下 列 更 一 般 的 积分 公式 
[pwede ~ Sayan 
Jep w AY FEAL fo PE A. 必要 的 改进 仅仅 是 把 
A, = [e wad 


代入 (3) 式 中 ， 下 面 的 例题 将 说 明 这 一 点 . 
例 2 求 出 一 个 公式 
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f sereosrde ~ asf- fx) +A s(— 4x) + Act( tx) tasla) 


当 了 是 一 个 三 次 多 项 式 时 它 是 精确 成 立 的 

解 显然， 一 个 三 次 多 项 式 是 4 个 单项 式 1，z， 及 x 的 线性 组 合 ， 因而， 通过 代 人 
FDE, OSSD ARRERA 个 线性 方程 ， 可 以 确定 其 系数 ， 根 据 对 称 性 ，4。 一 
As ASA: 这样， 结果 简化 为 


o= leoszdr = 2A, +24, 
~4n= | zeosrdz =24,(37) + 2A, (+r)? 
解 是 A 二 A, 一 一 A 二 一 A; 一 4/x， 则 公式 为 
[eveosrdr ~ 4f- s- $x) + 6-42) + la) ~ (4x) ] a 
7.2.6 区 间 变 换 
经 过 变量 的 线性 变换 我 们 可 以 从 某 一 个 区 间 上 的 数值 积分 公式 导出 任 一 其 他 区 间 上 的 公 
起， 如 果 对 于 某 些 次 数 的 多 项 式 第 一 个 公式 是 精确 成 立 的 ， 那 么 第 二 个 公式 对 于 它们 也 是 精确 
成 立 的 ， 现 在 考虑 一 下 如 何 做 到 这 一 点 . 
假设 给 定数 值 积分 公式 : 
froda Saya) (7) 


我 们 并 不 介意 公式 来 自 哪里 ; 然而， 要 假设 对 于 所 有 次 数 过 m 的 多 项 式 它 是 精确 成 立 的 ， 如 果 
需要 另外 某 个 区 间 例 如 La，b] 上 的 公式 ， 我 们 首先 定义 :的 线性 函数 X*， 使 得 当 在 [c，d] 中 
变动 时 两 数 4(4) 在 [a，b] 中 变动 ， 函 数 4 由 下 式 显 式 给 出 


= $=, 4 ad ~ be 
MO) = Gat qe (8) 


接着 ， 对 积分 
[roar 
作 变 量 替 换 + 二 4(1)， 于 是 dr=X (t)dt=(b-a) (do) ‘de, 并 且 有 
[rode = bf awae 


b-a 
xT AA)) 
内 此， 有 


b = = = it 
[oara $= 2 yas ($=%, + G=*) (9) 


可 以 看 出 ， 由 于 2 是 线性 的 ， 如 果 了 是 一 个 多 项 式 ， 则 F(A(z)) 是 :的 多 项 式 ， 并 且 它们 的 次 
BHE. We. HT m 次 的 多 项 式 ， 新 的 公式 也 是 精确 成 立 的 。 在 辛普森 法 则 中 ， 该 过 程 利 


(485) 


EE 
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WAC =(b-adt+a 可 由 公式 (5) 得 到 公式 (6). 
7.2.7 误差 分 析 


为 了 估计 数值 积分 公式 (3) 中 的 误差 ,我们 要 用 到 多 项 式 插值 中 的 误差 项 ， 回 顾 6. 1 节 中 
ADR, WMR p 是 在 点 xz。，x,，*…，zx, 上 插值 了 的 次 数 < 的 多 项 式 ， 而且 SBR, MA 


$ ap i 
FQ) PQ) = & wait ole x) a0) 
因而 ， 
CS 1 p D 
[rood DASG) = arn fr eile —z)dz ap 
如 果 在 [e, OL LP) | <M, WA 
[vende Daren |< Mf I ae l de aD 


使 不 等 式 右 端 项 尽 可 能 小 的 结 点 可 选取 为 
catb be (十 1)x 
acer ade ay [Sr 
如 果 区 间 是 [一 1，1]， 则 这 些 结 点 具有 更 简单 的 形式 
(i+ Dx 


] <i<n) 


n= cos| { |] O<i<n) 
ENIE FF PR BE 
Use) = SHDA] (z cos 0) a3) 
sin 0 


函数 U, ,1 称 为 第 二 类 切 比 雷 夫 多 项 式 ; 如 (13) 式 中 所 定义 的 那样 ，U, ,1 (zx) 不 是 首 一 多 项 式 ， 
即 它 的 首 项 系数 不 是 1. 事实 上 ,，U., ;中 t "的 系数 是 2"*'， 因 此 ， 


ZU = (eae Mar — x1) — z) aay 
其 中 zx, 一 cos[ (i 十 Dx/(n 二 2)]， 然 后 ， 经 计算 得 
fl daade r) | de = 2e a5) 


肉 而， 利用 这 些 结 点 以 及 适当 的 系数 A,， 我 们 有 


If {ede Yarn < < DIZ 
定理 1( 极 值 性 质 定理 , 第 二 美 切 比 雪 夫 多 项 式 ) An 次 首 一 多 项 式 p 中 ,使 得 
[| eGo dr 最 小 的 多 项 式 是 2 U.. 
证 明 首先 ， 证 明正 交 关 系 
J! Uno sienu adr =0 O<m<m 


设 RAIA TALS. MEREK cos o= r 得 
= 『 sin(m + DO iyn [re 


o sin @ sin ĝ 


(16) 


Jsin ede 
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D pani 


Nee = x 
= Zonj sin(m+ Død 9 = FT 


= (m+ D D D“ "Leos +D (k + Dp cos(m Dkp] 


rex 
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Sa=(mt+Detn. 然后 用 Re(z) 表 示 工 的 实 部 ， 我 们 有 
(m+ DI = SEeosch + Da + cos ka] 
名 
= Re{ De +ev]} 


人 ean 
el eter 1 

ee] 
a Rel(e* = 1) (ev? — et +e" — 1D] 
lezir 


这 里 分 子 是 


Re(e™ — es" cos na — cos(n+ 2)a 
= cosl(n +1)a —a] —cosl(n+ Data] 
= cos(kx — a) — cos(kn ta) = 0 
其 中 人 一 mm 十 2 十 2， 为 了 完成 证 明 ， 令 p 是 n 次 首 一 多 项 式 ， 它 也 可 以 表示 为 
p = 2 "U, taU +o + ago 
从 而 ， 根 据 正 交 关系 ， 有 


fielder f’ psign[U, Jaz = 2 +f) Usign[U, Jde 
i 


a 
=2rf 1U. 1de n 
有 关 数 值 积分 的 主题 可 进一步 参见 Davis and Rabinowitz[1984]、Krylov[1962] 以 及 
Ghizetti and Ossiccini{ 1970]. 
习题 7. 2 
1 推导 出 基于 结 点 0，1/3，2/3，1 的 | Poode MARA. 


, 证 明 ( 不 要 利用 它 的 误差 项 )， 辛普森 法 则 (6) 式 正确 地 积分 所 有 三 次 多 项 式 . 
3. 用 一 个 适当 的 变量 替换 从 (5) 式 得 到 (6) 式 . 
证明， 下 列 公式 对 于 次 数 所 4 的 多 项 式 是 精确 成 立 的 : 


rod [no+ 32/( 二 ) + 124(4) +324(2) + 740) | 


5.( 续 ) 根 据 上 题 中 的 公式 ,对 上/(z)dz 推导 一 个 公式 使 得 它 对 于 所 有 四 次 多 项 式 是 精确 成 立 的 . (488 
、( 线 ) 把 上 是 中 的 公式 应 用 于 

[4 

et 十 1 


近似 计算 In 2 把 你 的 答案 与 正确 值 作 比 较 并 且 计算 误差. 
-利用 课本 中 的 级 数 ,计算 | e” dz, 要 求 达到 8 位 小 数 的 精确 度 . 


p 
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8. 求 出 公式 
Í. fiad ~ As f0) +A: FO) 
使 得 它 对 所 有 形 为 /(x)= ae +bcos(xz/2) 的 函数 是 精确 成 立 的 . 
9. 求 出 下 列 形式 的 公式 ， 
三 red = A, fO) + A: fx) 


得 它 对 任何 具有 形式 
F(x) = a + bcosr 
AOPA EEA a SS). TE A E AE BY ZS RE ATI A 
f(a) = 六 [acos(2k 二 1Dz 十 和 sinkr] 
a 


H tb J WA R 3 6. 
10. HARRAH 4 EE Ae SH SE HH ZR 


[fod ar(4) +Bs(2) 


把 该 公式 变换 为 区 间 [e， 刀 上 的 积分 公式 . 
UL 利用 在 ri 和 are 二 插值 /(x) 的 最 低 阶 多 项 式 ， 推 导出 数值 积分 公式 


J Slade 


不 要 假设 等 距 点 ， 这 里 ey <a) <<a. 
12, 按照 /(0)，/(2) 及 /(4)， 推 导出 近似 下 列 积分 的 公式 ; 
fiaz 
它 对 于 Me 中 所 有 /应 该 是 精确 成 立 的 . 
13. MEA, BRC 的 值 使 得 公式 
fiara ~ Af (0) + BF) + Cf (2) 


对 于 所 有 次 数 尽 可 能 高 的 多 项 式 是 精确 成 立 的 ， 试 问 最 大 次 数 是 多 少 ? 
14. 基于 结 点 一 2， 一 1 及 0 上 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 推导 


fifa 


[489] 的 牛顿 - 科 茨 公式 ， 当 f(z) = sin xz 时 ， 利 用 这 个 结果 计算 积分 的 值 . 
15. 利用 级 数 ， 计 算 


I Pe 
要 求 达到 7 位 小 数 精度 . 
16. 我 们 打算 用 | poode MAS Sde HEJER p ROTHAR zonez, ERMS Mn KEAR. 


BA ALO TT 上 | PC 1< MM 如果 不 知道 结 点 的 位 时 ,对 误差 | 有 /dz f podr | 能 给 出 什么 和 的 


十 界 ? 试 则 你 能 找到 最 佳 的 上 界 吗 ? 
17. 基于 简单 的 右边 矩形 法 则 : 
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20. 


21. 对 


22. 


2. 


24. 


y 
8 


fioa fay 

确定 复合 数值 积分 法 则 .假设 4a 二 x。 二 xz! <<, =b 不 等 距 . 
.基于 中 点 法 则 

| fooar~ 2F(0) 


推导 出 | Ade 的 复合 法 则 . 分 别 给 出 等 距 结 点 和 不 等 距 结 点 的 公式 
| ODRA o no JERRARD: 
fe P ETE EEEN, TE) 
HARMER -a/n a, a tih, = 05 1, 2, ony n(n BARO, AKER IL, OL AY SEA Hh a 
法 则 . 
基于 商 斯 求 积 法 则 
| rodr= (六 + AZ) 
(Ddr 的 积分 法 则 ， 
=2 和 [a，6]=[0，1]， 有 两 个 牛顿 - 科 落 公式 ， 即 
J rodrz= af (0) +(+) +A 


fi ponde~ af (4) e(t) +24(4) 
MABA 
试问 是 否 存在 一 个 形 为 
[iform aff) + 620) 
的 公式 可 正确 地 积分 所 有 二 次 多 项 式 ? 
证 明 ， 如 果 公 式 


| rpdr= Afa) 是 偶数 ) 


对 所 有 次 多 项 式 是 精确 成 立 的， 并 且 如 果 结 点 是 关于 原点 对 称 地 放置 的 ， 那 么 公式 对 于 所 有 n 十 1 次 多 
项 式 是 精确 成 立 的 
设 ” 基 偶数 ， 说 明 怎 样 用 最 小 的 附加 工作 量 ， 从 ”个 等 距 结 点 的 情况 计算 出 2n 个 等 距 结 点 的 复合 辛普森 
法 则 . 
= 在 例 2 中 ， 对 称 性 被 用 于 简化 计算 ， 给 出 ASA, 和 A, = 4: 的 一 种 证 明 . 
, EH: 由 下 式 递归 生成 第 二 类 切 比 雷 夫 多 项 式 : 

ze =1 Va = 2r 

Uses = 22U, -Un GSD 
… ( 续 ) 证 明 下 列 正 交 关 系 : 

[vous VIS rdr = bn F 


. 续 ) 证 明 第 一 类 和 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 之 间 的 关系 : Tn = nU, 1. 
.建立 梯形 法 则 和 复合 梯形 法 则 的 误差 项 . 


490! 


491) 
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30. 给 出 建立 辛普森 法 则 和 复合 辛普森 法 则 误差 项 过 程 的 细节 . 
31. 利用 梯形 法 则 近似 计算 

fote dr 

为 了 至 少 达到 (1/2) X10“ 的 精度 ， 确 定 所 需要 的 子 区 间 的 最 少 个 数 . 
计算 机 习题 7. 2 
- 编写 一 个 计算 机 程序 ， 用 适当 的 泰勒 级 数 求 和 计算 | eÀ dv， 要 求 直到 级 数 个 别 项 的 量 值 小 于 10* 为 止 . 
对 于 zx 一 0.0，0.1，0.2，…，1.0， 通 过 计算 该 积分 的 值 检验 你 的 程序 - 
2. 编写 -个 用 | Seade thit f'ar 的 计算 机 程序 ， 其 中 SBAA a tih HER 太 的 自然 三 次 样 条 ， 这 里 
h=(b-ad/n. 首先 从 6.4 节 中 (7) 式 开始 ， 得 到 积分 
f SCz)dr 

的 一 个 公式 ， 然 后 与 出 计算 它 的 巴 各 序 ， 用 下列 众所周知 的 积分 测试 你 的 程序 ， 


a4 f Ca) de 
n Jo 


Lr 
入 ln3 上 mds 


在 这 两 个 例子 中 分 别 取 "一 4，8，16，〈 见 计算 机 习题 6. 4. 3. ) 
. 用 一 个 符号 操作 程序 ， 完 成 下 列 练习 ， 
a 求 出 不 定 积分 | Coos) dr. 


b. 求 出 定 积分 f log(log.r)dr. 


oR f Sip sin rdr 的 数值 . 


7.3 高 斯 求 积 
在 上 一 节 中 ， 我 们 看 到 如 何 产生 下 列 形 式 的 求 积 公式 
fendr ~ Dara a 
这 个 公式 对 于 次 数 和 ”的 多 项 式 是 精确 成 立 的 ， 在 这 些 公式 中 ， 结 点 To ns, r =, x, 是 
事先 选 定 的 ， 一 旦 结 点 选 定 ， 根 据 对 于 所 有 E 公式 (1) 必 须 是 等 式 的 需要 ， 就 可 以 唯一 地 
确定 其 系数 . 
自然 要 问 在 公式 (1) 中 结 点 的 某 种 选 法 是 否 比 另 一 些 选 法 更 好 ， 例 如， 可 能 存在 一 组 特殊 
的 结 点 使 得 系数 A 彼此 相等 ， 如果 A, 一 c，0<<i<n， 使 用 (1) 式 就 会 减少 算术 运算 ， 因 为 这 时 
公式 具有 更 简单 的 形式 
Promar~ Dyan (2) 


《 它 使 乘法 运算 的 次 数 从 n+ 1 次 减少 到 1 次 . ) 只 有 n=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 HAEC) 
式 类 型 的 公式 ， 它 们 称 为 切 比 雪夫 求 积 式 . = 4 对 应 的 公式 是 
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Af fade =~ 26 fw) + fH P+ fO+IP + f@] (3) 


其 中 
a =V(5+/11)/12 ~ 0. 832 497 487 000 982 


B=V(5—J11)/12 æ 0. 374 541 409 553 581 
可 用 待定 系数 法 来 得 到 结 点 a AB. MAM RAR RRS 的 多 项 式 该 公式 是 精确 成 立 的 ， 
还 可 以 给 出 具有 相同 系数 的 稍 显 复杂 的 公式 .举例 如 下 : 


[fender ~ ©) F(cos 19) w 


其 中 F(x) 二 /(xMIi 一 x 该 公式 称 为 埃 尔 米 特 求 积 式 ， 对 于 一 个 特定 的 2n 维 线性 空间 它 是 
精确 成 立 的 ， 即 


G = {pwt p € Ihe 1} wz) = (1— 2?) ? 
使 用 该 公式 时 将 不 可 能 减少 计算 . (为 什么 ?) 另 一 方面 ， 我 们 希望 得 到 一 个 公式 它 仅 有 n 次 记 
的 赋值 而 在 一 个 2n 维 线性 空间 上 是 精确 成 立 的 ， 为 了 追求 这 个 目标 ， 我 们 系统 地 引出 高 斯 求 
PAR. 
7.3.1 高 斯 求 积 公式 
可 以 对 稍微 更 一 般 形 式 的 求 积 法 则 来 阐明 这 个 理论 ， 一 般 形式 是 


[Frw Yara (5) 


其 中 ww 是 给 定 的 正 的 权 函 数 ， 自 然 地 ，w(z) 拓 1 是 一 种 特别 重要 的 情况 ， 我 们 假设 对 于 JE 
TL, 公式 (5) 是 精确 成 立 的 ， 从 上 一 节 内 容 可 知 ， 假 设 成 立 当 且 仅 当 


b = a 
A = f'wa II Saar (6) 


内 为 有 nn 十 1 个 系数 A, 和 十 1 MAS xi， 这 里 的 处 理 方法 不 预先 限制 结 点 ， 所 以 我 们 猜测 会 
找到 形 如 (5) 式 并 且 对 于 次 数 委 2 二 1 的 多 项 式 是 精确 成 立 的 求 积 公式 ， 现 在 我 们 将 指出 结果 
确实 如 此 . 
Carl Friedrich Causs(1777 一 1855) 给 出 了 这 样 的 想法 ， 利 用 结 点 的 可 变性 迫使 求 积 公式 
(5) 和 (6) 对 于 所 有 2 + 1 次 多 项 式 是 精确 成 立 的 .下 面 的 定理 揭示 了 结 点 所 处 的 位 置 . 
定理 1( 高 斯 求 积 定理 ) 设 世 是 正 的 权 函 教 ，g 是 一 个 十 1] 次 非 零 多 项 式 并 且 与 TM, Rw 
正 交 的 ,也 就 是 对 任意 pT, 都 有 
[aopa = 0 D 
Pos My yr AQ HER, CRA OAKAPBREKRMHRRRAOHFHA fE lnn A 
精确 成 立 的 . 
证 明 SEn MaRS BARR p MAK, WA 
pag kr (por € I) 
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因而 ，/(zx)=r(z;)， 利 用 (7) 式 ， 再 根据 (5) 式 对 I 中 的 元 素 是 精确 成 立 的 ， 我 们 有 
[rede = rede = Sara) = PDA) a 


由 此 可 得 g 的 根 是 单 根 并 且 都 落 在 区 间 [a，b] 的 内 部 . (特别 地 ， 它 们 都 是 实数 . ) 这 一 点 
直接 由 下 面 的 定理 得 到 . 

定理 2( 符 号 变化 次 数 定理 ) RwAkCla, b]PLHRAK, 并且/ 是 C[a, 65] 中 与 了 ,是 
呈正 交 的 非 零 元 ， 则 /在 (a,，b) 上 至 少 变 号 十 1 HK, 


证 明 内 为 1E1,， 所 以 有 f(x)w(z)dz 一 0， 这 表明 /至 少 变 号 一 次 ， 假 设 RES 
Ke rSn. EA n 
aSa Lha LKL, Kin =b 
而 且 在 下 列 每 个 区 间 上 / 不 变 号 . 
(to sti) s Cty sta) sett Cty trys) 
多 项 式 
pa = Hw 
a 
BARGEM, M 62) pave dd 天 0 。 因 为 PE Uy» BLL MBB R. C] 
如 果 权 函数 是 wa) = 1 并 且 区 间 是 [一 1，1]， 我 们 得 到 高 斯 原创 的 研究 工作 ， 这 种 情况 
下 对 应 于 n=1 和 n=4 的 两 个 公式 如 下 : 
| rpdz= soa) fw (8) 
其 中 ,a 二 1/Y3， 以 及 
f roia Ao fle) +A, flay) + + A, fC) (9) 


= as = 2, = V5+2VI ~ 0. 906 179 845 938 664 


一 mm 一 一 is- 210/7 ~ 0. 538 469 310 105 683 
Zi 一 0.0 
Ao = Ac = 0.3(0.7 十 5VD 7)/(2 十 5VG7) ~ 0. 236 926 885 056 189 


Ai = A; = 0.3(— 0.7 +5Y0.7)/(— 2+ 50.7) ~ 0. 478 628 670 499 366 
A: = 128/225 ~ 0. 568 888 888 888 889 
ALAR FT N28 oA, PL BP PE ROR A. SL, AA a, 


分 别 是 勒 让 德 多 项 式 haD Gr 一 D) 和 ps (2) =F (632° — 702° +152) 8B, 它们 在 6.8 节 
的 例 2 中 给 出 . 
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各 种 类 型 的 很 多 求 积 公式 的 结 点 r 和 系数 A; 可 以 在 Abramowitz and Stegun[ 1964 ix 
的 手册 中 查 到 .手册 中 列 出 n 的 值 是 n=1, 2, =, 9, 11, 15, 19, 23, 31, 39, 47, 63, 
79, 95. 对 于 好 的 被 积 函数 ， 使 用 高 斯 公式 只 需 计 算 几 个 函数 的 值 便 可 得 到 合理 的 精度 ， 使 用 
一 些 高 阶 公式 还 可 得 到 更 高 的 精度 . 

结合 前 面 的 5 点 高 斯 求 积 公 式 ， 给 出 一 个 简短 的 伪 代 码 用 于 近似 计算 积分 


[rear 
这 里 我 们 把 区 间 变 为 7. 2 节 (9) 式 中 所 述 的 那样 ， 并 且 利 用 (8) 式 中 的 对 称 性 . 


input 
o0 
r, +0. 538 469 310 105 683 
x20. 906 179 845 938 664 
AsO. 568 B88 888 888 889 
A\ +0. 478 628 670 499 366 
Az*=0. 236 926 885 056 189 

um (atb)/2 

St-Ao flu) 

for; =l to 2 do 
us (ba), bat b)/2 
ve(a~ br, +a+b)/2 
SHS+AL fw) + fv] 

end do 

Selb a) S/2 

output S 


ELE x, 被 确定 ， 高 斯 公式 中 系数 A, 的 计算 就 按照 非 高 斯 公式 中 所 示 的 那样 进行 ， 结 点 依 
次 是 某 一 多 项 式 的 根 ， 这 个 多 项 式 与 ntl 有 关 ， 我 们 把 它 记 为 9,,,， 下 列 两 个 条 件 唯一 地 定 
BAK davis 

1.g,+! 是 一 个 n 十 1 次 首 一 多 项 式 . 

2. duvi 5j Iiè w 正 交 的 . 

术语 首 一 指 的 是 ga Pe ORBEL w 正 交 性 的 条 件 是 
J'a pawar 三 0, 对 所 有 p E 0, 


这 些 所 谓 的 正 交 多 项 式 在 数学 的 很 多 分 支 中 都 非常 有 用 ， 并 且 它们 有 许多 熟知 的 性 质 ， 如 6. 8 
节 讨 论 的 那样 ， 它 们 可 由 一 个 递 推算 法 生成 . 

例 1 当 [a, bJ=[—1, 1], w=1, n=2 时 ， 求 出 高 斯 求 积 法 则 . 

解 根据 6.8 节 定理 5， 并 且 如 该 节 例 2 中 给 出 的 那样 ， 可 以 用 递 推 方法 确定 正 交 多 项 式 . 
内 此 ， 


go(z) 一 1 
naar 
aaa tH 
a= 2-3, 


5 
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gs 的 根 0 和 士 V3/5 是 下 列 求 积 公 式 中 的 结 点 

f serdar ~ S 45/2) + Sr + Sy 3) 
通过 待定 系数 法 (见习 题 7. 3. 21) ， 可 以 求 出 常数 5/9 和 8/9. a 
7.3.2 ”收敛 性 和 误差 分 析 


接 下 来 讨论 高 斯 求 积 公式 的 一 些 令 人 称道 的 特性 . 
引 理 1( 高 斯 求 积 公式 引 理 ) 在 高 斯 求 积 公式 中 ， 它 的 系数 是 正 的 ， 而 且 它 们 的 和 是 


b 
f wlr)dr, 


证 明 An, WE PRA. Og 是 ”十 1 次 多 项 式 并 且 与 到 是 ww 正 交 的 ，9 的 零点 
记 为 zo。，xi，…，zx，,， 它 们 是 高 斯 公式 (5) 中 的 结 点 ， 对 于 菜 一 固定 j), 设 p 是 多 项 式 g(x)/ 
(x 一 x))， 因 为 p 的 次 数 最 多 是 2nx， 所 以 高 斯 公式 对 于 它 是 精确 成 立 的 ， 因 而 ， 


o< pw dr = DAP a) = Ap) 
由 此 可 知 ，A >>0. 因为 高 斯 公式 对 于 f(x) 三 1 是 精确 成 立 的 ， 所 以 
[wdr = DA 中 
E 0 


斯 蒂 尔 切 斯 的 一 个 卓越 的 定理 建立 了 当 n -oo 时 高 斯 公式 的 收 全 性 . HE w Alla, b], Xf 
每 个 nE {0，1，2，…} 我 们 都 有 一 个 高 斯 求 积 公式 .它们 由 下 列 定理 给 出 . 
定理 3( 高 斯 求 积 收效 性 定理 ) Sf Ala, HLM, MH mco 时 近似 公式 


: 
[A owode DAS.) n>0) ao) 
. a 


收 化 于 积分 . 

证 明 设 e>0， 根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 (6. 1 节 定 理 8)， 存 在 多 项 式 p 使 其 在 [a，b] 
上 | /(z) 一 p(z) | <e， 对 于 任 一 整数 "， 如 果 2" KF p 的 次 数 ， 那 么 次 高 斯 公式 能 正确 积 
分 p， 利 用 基本 不 等 式 高 斯 求 积 公式 引 理 1， 我 们 有 


[rwanda Dasa | 
‘al 10 
s ; : i 
< | /Dw dr pewndz|+ | DAG. — DAL) | 
if s i=0 i=0 
< 站 AD 一 pan | wdet DA | paw) fand | 
*. i=0 


< wnadr +e 5A, = 2 wd C] 
定理 4( 带 误差 项 的 高 斯 公式 定理 ) 考虑 带 有 误差 项 的 高 斯 公式 


[rows Sasa +e 
。 ra 


SM MD RBREBRD 397 


at fEC*La, 6], ANA 


eke 
p= ee! gz(z)aoCz)dz 


R Paced, qa) = Ho-a. 
证 明 根据 埃 尔 米 特 插值 (6. 3 节 )， 存 在 一 个 次 数 最 多 是 2n 一 1 次 的 多 项 式 p， 使 得 
pix) = fx) pla) = f(a) O<i<n—-1) 
正如 6.3 节 定理 2 中 给 出 的 那样 ， 这 个 插值 的 误差 公式 是 


Sa) = pla) = f2" (Ea) g(a) /C2n) 1 (11) 
由 此 可 得 
fir Do(z)d f (2)w(2)dr = ol! free (IDe (zw de 
Pow ade | paw dr = Grrl. EDE (rw 


利用 p 的 次 数 最 多 是 2n 一 1， 可 以 看 出 


= Pa 

[ecw rde = MAp a) = HAS 

Ë 名 名 
此 外 ， 可 以 利用 积分 中 值 定理 给 出 

fire (Lr) Fw rdr = SH Of wade 
这 里 需要 用 到 f°" (5(z)) 的 连续 性 ， 从 (11) 式 可 知 这 一 点 成 立 ， 简 单 地 代入 后 便 可 得 到 所 要 求 
的 误差 公式 . a 
有 关 高 斯 求 积 公 式 进 一 步 的 参考 文献 还 有 Krylov[ 1962], Davis and Rabinowitz[ 1956, 

1984}, Stroud and Secrest[1966] 以 及 Abramowitz and Stegun[1956, 1964). 
习题 7.3 


L 在 (2) 式 中 , 令 n=1,， a 二 0, b=1， 找 出 对 于 SEB 精确 成 立 的 公式 的 所 有 情况 . 
2.( 续 ) 对 mn 一 2 的 情况 ， 求解 上 题 . 
3. 推导 下 列 高 斯 求 积 法 则 ， 

f Feadz ~ As fre) +A far) + Aa fra) + Ar fay) 


其 中 
A= A = t (1+ 4 1073) = 0. 347 854 845 137 454 
A= A, — 4(1- 4 vioz) a 0. 652 145 154 862 546 


=a 2 -28-14 V0.3) ~ 0. 861 136 311 594 052 


一 五 一 五 Ft VD0.3) ~ 0. 339 981 043 584 845 6 


4. 证 明 (8) 式 作为 高 斯 公式 的 正确 性 . 
5. 证明 (9) 式 中 的 结 点 是 正确 的 - 
6 通过 表达 式 
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gz) = 2 teat te teas 
以 及 附加 条 件 | yz)ztaetz)dr=0，0<k<nm， 我 们 可 以 确定 一 个 与 下 正 交 的 ?十 1 次 多 项 式 o MEE 
的 含有 n+1 个 未 知 晤 ccs，…，c.,1 的 十 1 个 方程 的 方程 组 是 可 解 的 ， 执 行 上 述 过 程 可 以 求 出 习题 
7.3. 3 中 所 需要 的 水 ， 你 认为 这 是 一 个 获得 9 的 最 好 方法 吗 ? 
7. a 求 出 下 列 形式 的 一 个 公式 
firra YAS aD 
其 中 =1， 这 个 公式 对 所 有 三 次 多 项 式 都 精确 成 立 . 
b 对 n=2， 重 复 上 题 使 得 公式 在 N 上 精确 成 立 . 
8. a 确定 A, 和 ,的 适当 值 使 得 求 积 公式 
fi efaz ~ Sagan 
对 于 任意 一 次 多 项 式 /是 精确 成 立 的 ， 取 n 一 1. 
b。 当 /是 任意 五 次 多 项 式 时 ， 重 复 上 题 ， 取 n= 2. 
9. 求 出 一 个 求 积 公式 
. t 
[pode ie?) 


使 得 这 个 公式 对 所 有 二 次 多 项 式 是 精确 成 立 的 . 
10. a 如 果 求 积 公式 


[sonar ~ fla) + fl—a) 
对 所 有 二 次 多 项 式 都 精确 成 立 ， 试 问 a 应 该 取 什 么 值 ? 对 所 有 三 次 多 项 式 ， 回 答 同样 的 问题 . 
对 下 列 形式 的 多 项 式 重复 问题 a: 
b fa) =athrtor + dr 
Gf =at Wag! tor 
11. 试问 a 取 什 么 值 的 时 候 ， 公 式 
[odra fw + f(2—a) 
在 Oh 上 精确 成 立 ? 
12. WEA: 车 区 间 关于 原点 对 称 并 且 zz 是 偶 函 数 ， 则 高 斯 结 点 也 对 称 并 且 A, 二 A,,，0<i<n. 
13. WEH: 每 个 下 列 形 式 的 求 积 公式 
[irae ~ DASD 
(499) 在 Clay 名 的 某 此 有 限 维 子 空间 上 精确 成 立 . 
14. 证 明 : 若 


MEZEL = Dasa 


对 所 有 SE l RE SRA |] a- =) 在 Fa] 上 与 0. BHF w ERO. 
15. 确定 系数 A, A 和 A; 使 得 公式 


MMP Fe BRBRD 399 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


rpar= AO FASO HAs 


对 于 所 有 二 次 多 项 式 精确 成 立 . 
. 仅 利用 £000. f(D AIF"). 计算 | Sdr 的 一 个 近似 公式 使 其 对 所 有 二 次 多 项 式 都 精确 成 立 ， 试 
间 这 个 近似 式 对 于 三 次 多 项 式 精 确 成 立 吗 ? 为 什么 ? 
. 车 公式 
fisar = Sasa) 
对 所 有 f€ 11;( 九 次 多 项 式 ) 是 正确 的 ， 则 x。，x ，…，z 一 定 是 一 个 五 次 多 项 式 9 的 零点 ，9 具有 怎样 的 
性 质 ? 
BAK 


[cat = D feda = Af Cay) + Bf Cr) + Cf) 
h 


RAT USS 的 多 项 式 / 都 精 确 成 立 ， 则 r. r Mr 一 定 是 具有 怎样 性 质 的 多 项 式 的 根 ? 

. 下 列 哪 个 多 项 式 在 区 间 [0，1] 上 关于 权 函 数 ww(z) 一 1 与 下 ER? 1 二 x， zx 一 (1/2), zx 一 37 十 1，35z' 一 
602" H32r— 3, 4 vx, 

RAE RMR, METER IL 1. VR PARAM 1 十 zx 与 有 不 EX. 

.考虑 下 列 形式 的 一 个 数值 求 积 法 则 


Í Sadr Af( NES) + BO) + cor) 


a 在 确定 A，B 和 C 所 用 的 待定 系数 法 中 需要 求解 的 线性 方程 组 是 什么 ?并 求解 A，B 和 C. 
b 为 了 确定 牛顿 - 科 芯 公式 中 A，B 和 C 需要 计算 的 3 个 积分 是 什么 ? RMA, BAC. 
说 明 如 何 把 高 斯 求 积 法 则 


| podem AND tros E) 
应 用 于 roodr 用 该 结果 计算 : 
fa 
v. [ina 
给 定 (Of A (OD ,利用 待定 系数 法 计算 | 8 f(z)dz 的 一 个 近似 公式 .你 给 出 的 公式 对 所 有 f E 
My 应 该 给 出 精确 的 结果 . 
ORM A. BBC 使 得 形 如 下 式 的 数值 求 积 法 则 

[wwe ~ Af(—D+B/O)+CFH D 
对 所 有 最 高 次 数 是 m 的 多 项 式 精确 成 立 ， 试 问 m 是 多 少 ? 
利用 待定 系数 法 ， 求 出 下 列 法 则 中 的 4，B 及 C， 它 对 于 二 次 多 项 式 应 该 给 出 精确 的 结果 ， 
f! soar~ ALAS (0) + BF (— h) + Cf 2h)] 
CE ATREA E EH SD A) — ARERR HB DERE Bd A Ds 
i OEN 


Ilte) = ze 
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27. 求 出 下 列 高 斯 求 积 公式 的 系数 和 结 点 : 
fi fdr ~ As fl) +A fD) 
28. 证 明 : 不 存在 共有 个 结 点 的 高 斯 求 积 公式 能 在 了 1-, 上 精确 成 立 . 
29. MRAR ww 不 是 正 的 ， 那 么 在 高 斯 求 积 理论 中 会 发 生 什 么 情况 ? 
30. 利用 7. 2 节 中 的 信息 ， 求 出 关于 区 间 [ 一 1，1] 和 权 函 数 w= V1 一 式 的 高 斯 公式 ， 提示: 利用 习题 
7. 2. 26 一 7. 2. 27. 
31, 确定 下 列 高 斯 公式 的 结 点 和 权 函 数 ; 
| rrenaz x~ As fixo) +A; fr) 
32. AE SE HN FIR DARKA 8, RA A. EE E E ZS AY R KAE. 
a ODR 
b. (8) 式 
OES 
利用 下 列 公式 确定 | 7(z)dr 的 复合 法 则 ， 
和 2 点 高 斯 公式 
3 点 商 斯 公式 
3. 如果 我 们 取消 对 4 次 数 的 假设 条 件 ， 试 问 高 斯 求 积 的 定理 1 仍然 成 立 吗 ? 保留 每 一 点 rz，zi，…，xz 是 4 
的 零点 的 候 没 条 件 ， 但 可 能 存在 另外 的 零点 . 
计算 机 习题 7. 3 
编写 一 个 计算 机 程序 、 对 于 所 有 函数 CD28), FE ODE, RE n= 的 埃 尔 米 特 求 积 公式 
(4) 式 是 否 精确 成 立 ， 只 需 对 10 个 检验 函数 Tat) “来 验证 公式 就 够 了 ， 其 中 T, ar) = cos(keos r) 
十 类 次 切 比 雪 夫 多 项 式 . 


7.4 龙 贝 格 积分 


现在 要 介绍 用 龙 贝 格 (Romberg) 命 名 的 一 个 算法 ， 龙 贝 格 首先 给 出 了 这 种 算法 的 递 推 形 
式 ， 假 设 需要 积分 


33. 


1= ffod a) 
的 近似 值 ， 在 讨论 过 程 中 函数 fF(z) 和 区 间 [ae， 妆 将 保持 不 变 . 
7.4.1 递 推 梯形 法 则 
设 TOD RANE KER A= (6 一 a)/n 的 = 个 子 区 间 上 积分 工 的 梯形 法 则 ， 根据 7. 2 节 中 (4) 
式 ， 我 们 有 
Tin) = rÈ a+ ih) = t-a Sipa +i Ga) D 


To 


这 里 求 和 符号 中 的 两 撤 表示 和 式 中 第 一 项 和 最 后 一 项 减 半 . 
例 1 当 区 间 是 [0，1] 时 ，T(G1)，T(2)，T(4) 和 T(8) 的 显 式 公式 是 什么 ? 
解 HADR. 我 们 有 
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Ta) =Ff0 + FFA) 
aa? SLAG) Gm 
Tay = Lys + EL 4 +) +44) +4(4)] kiso 
E E )+2(2) 
+$) +4(2)] +m m 


可 以 看 出 ， 如 果 要 计算 T(2n) ， 则 可 以 利用 T(Cn) 的 计算 中 已 有 的 结果 ， 只 需要 计算 那些 
出 现在 了 (2n) 中 而 没有 出 现在 T(z) 中 的 项 ， 例 如 ， 根 据 上 面 的 公式 ， 我 们 可 以 看 出 


TG)= tT +4F[ AF) ] 


ra= tra +4[ (4) +4(4)] 

Fs 1 1 1 3 5 TAT: 

T(8)= FT + lla) tatl + (4) | 
取 h 二 (6 一 a)/2n， 关 于 任意 区 间 [a，6b] 上 的 一 般 公 式 如 下 : 

Tn) = ET Cn) +L flat h) + fla + 3h) + flat 5h) bo + fla + 2n— VAY] 
或 者 
Tm = 于 TCD 十 hÝ Slat i= Dh) (3) 
为 了 证 明 等 式 (3)， 首 先 利 用 T(n) 表 示 TOn): 
Tn) = ET) + [Team — FT| 
利用 (2) 式 ， 可 重 写 括号 中 的 表达 式 为 
Te2n) = 4 TOD = AV Fla + ih) ASM flat ih) = AY fat 2i— DA) 

因为 第 二 个 和 式 中 的 各 项 形 如 f(a 十 2ih)， 所 以 它们 与 第 一 个 和 式 中 所 有 侦 数 项 相抵 消 ， 在 所 
得 和 式 中 ，i 的 范围 是 这 样 确定 的 :第 一 个 和 式 中 的 第 一 项 奇数 项 是 f(a 十 读 )， 所 以 我 们 取 2i 一 
1 二 1; 最 后 的 奇数 项 是 f(a 十 (2n 一 1)h)， 所 以 我 们 取 2i 一 1 二 2n 一 1， 因 此 ， 等 式 (3) 成 立 ， 这 


样 (1) 式 中 积分 1 可 以 用 递 推 梯形 法 则 近似 计算 .如 果 有 2" 个 相同 的 子 区 间 ， 则 (3) 式 给 出 弟 
推 梯形 法 则 : 


T(2") = FTO) thy Hat Gi Di ) 


其 中 
ho =b—a h, =hm/2 (n>1) 
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7.4.2 龙 贝 格 算法 
在 龙 贝 格 算法 中 使 用 上 述 公式 . 设 R(n，0) 表 示 具 有 2" 个 子 区 间 的 梯形 估计 ， 我 们 有 
R(0.0) = $a fla) + fo] 
Í = w 
leno) = ZR n= 1,0) + he X) flat (2i— Dh) 

a 

对 于 一 个 适度 的 M 值 ,计算 RCO, 0), RU, 0). R2, 0), =, RUM, 0), 并且 其 中 没有 重 
复 的 函数 值 的 计算 ， 在 龙 贝 格 算法 的 其 余部 分 中 ， 还 要 计算 附加 值 R(n，m)， 所 有 这 些 都 可 
以 被 理解 为 积分 的 估计 ， 计 算出 RCM，0) 以 后 ， 不 再 需要 被 积 函 数 f 值 的 计算 . 根据 公式 


Rm) = Roam = D + LRG m— LD) — Rn—1,m—1)] (5) 
对 于 n> 和 m 之 1 构造 尺 阵 列 的 各 列 ， 这 一 计算 是 非常 简单 的 ， 最 终 可 以 得 到 下 面 形式 的 阵列 
R(0,0) 


R(1,0) R(1,1) 

R(2,0) R(2.1) R(2,2) 

R(3,0) R(3,1) R(3,2) R(3,3) 
R(4,0) R(4,1) R(4,2) R(4,3) R(4,4) 


RM,0) RM,1) R(M,2) R(M,3) R(M,4) … R(M,M) 
下 面 是 按 行 计算 的 龙 贝 格 算法 的 伪 代 码 : 


input a, b, M 
he-h—a 
RO. Deh o-o fa) + $60) 


for n =1 to M do 
hh/2 
yt 


Ron 0) 地 Ren 一 1, 0+ Dati- pw 
for m=1 to n do 
Rony m)-R(n, m—1)+[ Rony m—1)— RO 1, m= 1/4" =D 
end do 
end do 
output Rén, m) (O<n<M, 0<m<n) 
因为 需要 计算 2+1 个 函数 值 ， 所 以 通常 只 选取 一 个 适度 的 M 值 ， 更 为 精致 的 算法 应 该 
包含 一 个 自动 终止 程序 ， 当 达到 指定 的 误差 标准 时 停止 计算 . : 
7.4.3 分 析 
为 了 说 明 (5) 式 的 来 源 ， 我 们 从 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 人 手 : 


f rou =1 Epo + ser] 
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= 
+ HAal fe? C0) — fC (6) 
a 


— Amf (Eo) 
其 中 名 是 0 与 1 之 间 的 一 点 ， 可 以 证 明 对 于 任意 函数 fE C"[0，1]，(6) 式 都 成 立 ，7.7 节 中 
给 出 了 这 个 重要 公式 的 证 明 、 常 数 上 44, 称 为 伯 努 利 数 .它们 可 以 由 下 列 等 式 定义 

Si Sar 
名 

定义 函数 6) 二 f(z 十 ht)， 其 中 h 一 zn 一 x,:， 把 (6) 式 应 用 于 g， 并 且 在 得 到 的 积分 中 作 变 量 
替换 :二 (x 一 x,)/hA， 由 基本 公式 (6) 可 得 : 

[E Fade = AC + fn] D 


=i 

+ Saale Ca) =f Cran)] 
a 

— Arnh?" fm CE) 


Pl 
在 (7) 式 两 端 作 运 算 S. 如 果 zi =a tih, 0< i< 2h = (6 一 a)/2", 则 
A r- 
repdz = AD) + fan] (8) 


= 
+ SM Anh” Lf” (a) — f(y] 


mo 
— Aan (b— ahi" f2” (8) 
其 中 6E (a,b)， 这 个 等 式 中 的 误差 项 如 习题 7. 4. 2 所 述 的 一 样 处 理 . (8) 式 右 端的 第 一 项 恰好 
是 (1) 式 中 积分 1 在 长 度 为 二 (5 一 a)/2" 的 子 区 间 上 的 梯形 估计 ， 从 而 ， 由 (8) 式 可 知 
T= R(n,0) + erh? + cht + ch" + oe cam 2h? + Cogh ™F™ E) (9) 

其 中 fE C"[a, b]. EE (a，6b)， 对 于 任意 的 h， 该 等 式 都 成 立 ， 而 且 系 数 c。，cs，…，cow 与 有 
EX. 因为 (9) 式 是 7. 1 节 中 (20) 式 的 特殊 情形 ， 所 以 根据 7. 1 节 中 的 理 查 森 外 推 分 析 ， 直 接 
可 知 (4) 式 成 立 . 

为 了 充分 利用 龙 贝 格 算法 ， 我 们 需要 函数 三 属于 类 C™[a，6b]， 并 选取 尽 可 能 大 的 m 值 . 
这 个 假设 保证 了 可 以 使 用 欧 拉 - 麦 克 劳 林 公式 ， 并 且 表 明 量 值 Rn，m) 收 敛 于 了 的 积分 ， 具 有 
误差 OC(h")， 其 中 h= (6 一 a)2“。， 如 果 仅仅 假设 f 是 连续 的 会 是 什么 结果 ? 

定理 1( 龙 贝 格 算法 收 化 性 定理 ) F /ECLa, 5]， 则 龙 贝 格 阵 列 中 每 一 列 都 收效 于 /的 
RD. Mit, HHA m, 


limR(nym) = [fdz 
证 明 我 们 从 第 一 列 开始 ， 它 包含 积分 [的 梯形 估计 .具有 个子 区 间 的 梯形 法 则 可 以 
写成 
; i z 
AD ath) = FAY, fa Hh HAAD) fa Hih) 


ei 
S| 
回 
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SRAM APRS AAP HE. A h=(b—a)/k, RUM Room FR MMRAK 
度 趋 向 于 0. Ak, RERBADBC, ATRSABKAF J。 它们 的 平均 值 当 然 也 收敛 于 
1 这 就 证 明了 limR(n，0) 二 1， 对 于 第 二 列 ， 我 们 注意 到 


R, D = 等 RCn.0) -ÅR 1,0) 


由 此 可 得 

limRCn,1) = 41-41 =I 
用 同样 的 方法 可 对 接 下 去 的 各 列 进行 分 析 . 图 
习题 7. 4 


， 由 (6) 式 推导 出 (7) 式 . 
,由 (7) 式 推导 出 (8) 式 ， 特 别 地 ， 证 明 


~ 


ga 
从 RE ST £8) RRR O — Dh f E 
3. 取 h 一 1/2"， 建 立 下 面 的 等 式 
4 1 S41 nt 
I= 4r(r.4) 一 二 To 2 Saya” 
其 中 
a 2 
I= f fCD dz TSh) = h Y'S Gh) 
° 名 


， 证 明 ， 龙 贝 格 阵列 中 第 二 列 是 对 三 应 用 辛普森 靶 则 的 结果 .( 见 7. 2 节 中 (6) 式 . ) 
,用 数学 归纳 法 证 明 


T= RGaym = 1) = ah™ + Bett + ch foe 
应 用 龙 贝 格 算法 求 出 下 列 积分 的 R(2，2): 
? dx 


> 


z 
b. jt z ) dz (用 含 x 的 项 ) 


T 假设 5(f， 所) 是 (1) 式 中 积分 [的 求 积 法 则 并 且 误差 级 数 是 cih' 十 coh 十 …， 把 SCS. AY BL SCS, ADAE 
起 来 ， 求 出 1 的 一 个 更 精确 的 近似 . 


8. 在 龙 贝 格 算法 中 ，RCn*，0) 是 利用 2" 个 子 空间 上 的 梯形 法 则 对 [fdr 的 估计 ， 对 于 0<is<N H oS 
Ny BW RG， 站 需要 多 少 次 f(z) 的 赋值 ? 
9. 如 果 梯 形 法 则 满足 等 式 
fifa = Tf + ch + ah Heh + 
而 不 是 满足 (9) 式 ， 那 么 将 如 何 修正 公式 (5)? 


10. 在 龙 贝 格 算法 中 ,第 二 列 元 素 满足 
RGD) = 1+ Ch! + Cht ++ 


其 中 [= [pode = 6-2/2, 推导 出 计算 第 三 列 元 素 和 它 的 误差 级 数 中 第 _ 项 的 公式 ， 
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11. (Milne $M) HÈRE PB — FCM AA RO, 2). 证明 R(3，3) 不 是 牛顿 - 科 芯 公式 而 R(2，2) 是 这 
样 的 公式 . 
12, 直接 根据 下 列 事实 
D fatih- (Da flat ih) = DY fath) 


m one ae 
证 明 等 式 (3) 成 立 . 
计算 机 习题 7. 4 
编写 一 个 了 程序 。 用 来 执行 定义 在 任意 区 间 [a，5] 上 的 函数 了 的 龙 贝 格 算法 用 户 要 具体 指定 阵列 中 所 
计算 的 行 数 ， 并 且 当 计算 完成 后 要 看 到 整个 阵列 编写 一 个 主 程序 并 且 用 下 列 积分 测试 你 的 龙 贝 格子 程序 。 


" sin 
af Star 
站 


cos re" 
er 
c f Cre) dr 
编写 这 些 积分 的 程序 ， 要 避免 由 于 威 法 而 产生 有 效 数字 的 严重 丢失 ， 习 惯 上 也 用 等 式 F(a) = lim f(z) 定 义 任 


何 可 疑点 x。 上 的 函数 f。， 如 果 极 限 存 在 ， 则 这 种 方法 便 保证 了 /在 zx。 点 的 连续 性 ， 对 于 第 三 个 积分 ， 作 适当 
的 变量 替换 ， 例 如 x=1/+:， 计 算出 龙 贝 格 阵列 中 的 7 行 ， 打 印 出 每 一 种 情形 的 阵列 ， 并 要 求 打 印 格式 能 够 反 
映 出 收复 性 


7.5 自 适应 求 积 
自 适应 求 积 方法 是 指 自动 地 利用 被 积 函数 的 性 质 来 计算 定 积分 ， 理 想 情况 下 ， 为 了 计算 
积分 
fisar ay 


用 户 只 需 提 供 被 积 函 数 /、 区 间 [a， 幻 以 及 所 要 求 的 精度 e。 然 后 程序 将 区 间 划 分 为 各 种 长 度 
的 小 段 使 得 在 子 区 间 上 数值 积分 产生 满足 精度 要 求 的 结果 . 

这 里 讨论 一 个 典型 的 自 适应 求 积 方法 ， 主 要 用 到 子 区 间 上 的 辛普森 法 则 连同 所 涉及 的 误差 
估计 ，7. 2 节 中 (6) 式 给 出 辛普森 法 则 : 


reoaz= so- 而 [6 一 ao)/2] OH 


SCa,) 一 了 ats 


Fis +44(*F j+ rw] (2) 


其 中 &€ (a, 6b)， 其 主要 思想 是 ， ak We rRW Cs Aan RE LMR E: 则 该 
区 间 将 被 等 分 为 两 部 分 ， 在 每 个 长 度 减 半 的 区 间 上 应 用 辛普森 法 则 ， 重复 这 个 过 程 得 到 积分 的 
一 个 近似 ， 它 在 所 有 涉及 的 子 区间 上 具有 相同 的 精度 ， 最 后 ， 我 们 计算 应 用 次 辛普森 法 则 的 
积分 ， 


[wa = Sf Fadda = ES; +e) = Fst De 


(508) 
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其 中 S, 是 区 间 [zr, ，，z] 上 积分 的 近似 ，e 是 相应 的 局 部 误差 . 如 果 
1e |< elz; — xz)/(6—a) (3) 


则 整体 误差 界 为 
PAR le, Kiho =e 
从 而 ， 局 部 误差 准则 (3) 导 出 绝对 误差 界 
: 
fwar- Ds|<e 
: a 
根据 (2) 式 ， 下 式 给 出 区 间 [u，w] 上 的 基本 辛普森 法 则 : 
[pode = Saw) = Al wah pre) w 
其 中 名 E(w，wv)， 如 果 求 积 区 间 在 中 点 ww 二 (wu 十 v)/2 处 等 分 为 两 个 子 区 间 ， 那 么 对 每 个 子 区 
间 利用 辛普森 法 则 ， 可 计算 出 更 精确 的 积分 值 ， 这 样 做 的 结果 如 下 ; 
[rar = [rede tf’ paar 
= S(uyw) — EE Go u)/2F f° G) + Swiv) 
= Aio wr/2 6H) 
=s'+s" -BUO eHe] 
e EE O) 6) 
在 这 个 计算 过 程 中 ， 我 们 已 经 规定 
S= Suw) S“ = Stwo) 
PO O= FUO D + FGI (O) 


HP GE Cu, w, GE Cw, v), Elu, v). 如果 假 设 Fo 连续 ， 则 (6) 式 成 立 ， 像 通常 的 这 种 
公式 一 样 ， 不 能 估计 误差 项 ， 也 不 能 确定 它 的 界 ， 除 非 Fe 的 某 些 信息 是 可 利用 的 ， 然 而 ， 对 
于 自动 计算 过 程 来 说 ， 有 必要 找 出 一 种 估计 O (8) 大 小 的 方法 ， 通 过 假设 在 所 有 小 区 间 上 EY 
是 常数 ， 我 们 可 以 实现 这 个 目标 ， 特 别 地 ， 在 (4) 式 和 (5) 式 中 我 们 假设 O G= fO, 
ORRA 16/15 减 去 (4) 式 乘 以 1/15， 便 可 以 消去 含有 OHT, HERE 
[rodas +s" + Ls: 十 S… 一 SCusw)] (7) 
我 们 已 经 对 自 适应 求 积 方法 的 基本 思路 作 了 铺垫 ， 假 设 就 给 定 容许 误差 。 来 说 ， 可 以 数值 
HARDO). WE /存在 并 且 缓 慢 地 变化 ， 则 在 小 区 间 上 (7) 式 中 的 近似 将 是 令 人 满意 的 . 


自 适 应 算法 从 区 间 [a，6] 开 始 考虑 ， 对 这 个 区 间 ( 与 随后 考虑 的 其 他 区 间 一 样 ) 构 造 具 有 6 个 分 
量 的 向 量 : 
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Lash, fla), fla th), flat2h),S] h= La) (8) 


该 向 量 包含 辛普森 估计 SSS, 65)， 以 及 用 等 式 
S= Alfa) +4f(ath) + flat 2h)] 


计算 它 所 需要 的 数据 ， 接 着 计算 Hath, S*=Sla, DRS *=Slc, 6). MAT TM RH AB 
E, S HSU 是 积分 更 精确 的 估计 .为 了 观察 它 是 否 足够 好 ( 即 是 否 满足 容许 误差 e) ， 我 们 将 
利用 (7) 式 和 (3) 式 .检验 不 等 式 
|S*+S"* —S | /15 < e(2h)/(b— a) (9) 
如 果 不 等 式 成 立 ， 则 依照 (7) 式 ，S* 十 S** HS 十 S"* 一 S]/15 可 以 作为 积分 (1) 的 值 ， 如 果 不 等 
式 (9) 不 成 立 ， 则 把 区 间 划 分 为 两 个 等 长 的 子 区 间 ; Wea, JML, b], 其 中 c=(a+6b)/2. 对 
每 个 小 区 间 ， 我 们 像 前 面 那样 构造 向 量 ， 丢 弃 (8) 式 中 的 向 量 ， 并 且 在 它 的 位 置 上 有 两 个 新 
向 量 : 
La,h/2, fla), fly) fl) S*] y=ath/2 
[esh/2, fC) f(z), f(b). SJ} z=ct+h/2 
注意 ， 在 计算 S =S, OMS SSe, 5b) 时 ， 由 于 所 有 其 他 数据 已 经 被 算出 ， 并 且 已 算出 
的 数据 用 特殊 的 格式 加 以 存储 ， 所 以 只 需要 两 个 新 的 函数 /(y) 和 f(z) 赋值 ， 应 用 于 (8) 式 中 
向 量 的 过 程 最 后 将 应 用 于 算法 生成 的 每 一 个 向 量 . 
以 下 描述 算法 中 的 一 般 步 又: 在 任 一 步 ， 在 某 些 子 区 间 上 f 的 积分 的 和 将 累加 到 变量 站 
中 ， 同 时， 存在 早先 所 述 的 向 量 的 工作 栈 ， 每 个 向 量 对 应 一 个 区 间 ， 并 且 该 区 间 上 f 的 积分 还 
未 满意 算出 ， 这 些 向 量 之 一 ， 例 如 
[ushu wv, S] 
取 自 工作 栈 ， 它 具有 下 列 性 质 : 
w=u+h v=ut2h 
u= f(u) w= flw) v= flv) 
S= (u +4w +v)h/3 
其 次 ， 用 A/2 替换 h， 计 算得 到 
y=u+h z=u+3h 
y= fly) z= fz) 
S* = (ut+4y+w)h/3 
S = (w+ 4z + 0)h/3 
作为 | rz?dz 的 估计 值 ， 我 们 希望 知道 $' + S… 是 否 能 通过 误差 检验 ， 其 检验 条 件 是 


| St 十 S$… 一 S| 入 60w/G6 一 ao) (10) 
如 果 通 过 检验 ， 则 把 S* HSU 十 (S* +S" 一 S)/15 增加 至 已 中 ， 并 且 从 工作 栈 中 选取 一 个 新 
的 向 量 继续 该 过 程 。 如果 检验 失败 ， 则 把 两 个 新 的 向 量 添加 到 工作 栈 中 ， 
[ushu yew, S] 
[u+ 2h,h,w,z,v,S"" ] 
EVERY, ATERRAR T AIAH RARE. LRP 


能 超过 "个 ，n 是 用 户 设置 的 参数 ， 这 有 助 于 防止 算法 不 能 终止. 


509) 


510) 


511 
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下 面 给 出 这 个 算法 的 伪 代 码 ， 它 来 自 刚才 给 出 的 描述 过 程 。 要 关注 那些 后 面 可 能 用 到 的 量 
值 的 存储 ， 工 作 栈 中 的 向 量 记 为 o, vo. SE. BRA 6 个 分 量 
uP = [vw e] 
第 一 个 分 量 wi?” 始终 表示 区 间 的 左 端点 ，w ”是 这 个 区 间 长 度 的 一 半 ; vi ，vi? 及 地 "分别 是 
了 了 在 区 间 左 端点 、 中 点 及 右 端点 上 的 值 ，vwt” 是 这 个 区 间 上 由 辛普森 法 则 给 出 的 值 
完整 的 辛普森 自 适应 求 积 算法 如 下 : 


input a, b, er n 
Atbar LeO: heA/2: ertatb)/2: hel 
ae flads bafi er flod 
Selatde+brh/3 
Pela, hy as c, by S] 
white 1k 
howl /2 
vf? +h) 
St Cy tay tulP )h/3 
ze f(D 43h) 
Stu Het eh/ 
If] S 十 S… — uih | <60eh/A then 
E+5* SH HLS +S" ~h ]/15 
keh] 
if KO then output X; exit 


if >n then output failure; exit 
peut! 
velo he hs y, vi, SH 
kk 十 
PaL- 2h, Ay WP, z, a, S**] 
end if 
end while 


在 一 些 编程 语言 中 ， 重 要 的 是 把 最 频繁 存 取 的 量 存放 在 阵列 的 同一 列 中 ,使 其 对 应 于 相 邻 
存储 位 置 ， 如 果 是 在 这 种 情况 下 ， 则 工作 栈 向 量 可 储存 在 2 EBC VL, Ko 中. 

这 里 我 们 介绍 了 具有 显 式 工作 栈 的 自 适应 求 积 算法 ， 但 它 本 质 上 是 一 个 递归 过 程 ， 首 先 ， 
试用 简单 的 辛普森 法 则 ， 如 果 误 差 满 足 要 求 ， 那 么 就 认可 答案 ; 否则 ， 则 把 区 间 等 分 为 两 部 分 
并 且 在 每 个 小 区 间 上 递归 地 调用 上 述 过 程 。 利 用 递归 性 质 ， 我 们 更 容易 理解 算法 的 概念 ， 此 
外 ， 由 于 大 多 数 编程 请 言 都 支持 递归 关系 ， 所 以 编写 递归 算法 的 代码 是 简单 易 行 的 ， 我 们 把 它 
留 作 计算 机 习题 7. 5. 1. 
习题 7.5 
L 用 局 部 误差 标准 ((3) 式 ) 得 到 地 对 误差 界 ， 试 建立 局 部 误差 标准 并 由 此 导出 相对 误差 界 


| frends Ès |< [fraze 
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. 利用 梯形 法 则 


[roe = Thu») — $o- u) fO 


Ture) = Fw WL + fo] 


建立 类 似 于 (7) 式 的 一 个 近似 公式 。 
复合 梯形 法 则 可 写 为 


ca 


S EEA 
1= Ta > gg OT wat S'O 
其 中 
I= fisa 
s 
Ta= AED +2D fut ih) + f] 
ee 


试 说 明 怎样 结合 T。 和 Ti 来 得 到 1 的 一 个 更 好 的 近似 ， 这 里 m 是 区 间 [u，v] 中 子 区 间 的 个 数 ， 
复合 辛普森 法 则 可 写 为 


1= Su- ne WDK SOD 
其 中 


I= [rar 


Sin = FUD +2) flared) 44) fae) + £9] 
a a 


并 且 h=(v 一 wD)/(2m) ,zi 二 w 十 认 (0SiS2m)， 这 里 区 间 [u，vj 中 有 2m 个 子 区 间 ， 试 说 明 怎样 结合 Sin 和 
Sum 来 得 到 1 的 一 个 更 好 的 近似 . 
5. 在 ?7.4 节 中 ， Elu, JERK m 个子 区 间 的 梯形 法 则 与 [u,vj 上 具有 2m 个 子 区 间 的 梯形 法 则 之 间 ， 有 下 
列 关系 存在 
To = LT. 4 hÝ Fares) 
a 
FER A= (um u)/(2m), x, ut ihOSi< 2m). 试问 它 可 以 用 来 建立 一 个 自 适应 机 制 吗 ? 


计算 机 习题 7.5 
1. 编写 自 适 应 算法 程序 并 对 下 列 积分 测试 这 个 程序 : 


a fdr 

> 

b. f a= ade 
b 
: 

ef (=a) dr 


2. 编写 并 测试 递归 过 程 形式 的 自 适应 算法 程序 . 
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7.6 通 近 泛 沙 的 Sard 定理 


线性 空间 上 的 一 个 线性 泛 函 是 线性 空间 到 纯 量 域 ( 本 书 中 常用 R ) 的 一 个 线性 映射 。 例 如， 
如 果 线 性 空间 是 Cla, 6], —P MEARE p 定义 为 


of = [fear JE Cab] 


在 数值 计算 问题 中 ， 最 基本 的 泛 函 是 点 赋值 ， 在 [a，b] 中 取 定 xz， 下 列 等 式 定义 一 个 线性 泛 
Kr 
xf) = f(x) fe Cla,b] 
利用 点 赋值 的 线性 组 合 ， 我 们 得 到 用 途 更 广 的 泛 函 y 
$= Dew. E g= Dosa) a) 

人 们 有 理由 认为 ， 在 数值 计算 中 ， 这 是 可 直接 计算 的 泛 函 中 最 一 般 的 类 型 ; 其 他 泛 函 (如 积分 ) 
一 定 会 被 少 这 样 的 逼近 泛 函 替换 .这 正 是 数值 积分 和 数值 微分 问题 中 所 要 做 的 . 

Arthur Sard 在 1940 一 1970 年 发 展 了 通 近 泛 函 的 相关 理论 ， 它 用 一 种 有 趣 的 方式 与 自然 样 
条 相关 联 ， 我 们 要 盘 近 的 这 类 泛 函 由 下 列 等 式 给 出 


v= {fear Gadde + ERa) (2) 
Mtla, OJH, MERN a 在 [ae， 纪 上 分 段 连续 ， 泛 函 9 可 作用 于 任 一 FE Cs[a， 扫 ]、 


如 果 对 于 每 个 FEW 都 有 gp(/) 二 0， 则 称 泛 函 p 零 化 空间 W， 像 (2) 式 中 那样 的 泛 函 的 佩 
亚 诺 核 是 函数 
K,(t) = 十 w[(z 一 09] 
Kp m>N 并 且 
《z 一 人” >t 
0 z<et 
符号 p 表示 泛 函 作为 x 的 函数 作用 于 (z 一 23 。 当 1=0 时 得 到 的 函数 xz? 称 为 截断 宕 函数 ， 
例 1 考虑 下 列 等 式 定义 的 泛 函 9 
oP) = [cose (Corde 
这 是 (2) 式 在 N=1 K ai (x) =cos x 时 的 情形 . 试问 什么 是 g 的 佩 亚 诺 核 K,? 
解 ”可 用 佩 亚 诺 核 的 定义 直接 计算 .注意 到 


是 -or= ma-or m>) 
F 


(rz—D?= | 


因而 ， 在 这 个 例题 中 ， 
KG) = ¢.le—pi] = f’ ccosa) feo, de 


= os- dr 
o 
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= f’ ceos mdz =-sint E 


1905 年 证 明了 下 面 的 结果 - (其 中 I, 表示 次 数 最 多 是 m 次 的 全 体 多 项 式 的 空间 . ) 
定理 1( 佩 亚 诺 核定 理 ) 若 (2) 式 中 的 远 函 零 化 了 ， 则 对 所 有 EC [a b], 


gn = [Ke Wf ode (3) 


RPMN 并 且 K。(1) 是 gp 的 佩 亚 诺 核 . 
ER 根据 带 有 积分 余 项 的 泰勒 定理 (1. 1 节 中 定理 5)， 


f(x) = È Ble ray + rx) 


rx) = Also? o a-oa 
HA p FEN, RU p(/)=p(r)， 把 7 表示 为 
r(x) = pr XE dt 
由 此 可 知 
gr) = Alpe Weta - pret 
这 一 步 包 括 把 泛 函 p 转移 到 积分 符号 里 面 ， 可 根据 微分 中 的 某 些 定理 证 明 这 一 点 成 立 ， 它 需要 


用 到 我 们 对 ?采用 的 假设 条 件 ， L] 
例 2 Sard[1963， 第 31 页 ] 给 出 的 实例 是 泛 函 


oP = firat 


R- NALAR 
yf =afO +e fa) 
它 对 于 多 项 式 空间 M 上 的 p 恰 好 是 代入 过 程 . 再 求 出 这 个 公式 的 误差 ， 
RW ROER- Sk. 利用 待定 系数 法 (如 7. 2 节 中 )， 首 先 取 f(x) 二 1， 得 


o= Ng) = fix Mdr- (a +a) =2—-a—G 
取 Fr)=zr， 得 
i 2 
o= 6 -wN = | dr-a 2 
Fk, c=2/3, a =4/3. ZA 9 一 少 的 佩 亚 诺 核 是 
(p -pao = fice-o, rda -40-p 20-0, 
1 2 
= f (Dz “dr— 20-0 


= $b 
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佩 亚 诺 核定 理应 用 于 yg 一 Jy， 得 到 
firo :dz 一 [Fro + $a ]= f OOL 
4 Je C:[o，1] 时 ， 该 等 式 的 右边 恰好 表示 误差 .因为 在 区 间 [0，1] 上 核 是 非 正 的 ， 所 以 由 积 
分 中 值 定 理 (1. 1 节 ) 知 
f feu? Df" = rof Liar- pa =- ifo a 
如 果 8 和 少 是 区。 上 相同 的 两 个 泛 函 ， 则 它们 的 差 零 化 In 并 且 有 佩 亚 诺 核 K,， 再 由 柯 
西 - 施 瓦 茨 不 等 式 知 
lP- oA EA 1 i (4) 
下 标 是 2 的 范 数 是 指 [a，6b] 上 常用 的 L 范 数 ， 如 果 少 中 的 某 些 参 数 不 能 完全 由 o—y FEM, 


来 确定 的 话 ， 则 可 以 通过 使 因子 | K-(2):dt 极 小 化 来 迁 取 这 些 参数 ， 用 这 种 方式 ， 我 们 得 到 
AEE gp 它 是 Sard ELF p ARE. Schoenberg 发 现 可 以 用 更 简单 的 方法 得 到 
这 种 最 住 公式 ， 下 面 给 出 其 重要 的 定理 ， 在 定理 中 ,9g .上 是 p ALL 的 合成 ， 即 (p +L) 
MEALA. 

定理 2(Schoenberg 定理 ) 设 史 是 (2) 式 给 出 的 线性 泛 函 ， 给 定 结 点 ; Soh Ln 
b, EP DN. AMAKI > cz HAEN, 上 与 9 一 致 的 远 函 中 ，Sard ELF p H RERE 
是 pp。 上， 其 中 了 是 产生 给 定 结 点 上 2m 十 1 次 自然 样 条 插值 的 线性 算 子 . 

证 朋 设 风 具有 形式 4= Ded, 并 且 假设 对 任 -- pE1。， 有 yp) 二 p(p)， BA p-o 


Hn. BK, 是 它 的 佩 亚 诺 核 。 如果 了 是 给 定 结 点 上 的 2m 十 1 次 自然 样 条 ， 那 么 LA= 太 A 
ARB <m 的 多 项 式 也 是 这 种 自然 样 条 ， 所 以 对 pE BA Lp=p. Kit, p-o LERA 
Ty. BK, 是 它 的 佩 亚 诺 核 ， 我 们 可 以 证 明 


[Roya < kaya (5) 


ZA 
0= p+ L—g= (p—p — lp- p. L) 
BME R. =K. -Kn HE 


K.) = 十 4[z 一 05 (6) 
WMR ，%，…，s} 是 自然 样 条 空间 的 一 组 具有 基 性 质 的 基 ， 那么 5(5) 一 8 并 且 工 具有 形式 
Lf= Dyes 
由 此 可 得 9 具有 形式 g 
Of) = ALA -AP = Draves = Deroo = Irra 
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从 而 ， 对 于 RK, 我 们 有 等 式 

Rw = ay yrs OF (7) 
选取 函数 g HH OP =K., Wg = KO, ATMS O KERAM. PF 
以 , gASRAABA ts ，…， 的 2m 十 1 次 样 条 函数 .事实 上 ，g 是 一 个 自然 样 条 ， 为 


了 证 明 这 一 点 .我 们 注意 到 ,根据 (7) 式 ， 当 1 宇 bp 时 有 下 ,(1)=0， Ai, gr (1)=0,， >b. 
4 r<a<r 时， 由 (6) 式 知 : 


RK.) = 工 o.[Cz 一 0"] 
ml 
AA OSG.» RU4—o<t<a mt KR, =e") =0. Ae 是 自然 样 条 ， 所 以 Lg 二 
g Am 
[Rd = [Rago de = (p-p Lg) =0 
因为 
rsa = [cK + Rota = [Kl + 2RR. + Rar 
= [Riar [Ra > Rd 
由 此 可 得 到 (5) 式 ， 根 据 函 数 的 内 积 ， 这 些 计算 表明 (KK, ，,) 二 0， 由 毕 达 如 拉 斯 法 则 ， 有 


IK. li = IK.+R,. 2 = |K. Ni+ RR. |i > | Kelle a 
例 3 设 
oP = fade 
WP =a fOD +f) 
FR ARTE I 上 与 p BANTER, ORY Sard 意义 下 HRE. 
解 ” 我 们 要 求 出 这 种 情形 下 的 自然 样 条 插值 算 子 L， 可 以 证 明 
LD = ay + a,x + box +192 +624 by (2 — D 


其 中 

as = [~ f(—-1) + 6f(0)— fC) )/4 

a, = [—5f(— D + 6 f(0) — fC) 1/4 

bo = b =—b,/2 = [f(— 1) — 200) + fA) )/4 
因而 最 佳 公式 是 


WN = (Lf) = [ape 
= 2ay + 4b, + Ja, 


=43-+5 3 
= FICO D+ F/O + 3/0) 四 
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习题 7.6 
1. PRT EA 
f= of(—D+afO +a fA) 

其 中 工 是 (一 1，1) 中 给 定 的 点 。 找 出 为 使 公式 在 MD 上 成 立 ， 系 数 所 满足 的 充分 必要 条 件 ， 求 出 Sard 意义 

下 的 最 佳 通 近 ， 当 达到 极 小 值 时 计算 | K dr. 
2. 对 于 例 3， 求 出 误差 公式 

rig N~gPi<el fil: 

中 的 最 佳 常数 . 

. 求 出 插值 函数 S SODA OSIM), 它 使 得 积分 帮 (4d te. 假设 "是 分 耻 连 续 的 . 
% 
,应 用 佩 亚 诺 核定 理 于 泛 函 
p= flat h) — f(x) — ADEF’ (2) — f'a h] 

(x， h EMED, 证 明 p= 5/12 fE, WP r h<e<ath, 

.利用 佩 亚 诺 核定 理 得 到 辛普森 法 则 的 结果 


Miers = HAO HED +D] PAMO] 
6. 利用 Schoenberg 定理 证 明 


Jorr- iroj irn 
7.7 伯 努 利多 项 式 和 欧 拉 -麦克 劳 林 公 式 


龙 贝 格 求 积 算法 的 正确 性 取决 于 欧 拉 -麦克 劳 林 公 式 ， 即 7. 4 节 中 的 (6) 式 ， 我 们 先 给 出 伯 
努 利多 项 式 的 一 些 性 质 ， 然 后 推导 这 个 公式 . 


伯 努 利多 项 式 
伯 努 利多 项 式 形成 了 一 个 无 穷 序列 ， 它 具有 许多 有 用 的 性 质 ， 最 初 的 几 个 伯 努 利多 项 式 是 
Bo(t) 一 1 
B) =1— + 


B;(t) = earth 


和 
B;(t) 一 上 上 2 十 zt 
它们 是 由 下 列 等 式 定义 的 
DEFO- at De a 


red 


回忆 


(ei 
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例如 ， 当 一 0， 等 式 (1) 表 明 B,(z)=1， 当 n=1 it, SRC) RAAB (2) +2B, (2) = 20, hie 
可 得 B.C) =t 1/2). 由 于 (1) 式 中 B 的 系数 是 n 十 1， 所 以 我 们 总 可 以 根据 Bo. By es 
B,_! 求 出 B. 下 面 的 定理 列举 了 我 们 所 需要 的 伯 努 利多 项 式 的 性 质 . 

定理 1( 伯 努 利多 项 式 性 质 定理 ) 伯 努 利多 项 式 具 有 下 列 性 质 : 

1.B’=nB, ,(n>1). 

2. B (+1) —B, (t)=nt™' (n>2). 


3. B, (= 5 (pB. 


4. B, 1-1) =(—1)"B, 4). 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 性 质 1， 根 据 事实 B, (= (1/2) B (2) =1 MI, n= 1 时 结论 
成 立 ， 现 在 假设 B, 一 4AB,-，，A=1，2，…，n 一 1 那么 根据 (1) 式 及 其 微分 ， 我 们 得 到 


ntl, eile. Gyn 
2 p BLO = nnt De ‘= mt DD (7B (2) 
根据 归纳 假设 ，(2) 式 可 写 为 
,n+l Syn 
(n+ DBL + X ( H )B = +>) (f)B, 


等 式 两 边 同 除 以 n +1 并 且 利用 恒等式 


得 到 


vee Chin 
“+ Be = DCB 
消去 相同 的 项 便 得 到 所 要 证 明 的 性 质 L. TENER? AAMER A 
BY(t) = n(n— 1)B, a(t) 
BY) = n(n— 1D)(n—2)B. 3 (t) 


X 


BP (D= n(n — De (n — k +1)B, (t) 
从 而 ，B, 的 泰勒 级 数 是 


Bath) = SY 1 Be yn = 3(")B. cont (3) 
Cx folk 


ER A=1. AMER 


以 及 (1) 式 可 得 到 性 质 2: 
á 
Bet) = D (pB = BO + PALO 


ror] 
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= B,(t) + nt™! 
在 (3) 式 中 取 :一 0 Rh=t, 我 们 得 到 性 质 3. 
最 后 证 明 性 质 4. 在 性 质 2 中 用 一 上 代替 上 ， 得 到 
B, — 0) — B,(— 1) = n et 
= (177 (B,¢+ 1) — B, (2) 
把 它 写 为 下 列 形式 
(-1)"B, (+1) — B,(— 1) = (—1)"B,() — B, 0 — t) = F(t) 
我 们 把 它 看 作 形 如 FO+D POWER, RRA 下 是 周期 为 1 的 函数 .因为 下 是 一 个 多 项 
式 ， 所 以 它 一 定 是 常数 .因此 ， 
(—1)"B,@) — B, 0-1) =, (4) 
再 利用 性 质 1 和 (4) 式 的 微分 ， 得 
(BAO + BL = 0) = (DnB (t) +B, —0) = 0 
这 与 性 质 4 等 价 . a 
引 理 1( 伯 努 利多 项 式 引 理 ) 函数 G(1) 一 B:(1) 一 B:。(0) 在 开 区 间 (0，1) 中 没有 零点 ， 
证 明 在 定理 1 的 性 质 2 和 性 质 4 中 ， 令 :=0 得 到 : 
B,(0) = 了 B.(1) = (— 1)"B.(0) 
从 而 ，B,(0) 一 Bi(0) 一 Bi(0) 一 … 一 0， 现 在 假设 G 在 区 间 (0，1) 中 有 一 个 零点 ， 由 于 G(0)= 
G(1) 二 0，, 根据 罗 尔 定理 可 知 G' 在 (0，1) 中 有 两 个 零点 ， 因 为 Bai G' 的 倍数 ， 所 以 Bre TE 
(0，1) 中 有 两 个 零点 ， 但 B,。, 在 点 0 和 1 取 零 值 ， 所 以 B',, ,在 (0，1) 中 有 3 个 零点 ， 因 而 ， 
Bo,: 在 (0，1) 中 有 3 个 零点 ， 这 样 继续 下 去 ， 我 们 得 知 对 于 奇数 指标 4 二 2n，B, 在 (0，1) 中 
至 少 有 两 个 零点 ， 由 此 ，B, 除了 两 个 零点 0 和 1 之 外 ， 它 在 (0，1) 中 还 有 两 个 零点 ， 央 为 By 
是 一 个 三 次 多 项 式 ， 这 显然 是 不 可 能 的 . a 
定理 2( 欧 拉 -麦克 劳 林 公式 ) 若 函 数 /在 [0，1] 中 有 2n 阶 连续 导数 ， 则 


= 
J fends = HEO FFD- DD fe POITER 
bd kso 


(2k)! 
其 中 
ee 
=bn pw 
R= Omil @ 0<<1) 


证 明 根据 定理 1 中 性 质 1， 我 们 有 
BQ) = Pao) 
利用 该 公式 以 及 分 部 积分 法 ， 我 们 给 出 
Jirod = f pope = Bw seo -f Boso © 
WH Bi O)=1/2 及 B1(0)= 一 1/2，(5) 式 可 写 为 
[irae = dtc + oO] 一 | BOS Ode 
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此 式 中 的 积分 也 可 由 分 部 积分 法 得 出 ， 其 结果 是 
fioa = For + po) —2t/'a o A Bf" a 


可 以 继续 这 个 过 程 ， 根 据 前 面 给 出 的 公式 
B.(0) = B.(1) = b, 
by = bs = by = =0 
2n 步 以 后 ， 我 们 有 


rou = SEF) + FO] — by 已 an a) — Fe" (07) 


+ af Bore war 
和 式 中 的 最 后 一 项 可 以 表示 为 
bin te D1) -rar = Ot w 
EA Tt (0)] tn en (t)de 


现在 除了 余 项 是 
R = cay] [BaD — bul sf War 


Zik WEARS Re RR. BAB ASRS, HM Ba (1) 
1 中 不 改变 符号 ， 因 此 ， 将 积分 中 值 定 理应 用 于 (6) 式 ，R 可 以 写 为 


1 pw ey’ 
= yf? Of LB) ~ ba Jar 
因为 Bo = Bly) /(2n+ DH ACE 1=0 和 1 一 1 时 Bi (oO 一 0， 所 以 最 后 我 们 得 到 
=— bee pan 
R=- Gh O 


习题 7.7 
1. 证 明 ，B,(0 的 首 项 是 "而 1"' 项 的 系数 是 一 n /2. 
2. 利用 定理 1 中 的 性 质 2， 证 明 ， 
V2 + +n = [Bpi (n+ D = Ba (0/0 D 
证明， 当 AAR, K B,C) B, (OHE 1/2 处 有 单个 零点 
证明: 数 B0). B0). BO), WAGLER. 
5. EA: HFA n. B, 在 (0，1) 中 奉 少 有 两 个 根 ， 对 于 奇数 n，B, 在 (0，1) 中 至 少 有 一 个 根 . 


6. 证明， 二 项 式 系数 (,)”) 是 整数 。 提 示 ， 可 以 首先 证 明 帕 斯 卡 定律 : 


(na (ee) 


(6) 


一 bo 在 [0， 
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第 8 章 常 微分 方程 数值 解 


8.0 概述 


本 章 所 关心 的 是 包含 常 微分 方程 的 数值 解 问题 . 中 心 问题 是 当 一 个 点 在 解 曲线 上 是 已 知 时 
求解 单个 一 阶 方程 ， 后 面 几 节 讨 论 方程 组 、 高 阶 方程 和 两 点 边 值 问题 . 


8.1 解 的 存在 性 和 唯一 性 


我 们 的 模型 是 下 列 初 值 问题 
全 = flt,x) 
alto) = To 
这 里 z 是 : 的 未 知 函 数 ， 我 们 希望 从 (1) 中 式 给 出 的 信息 去 构造 它 ， 其 中 r =dr4)/dt. ODOR 
中 第 2 个 等 式 指定 函数 z(0D) 的 一 个 特定 值 .第 1 个 等 式 给 出 曲线 z 在 任意 点 上 上 的 斜率 ， 当 
然 ， 函 数 了 必须 指定 ， 作 为 具体 的 例子 ， 可 取 
Z = x tan(t +3) 
z( 一 3) = 1 
我 们 要 在 一 个 包含 初始 点 o 的 区 间 上 确定 z(t)， 容 易 验 证 这 个 初 值 问题 的 解析 解 是 z(1) 一 
sec(t 十 3)， 因 为 sec t 在 1 二 士 x/2 时 变 成 无 穷 ， 所 以 我 们 的 解 仅 对 一 x/2<<t 十 3 二 x/2 成 立 . 
《2) 式 中 的 例子 是 例外 的 ， 因 为 它 有 一 个 简单 的 解析 解 ， 从 中 能 容易 地 计算 解 的 数值 ， 对 (1) 中 
类 型 的 问题 ， 典 型 情况 是 不 能 利用 解析 解 ， 必 须 使 用 数值 方法 . 
8.1.1 存在 性 
形 如 (1) 式 的 每 个 初 值 问 题 是 否 有 解 ? 回答 是 否定 的 .对 三 必须 作 某 些 假设 ， 尽 管 这 样 我 
们 可 期 待 仅仅 在 t= to 的 邻 域 中 存在 解 ， 作 为 可 能 发 生 的 例子 ， 考 虑 
ja’ =+ 
Leo =0 
解 曲线 从 :一 0 出发， 斜率 为 1; 即 x'(0) 二 1， 因 为 斜率 是 正 的 ，z(z) 靠 近 c= 0 时 递增 ， 
所 以 表达 式 1 十 z 也 递增 ， 因 此 z 递 增 ， 因 为 x 和 xz 都 递增 且 有 关系 x 二 1 十 x?， 所 以 我 们 可 
期 待 一 个 有 垂直 渐 近 线 的 解 ， 事 实 上 ， 因 为 (3) 的 解析 解 是 z(z) = tan :， 所 以 这 种 情况 在 :一 
x/2 处 出 现 . 
定理 1( 第 一 存在 性 定理 ， 初 值 问 题 ) 若 卫 在 中 心 为 (tb ，zo) 的 矩形 
R={(02) :| t—t |as 1zr—z I< p (4) 
内 连续 ， 则 对 于 | 1 一 t。 | <min(a, P/M) 初 值 问题 (1) 有 解 7(1)， 其 中 M 是 | f(t:，x) | AH 
形 尺 内 的 最 大 值 . 
例 1 证 明 初 值 问题 


a) 


(2) 


(3) 


a’ = (t+ sinz)? 
z0) =3 
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EA ERMIS 上 有 解 . 


5 


26] 


R 在 此 例 中 ，/(t:，z) 二 (t 十 sinx)*，(t。，z。) 二 (0，3)， 在 矩形 
R= {Dtl<a,|z—3|<p 
内 了 的 值 以 | fa, zx) | Slat EMAR. RIVE minla，B/M) 之 1， 故 可 设 a=1， 则 M= 
4， 并 且 我 们 的 目标 通过 取 8>>4 来 实现 ， 存 在 性 定理 表明 在 区 间 | + | <min(e, B/M)=1 上 存 


在 初 值 问题 的 解 
8.1.2 MET 
即使 / 连续 ， 也 有 可 能 出 现 初 值 问题 (1) 没 有 唯一 解 的 情况 ， 这 种 现象 的 一 个 简单 例子 由 
下 列 问题 给 出 a 
ged 
x0) 一 0 


BR, ORB, M (O=0 是 这 个 问题 的 解 ， 另 一 个 解 是 函数 =(2) 一 过 


为 证 明 初 值 问 题 (1) 在 :=i。 的 邻 域 中 有 唯一 解 ， 对 f 稍为 多 作 一 点 假设 是 必要 的 ， 关 于 这 
个 问题 这 里 有 一 个 有 用 的 定理 . 
定理 2( 唯 一 性 定理 ， 初 值 问 题 ) 若 厂 和 3J/ az 在 (4) 式 定义 的 给 形 尺 内 连续 ， 则 初 值 问 
题 (1) 在 区 间 | 1 一 1。| 二 min(a，B/M) 内 有 唯一 解 . 
在 定理 1 和 定理 2 这 两 个 定理 中 ， 在 : 轴 上 表明 解 存在 的 区 间 可 能 小 于 我 们 定义 SO, x) 
的 矩形 底部 。 下 面 的 定理 具有 不 同 的 类 型 ， 它 允许 我 们 在 指定 的 区 间 [a，65] 上 推断 解 的 存在 性 
和 和 唯一 性 ，( 见 Henrici[1962， 第 15 页 ]. ) 
定理 3( 存 在 性 定理 ， 初 值 问题 ) 车 /在 带 a 必 1<<b， 一 oo<x 二 十 co 内 连续 并 满足 不 等 式 
| fsx) — flr) [KL | z ~ 22 | (5) 
则 初 值 问 题 (1) 在 区 间 [a，b] 上 有 唯一 解 . 
不 等 式 (5) 称 为 关于 第 2 个 变量 的 利 普 希 茨 条 件 ， 对 于 单 变 量 函数 ， 这 种 条 件 简化 为 
| g(x) — g(a) |S L | zi — a: | (6) 
可 以 直接 看 出 这 个 条 件 比 连续 性 更 强 ， 因 为 车 x Bia 时 ，(6) 式 的 右边 接近 于 0， 并 且 这 迫 
使 Cc, HAE g(zi)， 条 件 (6) 比 具有 有 界 导数 弱 些 ， 当 然 ， 若 &'(z) 处 处 存在 且 按 模 不 超过 
二 ， 则 由 中 值 定理 ， 得 
| gla) > ge.) 一 | gO || a —x lL lana | 
例 2 说 明丽 数 g(Cz) 一 ae [r—w, | 满足 具有 常数 L = >) | a, | 的 利 普 希 欧 条 件 . 


l ga) = glr) | 一 | a lz w | 一 Da | zx: — w; I| 
台 a 
= | Djadi n wi |-|2—w, D| 
a 
<E lal |ia w |] z w || 


<S lalla-rl=L]a— z | a 
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习题 8. 1 
1. 求 初 值 问 题 


x 

(a 
的 两 个 解 。 提示: 试验 zx= ce 或 观察 方程 是 可 分 离 的 . 

. a, 利用 初 值 问题 存在 性 定理 1 来 预测 在 怎样 的 区 间 中 初 值 问 题 (3) 的 解 存 在 . 求 出 最 大 的 区 间 . 
b. 对 初 值 问题 (2) 重 复 a. 

3. 说 明 z= 一 /4 和 z=1 一 :是 初 值 问 题 


P 


2r = Ji Fart 
en =-1 
的 解 ， 为 什么 这 与 初 值 问题 唯一 性 定理 2 不 矛盾 ? 
就 下 列 特殊 情况 求解 初 值 问题 zx = Ft, x), 2(0)=0, 
afi, n=l 
bf, =F) 
ce fly r= tet 
d ft, DSUN 
， 就 下 列 情况 求解 初 值 问题 z= f(t，zx)，z(0)=0， 当 dz /dt 天 0 时 ， 利 用 dr /dr= (dz /dt)™'. 
aft, ra? 
b. fl r= 142" 
© flt, x)= (sing +cosz)! 


,利用 初 值 问题 存在 性 定理 1， 证 明 初 值 问题 


re 


在 整 条 实 线 上 有 和 解 . 
， 利用 初 值 问 题 存在 性 定理 8 GA EN E 


z= tanr 

Es =0 
在 区 间 | 1 | 二 x/4 内 有 解 . 
设 /是 定义 在 整个 R 上 的 单 变量 连续 函数 ，M(7) 表 示 | z | <r Bt | f(z) | 的 最 大 值 ， 若 一 co 时 ，M(r) 一 
0(r)， 则 初 值 问 题 


” 


z= f(x) 
in =0 
在 整个 R 上 有 解 . 证 明 这 个 命题 . 
9. 证 明 初 值 问题 
v=fte 
Gm =0 


在 区 间 | ¢ | <0. 351 内 有 唯一 解 . 
10. WEH: AF /(:，z) 连 续 且 在 域 a。<:<b， 一 oo<zx 一 十 一 内 有 界 ， 则 初 值 问题 
E = f(1,7) 


za) =a 


| 


3| 
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在 区 间 a<r WAR. 

1. BRER r PENA | to | Sa | az | <p 定义 的 矩形 ，f 是 定义 在 这 个 矩形 上 并 满足 fa | f0, 2) | 
的 连续 函数 ， 证 明 初 值 问题 =f r), rt.) =z 在 区 间 | :一 b | Sa AR 

12. 证 明 初 值 问题 


1+z+ zcost 
Co =0 
ERE —1/3<e<1/3 内 有 解 . 


13. 说 明 初 值 问题 
x= VTzT 
en =0 
有 两 个 解 ， 并 指出 为 什么 不 应 用 初 值 问题 唯一 性 定理 2. 
14. 证 明 初 值 问题 
一 
tee =1 
EKM- <S 内 有 解 。 是否 存在 多 个 解 ? 
15. 证 明 初 值 问题 
全 = 2te* 
x(0)=0 
TERM) cot < 十 > 内 有 唯一 解 。 试 同 ， 在 允许 引出 这 个 结论 的 存在 性 定理 中 是 否 存在 a。 和 有 的 一 种 
选择 ? 


16. BSC, DE lIl <3, |x| SA 定义 的 矩形 上 连续 ， 并 假设 在 这 个 矩形 内 一 切 点 上 | fl, z) | <7. at 
PEJ AA 


z = flt,7) 
20) 一 0 
必定 有 解 的 最 大 区 间 是 什么 ? 
17. 求 出 能 保证 初 值 同 题 
a’ = secz 
a = 0 


有 唯一 解 的 区 间 . 
18. 利用 本 节 的 3 个 定理 中 的 每 个 定理 预测 下 列 问 题 
一 好 
人 =1 
有 解 的 区 域 ， 然 后 明确 地 求解 该 问题 ， 把 理论 结果 和 实际 计算 作 比 较 . 
19. 证 明 初 值 问题 
人 =1+r 
zx(0) =0 
在 区 间 [ 一 1，1J] 内 有 解 . 证 明 这 个 例子 不 满足 定理 3 的 假设 ， 说 明 为 什么 这 个 例子 与 定理 3 不 矛盾 . 
计算 机 习题 8. 1 


利用 符号 操作 程序 ， 求 微分 方程 r 十 z= (1 十 e)-: 的 解 . 
8.2 素 勒 级 数 方法 
在 微分 方程 的 数值 解 中 ， 我 们 很 少 期 望 直接 得 到 公式 解 ， 给 出 Owe MRM. RZ, a 
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常 构造 下 列 形式 的 函数 值 表 


to | ty | te | ts | | oe 


a) 


Zo | x1 | ze} as 
RE, n 是 在 # 的 精确 解 z(#) 的 近似 计算 值 ， 根 据 如 同 (1) 这 样 的 表 ， 可 构造 样 条 函数 或 其 他 
的 近似 函数 ， 然而， 求解 常 微分 方程 的 大 多 数 数值 方法 首先 产生 这 样 的 一 个 表 . 
我 们 再 次 考察 初 值 问题 


o | Em 


is = f(t,7) @) 


Xll) = xo 
其 中 ，f 是 一 个 给 定 的 两 个 变量 的 函数 ，(1。，z) 是 一 个 单独 的 解 曲 线 经 过 的 已 知 点 . (2) 式 的 解 
是 一 个 函数 x Hr), WER 的 某 个 邻 域内 的 一 切 : 有 dz(2D)/dt= f(t, x(t)) A x(t) =a. 
8.2.1 实例 
泰勒 级 数 方法 必须 假定 了 的 各 种 偏 导数 存在 ， 为 说 明 此 方法 ， 我 们 举 个 实例 ， 

a’ = cost — sinz + ê 

z( 一 D) =3 
方法 的 要 点 是 关于 z 的 泰勒 级 数 ， 我 们 记 为 

Z(t+h) = x(t) + ha’ (t) + Erw +i "a+ Eao (D+ (4) 

这 里 出 现 的 导数 可 从 (3) 式 中 的 微分 方程 得 到 ， 它 们 是 


sint 一 zcosr 十 2 


(3) 


— cost — x"cosr +(x’)? sinz + 2 
x© = sint — q” cosx + 3z'z”sinz + (x’)*cosz 

此 刻 ， 我 们 的 耐性 逐渐 消失 ， 决 定 仅 使 用 公式 (4) 中 按 升 次 直到 包含 h 的 那些 项 ， 那 些 不 被 包 
含 的 从 A 开始 的 项 共同 构成 方法 中 固有 的 截断 误差 ， 所 得 的 数值 方法 称 为 四 阶 方法 (如 果 使 
用 按 升 次 直到 包含 hr” (1) /n! 的 那些 项 ， 那 么 泰勒 级 数 方 法 的 阶 为 n) 注意 ， 在 求 诸如 
sinz 的 项 关于 :上 的 微分 中 ， 我 们 必须 把 它 看 作 d{sin[z(z)])/dt 并 利用 微分 的 链 式 法 则 ， 当 然 ， 
这 说 明 关于 必 ， 区 ，… 公 式 的 复杂 性 我 们 可 以 执行 各 种 代 换 来 得 到 右边 不 含 z 的 导数 2", 2”, 
… 的 公式 .如 果 公式 是 按 列 出 的 次 序 使 用 的 话 就 不 必 做 这 项 工作 ， 事 实 上 ， 它 们 是 递归 的 . 

下 面 是 求解 初 值 问题 (3) 的 一 个 算法 ， 从 :一 一 1 开始 ， 步 长 为 Ah=0.01. 我 们 要 求 1 区 间 
[一 1，1J 上 的 一 个 解 ， 因 而 要 执行 200 步 . 

input Ms-200; +0. 01 t= —1.0: 23.0 

output 0, 1, z 


for k =1 to M do 


a'acost— sinz +e? 


a'a- ~sint—z'cosr+ 2t 


—cost— 2"cosr+(2')*sinz+2 


20 esint+ (Cr)? — a7 )cosr+3r'z" sinz 


530) 
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Bt 
perth tlt Zl + FZ )))) 


teeth 
output k, t, r 
end do 
关于 计算 解 中 的 误差 能 够 说 些 什么 呢 ? 在 每 一 步 ， 因 为 不 包含 泰勒 级 数 中 涉及 所 ，h，… 
的 项 ， 所 以 局 部 截断 误差 是 O(h’)、 因 此 ， 当 h->0 时 ， 局 部 误差 的 情况 类 似 于 Ch’. eH 
是 ， 我 们 不 知道 C， 因 为 h=10“， 所 以 i 是 10 ”， 因 而 侥幸 地 ， 每 一 步 中 的 误差 粗略 地 具 
有 10 “的 量 级 . 几 百 步 后 ， 这 些小 的 误差 可 能 累加 起 来 并 且 损坏 数值 解 ， 在 每 一 步 ( 除 第 1 步 
Sh), cl VG xz, 已 经 包含 误差 ， 进 一 步 的 计算 继续 增加 这 些 误差 因此， 要 小 心 在 微分 
方程 的 数值 解 中 盲目 地 采用 所 有 的 十 进 制 数字 . 
当前 面 的 算法 被 编程 并 运行 时 ， 在 :二 1 上 解 是 zzo 二 6. 421 94. 下 面 是 来 自 计 算 机 程序 输 
出 的 一 个 样本 : 


k t z 

0 — 1. 000 00 3. 000 00 
1 — 0. 990 00 3.014 00 
2 — 0. 980 00 3. 028 03 
3 — 0.970 00 3. 042 09 
4 — 0. 960 00 3.056 17 
5 — 0. 950 00 3. 070 28 
6 — . 940 00 3. 084 43 
T — . 930 00 3. 098 61 
196 0. 960 00 6. 365 66 
197 0. 970 00 6. 379 77 
198 0. 980 00 6. 393 86 
199 0. 990 00 6. 407 91 
200 1. 000 00 6. 421 94 


在 随后 的 计算 机 运行 中 ， 微 分 方程 用 zw 这 个 值 作为 初始 条 件 且 用 h= 一 0.01 KBD. 第 2 次 
计算 机 运行 的 结果 是 在 := 一 0. 999 99 上 zs <3. 000 00， 它 与 原来 的 初始 值 几乎 相同 ， 这 使 我 
们 认为 数值 解 所 示 的 数 的 6 位 有 效 数 字 是 准确 的 . 

在 刚才 讨论 的 例子 中 ， 估 计数 值 解 每 步 中 的 局 部 截断 误差 是 不 难 的 ， 为 此 ， 我 们 回顾 泰勒 
级 数 (4) 中 的 误差 项 具有 形式 


payee! wees 
E = GDI 


这 是 当 包 含 在 和 式 中 的 最 后 的 竺 是 h" 时 出 现 的 误差 .在 此 例 中 ， 取 一 4，A= 0.01， 我 们 可 
用 简单 的 有 限 差 分 逼近 估计 a (十 9h) 并 得 出 结论 


he + oy o<@<1) 
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E x dete 209 A wath — 20) 5) 
oe h 120 


用 一 点 点 额外 的 编程 ， 已 , 的 这 个 估计 可 合并 到 算法 中 并 算出 ， 这 里 我 们 不 给 出 细节 ， 而 是 它 
作为 计算 机 习题 8.2.19. 当 这 部 分 加 入 程序 时 ， 计 算 的 输出 表明 估计 E 的 绝对 值 决 不 会 超过 
3.42X10  "， 程 序 在 类 似 上 上 Marc-32 那样 的 计算 机 上 以 双 精 度 运行 . 


8.2.2 权衡 利弊 

泰勒 级 数 方法 的 优 缺点 是 什么 ? 其 缺点 是 这 个 方法 依赖 于 给 定 的 微分 方程 的 反复 求 导 ( 除 
非 我 们 只 打算 用 一 阶 方法 )， 因 此 ， 在 解 曲线 经 过 的 tz 平面 的 区 域内 函数 SO, zx) 必须 具有 偏 
导数 。 当然， 这 样 的 一 个 假设 对 于 解 的 存在 性 是 不 必要 的 .执行 初步 的 分 析 工 作 的 必要 性 也 是 
一 个 突出 的 缺点 ， 例 如 ， 在 这 个 步 又 中 造成 的 误差 可 能 被 忽略 且 始 终 不 被 发 现 ， 最 后 ， 各 种 求 
导 必 须 被 分 别 地 编程 . 

其 优点 是 方法 概念 的 简单 性 并 且 具 有 非常 高 精度 的 潜力 因此， 如 果 能 容易 地 得 到 z(t) 
的 20 阶 导数 ， 则 没有 什么 能 阻止 我 们 使 用 20 阶 的 方法 ( 即 ， 按 升 次 直到 包含 h” 的 那些 项 ). 
上 共有 这 样 高 的 阶 ， 同 样 的 精确 度 可 用 较 大 的 步 长 得 到 ， 警 如 说 ，h 二 0. 2， 穿 过 给 定 的 区 间 需 要 
较 少 的 步 数 ， 这 就 减少 了 计算 工作 量 ， 另 一 方面 ， 在 每 一 步 中 的 计算 负担 会 较 重 ， 在 习题 中 有 
一 些 可 以 使 用 高 阶 泰 勒 级 数 方法 的 例子 . 

近年 来 ， 已 经 可 以 利用 符号 操作 程序 执行 非 数 值 类 型 的 各 种 数学 计算 的 程序 ， 因 而 可 把 相 
当 复 杂 的 表达 式 的 微分 和 积分 转换 到 计算 机 上 进行 ! 当然 ， 这 些 程序 仅仅 应 用 于 一 个 有 限制 的 
函数 类 ， 但 是 这 类 函数 是 足够 广泛 的 ， 它 包括 典型 的 微 积分 教材 中 会 遇 到 的 所 有 函数 ， 使 用 这 
种 程序 ， 可 以 毫 无 困难 地 使 用 20 阶 的 泰勒 级 数 方法 . 

8.2.3 误差 

在 数值 求解 微分 方程 中 ， 会 产生 若干 种 类 型 的 误差 .这 些 误差 可 以 方便 地 分 类 如 下 ， 

1. 局 部 截断 误差 . 

2. 局 部 伟人 误差 ， 

3. 整体 截断 误差 . 

4. 整体 会 人 误差 . 

5. 总 误差 ， 

局 部 截断 误差 是 当 用 一 个 有 限 过程 代 蔡 无 限 过 程 时 ， 在 一 步 中 产生 的 误差 .在 泰勒 级 数 方 
法 中 ， 我 们 用 部 分 和 代替 zx(t 十 加 的 无 穷 泰勒 级 数 ， 局 部 截断 误差 是 我 们 可 能 选择 的 任何 算法 
中 国有 的 ， 它 与 伟人 误差 完全 无 关 ， 当 然 ， 售 入 误差 是 由 计算 机 的 有 限 精 度 引起 的 ， 它 的 值 与 
计算 机 的 字 长 有 关 ( 或 者 与 浮 点 机 器 数 尾数 中 的 位 数 有 关 ). 

在 泰勒 级 数 方法 中 ， 如 果 保留 级 数 中 按 升 次 直到 包含 h 的 那些 项 ， 则 局 部 截断 误差 是 我 
们 不 包含 的 所 有 其 余 项 之 和 .由 泰勒 定理 ， 对 某 个 + 附近 的 点 ,这 些 项 可 压缩 成 下 列 形式 的 
单独 的 一 项 
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我 们 说 局 部 截断 误差 是 O(h"*')， 这 类 误差 出 现在 数值 解 的 每 一 步 中 .许多 局 部 截断 误差 全 体 
的 累积 引起 整体 截断 误差 ， 即 使 所 有 的 计算 都 用 精确 的 运算 ， 这 个 误差 还 是 会 出 现 ， 它 与 方法 
有 关 而 与 执行 计算 的 计算 机 无 关 . 车 局 部 截断 误差 是 O (hi :)， 则 整体 截断 误差 必定 是 
O(h")， 因 为 从 to 开始 到 达 任 意 点 丁 必 要 的 步 数 是 (T 一 to。》/h. 

整体 合 入 误差 是 前 面 的 步骤 中 局 部 舍 人 误差 的 累积 .总 误差 是 整体 截断 误差 和 整体 合 人 误 
差 之 和 ， 若 整体 截断 误差 是 O(h")， 则 我 们 说 数值 方法 具有 n Br. 
8.2.4 欧 拉 方法 

n=l 时 的 泰勒 级 数 方法 称 为 欧 拉 方 法 、 它 具有 形式 

ah) = x) +hf (t,x) 

这 个 公式 具有 明显 的 优点 ， 它 不 需要 对 了 求 任何 导数 .为 了 得 到 合意 的 精度 必须 采取 小 的 产值 
从 而 抵消 了 这 个 优点 ， 央 为 存在 性 定理 能 以 它 为 基础 ， 所 以 该 方法 作为 一 个 有 用 的 例子 仍然 具 
有 重大 的 理论 上 的 重要 性 .这样 的 存在 性 定理 见 Henrici[1962， 第 15-25 W]. 
8.2.5 延迟 微分 方程 

在 一 些 实际 问题 中 出 现 了 一 种 特殊 类 型 的 微分 方程 ， 称 为 延迟 微分 方程 或 具有 延迟 变量 的 
微分 方程 ， 人口 模型 以 及 混合 问题 通常 有 此 特征 ， 就 是 说 z'(1) 的 值 与 x 在 1 的 前 面值 上 的 机 
数值 有 关 ， 例 如 ， 我 们 可 能 有 

2'(t) = f(aa—1)) 

若 知道 z 在 ! 一 1 上 的 值 ， 微 分 方程 就 能 够 计算 z'(1) 的 值 ， 为 了 从 :=0 开始 积分 微分 方程 ， 我 
们 需要 在 :一 一 1 开始 的 x(1) 的 变化 情况 因此， 必须 提供 xz(1) 在 区 间 [ 一 1，0] 上 的 值 作为 
初 值 . 

这 一 类 型 的 一 个 特殊 的 和 明确 的 问题 可 能 是 

人 (0) 
aW =r (-1<t<0) 

第 2 个 等 式 给 出 所 需要 的 Co) A. Ae 限定 于 区 间 [0，1] 中 ,， 则 :一 1 在 [一 1，0] 中 ， 
因此 


(6) 


A a aa <<) 
a0) =0 
通过 积分 并 提供 一 个 适当 的 积分 常数 ， 容 易 得 到 这 个 解 : 
aw = 4a- +4 o<t<) 
如 果 解 被 延 拓 到 下 一 个 区 间 [1，2] 中 ， 则 可 以 采取 类 似 于 第 一 步 的 另 一 步 ， 因 此 ， 对 于 [1，2] 
中 的 上， 我 们 有 
WO = 20D = hay $d a<t<2) 


z0 = 4 
这 个 方程 的 解 是 
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3° 12 
通过 类 似 的 计算 ， 解 可 以 无 限 地 朝 右边 延 拓 . 
对 更 复杂 的 方程 ， 例 如 
x'a) = sin[x(t— 1)*] + logla(e) +] 
我 们 必须 求助 于 数值 方法 .泰勒 级 数 方法 是 可 利用 的 ， 但 不 是 没有 某 些 缺点 ， 璧 如 确定 导数 ， 
这 些 缺点 可 能 是 复杂 的 而 且 有 误差 倾向 ， 例 如， 考虑 
x ()=22t-D +2) (1>0) 
EOE (-1<1<0) 
为 了 在 区 间 [0，1] 中 求解 ， 我 们 利用 短 的 泰勒 展开 式 


, hè n h? 
alt +h) = x(t) + hr M+ 52 Dtg 02) 


以 长 度 为 h 的 步 长 向 前 进行 求解 ， 在 泰勒 级 数 方 法 中 ， 照 例 必须 利用 微分 方程 提供 a, M 
x” 的 公式 ， 在 此 例 中 ， 如 果 只 考虑 区 间 [0，1] ， 则 我 们 可 利用 

x(t) = 2a — 1) + x(t) = 20 D H alt) 

aD = 2x (t— 1) H r C) = Alad H + 2") 

a” (D) = 2r" — 1) +a”) = 8—3)? H8 2)? H2 1)? H aCe) 
数值 解 产生 区 间 [0，1] 中 的 离散 点 上 zt) 的 值 ， 同 时 ， 为 了 在 下 一 个 区 间 内 使 用 ， 我 们 必须 
存放 这 些 相同 的 离散 点 上 的 z(t)，z“(t) 和 zx”(z) 的 值 ， 若 不 改变 的 值 ， 则 利用 适当 的 存储 
值 我 们 能 以 同样 的 方法 在 每 个 区 间 上 向 前 进行 求解 . 

关于 延迟 微分 方程 的 理论 可 以 参见 Driver[1977]、Kuang[1993] 以 及 Diekmann, Van 
Gils, Verduyn Lunel, and Walther[1995] 的 著作 .另外 ，Willé and Baker[1992] 给 出 了 一 个 
用 于 求解 延迟 微分 方程 系统 的 称 为 DELSOL 的 代码 . 
习题 8.2 
1 在 计算 机 习题 8. 2. 3 中 ， 必 须 计算 函 数 。" 的 导数 ， 证 明 这 个 函数 的 阶 导数 具有 形式 e-” P,(D)， 其 中 多 
项 式 P, 是 由 下 列 公式 递归 地 决定 的 . 
P=1 
are = P’,(t) ~— UP, 0) 


20 = pa- +d- h a<cte<n 


(7) 


例如 ,证 明 
y(t) = 12— 480 + 162 
Ps) =— 1208+ 160P — 32 
2. 验证 初 值 问题 
alr 
ee =0 
的 解 是 CO 0/4. 应 用 一 阶 泰勒 级 数 方法 并 说 明 为 什么 数值 解 与 解 /4 不 同 . 
3. 用 二 阶 秦 勒 级 数 方法 一 步 解 微分 方程 
a =n" 
be =2 
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计算 200. 1)( 用 计算 器 ). 
.利用 常 微分 方程 


a 


i =r Hre 

x0) =1 
和 三 阶 泰勒 级 数 方法 一 步 计算 0.01). 

,考虑 常 微分 方程 


人 bat =2 
x4) 一 1 
利用 二 阶 泰 勒 级 数 方法 一 步 计算 z(4. 1). 
6 积分 方程 是 在 积分 中 包含 一 个 未 知 函数 的 方程 。 例 如， 下 面 是 一 个 典型 的 积分 方程 (用 名 字 Volterra 命名 的 
一 类 积分 方程 ); 
2) = fleoscs + x())ds +e 


通过 对 这 个 积分 方程 求 微分 得 到 未 知 函数 的 一 个 等 价 的 初 值 问题 . 
7. 车 泰勒 级 数 方 法 用 于 求解 涉及 微分 方程 


x = cos(1r) 
的 初 值 问题 ， 试 问 z*，x” 和 xz" 的 公式 是 什么 ? 
8, 设 工 一 f(t1，x)， 从 这 个 方程 确定 2, ofr. 
计算 机 习题 8. 2 


L 编写 并 测试 在 区 间 [1，3] 上 求解 下 列 带 有 初始 条 件 的 微分 方程 
z sateéte 


xz) =2 
的 计算 机 程序 ， 利 用 五 阶 泰勒 级 数 方法 和 人 一 0.01. 
2. 编写 并 测试 求解 下 列 初 值 问题 


if =l+r-e 
z0) = 一 1 
的 计算 机 程序 。 利 用 四 阶 泰勒 级 数 方法 ，h 为 接近 于 O. 01 的 二 进 制 机 器 数 ， 在 区 间 [0，2] 中 求解 ， 说 明 解 
中 任何 特别 的 现象 . 
. 求解 初 值 问题 的 方法 也 可 能 用 于 计算 定 积分 或 不 定 积分 ， 例 如 ， 通 过 在 上 区 间 [0，2] 上 求解 初 值 问题. 
rh 
人 =e 


20) =0 


可 计算 
ea 
利用 四 阶 泰 勒 级 数 方法 来 做 此 项 工作 ， 根 据 误 差 函数 
erf(D) = pak “as 
的 表 ， 我 们 得 到 r(e)~0. 882 081 390 7. ( 见 Abramowitz and Stegunl 1964, $ 311 页 ].) 
A ( 续 ) 利 用 习题 8. 2. 1 编写 可 应 用 于 上 题 中 的 积分 的 六 阶 泰勒 级 数 方法 的 计算 机 程序 ， 用 A=0. 01 测试 代码 ， 
看 看 是 否 得 到 (2) 的 相同 的 值 ， 打 印 丽 数 亏 VXerf(0) 的 表格 ， 从 :=0 到 :一 2， 步 长 为 0.01. 
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5. 利用 四 阶 泰 勒 级 数 方法 ， 取 hi 一 0. 01， 在 区 间 [0，1. 56] 上 求解 初 值 问 题 
E 一 1 十 了 
x(0) =0 
”然后 ， 利 用 rO. 56) 的 计算 值 作为 初 值 积分 回 到 :二 0。 比 较 结果 并 说 明 发 生 什 么 情况 . 
6. 等 式 arctan(z /=In VT" TO BR MEL rH: 的 函数 .验证 这 个 隐 函 数 是 初 值 问 题 
| G4+n/G-2) 
x1) =0 
的 解 ， 作 出 函数 x() 在 区 间 [0，21 上 步 长 为 士 0.01 的 表格 .利用 四 阶 泰勒 级 数 方法 ， 
7. 函数 


gD = | sara 
称 为 菲 温 尔 积 分 ， 作 出 这 个 函数 在 区 间 [0，10] 上 的 表格 ， 利 用 五 阶 泰 甚 级 数 方法 ， 取 站 = 0. 1， 如 果 可 能 ， 


得 到 函数 的 计算 机 绘图 . 
8.〈 续 ) 证 明丽 数 fC) sin t 的 导数 是 
f "(0 = P, sint? +Q, cost? 
其 中 P, 和 Q, 递归 计算 如 下 : 
Po=1 Q=0 
(r, P’. — 2tQ, Quiz Qa + UP, 


利用 上 式 生 成 n=0 到 6 的 P, AQ, HER. ETE bY AR eB a EO. TE ABE 
先 用 A=0. 1 BE A= 0. 2 进行 测试 ， 把 用 h=0.2 得 到 的 (10) 的 值 和 上 题 得 到 的 值 作 比较 . 
9. PM 
x(t) = [a= ssinto aa 
是 第 2 类 椭圆 积分 ， 其 中 是 [0，1] 中 的 一 个 参数 。 当 k=1/2 时 ， 利 用 三 阶 泰勒 级 数 方法 ， 取 h=0.01, 
ER OSa 上 作出 这 个 函数 的 表格 . 
10. 利用 二 阶 泰勒 级 数 方法 ， 在 区 间 [0，1] 上 ， 取 步 长 4= 一 0.01， 求解 初 值 问题 


,rrtr 
f =- r Faa 
I(1) 一 一 2 
利用 陷 式 解 ez 十 Cr +4=0 检验 计算 解 ， 并 且 验 证 隐 式 解 的 正确 性 . 
1 通过 解 一 个 适当 的 初 信和 问题 在 区 间 一 2<<z<0 上 作出 二 重 对 数 函数 


的 表格 . (与 习题 6.7. 14 作 比 较 . ) 
12. 积分 | VIFF dr 不 能 用 初等 微 积 分 得 到 .(〈 它 是 一 个 柚 国 积分 . ) 通过 解 一 个 适当 的 初 值 问题 在 区 间 Oa 
所 5 上 作出 函数 
f@ = fi JVitPa 


的 表格 ， 利 用 三 阶 泰 勒 级 数 方法 ， 取 A= 1/64. 
13. 考虑 初 值 问题 z= 1 一 ri-!，zr(2) 一 2、 证 明 
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x= (01-2 0 
位 一 一 RE @>3 
编写 用 MEMAN ER AK A A OLE. = HEK, 20) EWR BI. 
该 问题 的 解析 解 是 什么 ? 把 它 与 你 的 数值 解 进行 比较 . CHL Conte and de Boor 1980]. ) 
14, 编写 用 泰勒 级 数 方法 求解 初 值 问题 
z =P tx +2 
x(0) =7 
的 计算 机 程序 ， 需 要 求 的 是 在 区 间 一 2<t<2 内 的 解 ， 包括 按 升 次 直到 含 hi 的 那些 项 ， 利 用 步 长 0. 01. 
15. 编写 计算 函数 
2) = fi since’ du 
值 表 的 计算 机 程序 。 通 过 建立 一 个 适当 的 初 值 问题 来 做 此 项 工作 .然后 利用 三 阶 泰勒 级 数 方法 来 实现 求 数 
值 解 。 估 计 所 产生 的 表 的 精度 . 
16. 利用 三 阶 泰勒 级 数 方法 就 等 价 的 初 值 问 题 求解 习题 8. 2. 6 中 的 积分 方程 ， 利 用 步 长 0.01 得 到 [0，3] 上 
的 解 . 
17. 利用 符号 操作 程序 ， 用 四 阶 及 20 阶 泰勒 级 数 方法 来 求解 课本 中 (3) 式 给 出 的 初 值 问题 ， 与 课本 中 的 数值 结 
果 作 上 比较。 利用 各 种 步 长 h 比较 这 两 个 泰勒 级 数 方法 ， 为 了 得 到 与 用 二 0. 01 的 四 阶 方法 相同 的 精度 ， 确 
定 20 阶 方法 中 hh 取 多 大 的 值 . 
18,( 续 ) 用 上 题 中 的 方法 求解 计算 机 习题 8. 2. 6 中 的 初 值 问题. 
19, 用 包括 (5) 式 中 给 出 的 E 改编 伪 代 码 . 
20. 在 区 间 O<] 上 数值 求解 初 值 问 题 
has 0 
z0) 一 0 
《这 里 的 平凡 解 不 是 我 们 所 想 要 的 !) E) BORD ， 你 将 会 做 什么 ? 
21. 数值 求解 方程 (6) 并 把 它 与 真 解 比较 . 
22. 利用 三 阶 泰勒 级 数 方法 在 区 间 [0O，1] 上 用 步 长 4 一 0. 01 实现 求 方程 (7) 的 数值 解 . 


8.3 龙 格 - 库 塔 方法 


上 节 中 的 秦 勒 级 数 方法 的 不 足 之 处 在 于 为 了 对 它 进行 程序 设计 ， 需 要 事先 作 些 分 析 ， 例 
如 ， 如 果 希 望 对 一 般 的 问题 
a’ = f(t,z) 
ERA R 
用 四 阶 泰 勒 级 数 方法 ， 就 必须 逐次 微分 (1) 式 来 确定 **，z* 和 zx， 然后 ， 必 须 对 这 些 函 数 编程 . 
虽然 龙 格 - 库 塔 方法 仿效 泰 勤 级 数 方法 使 用 f(z，z) 值 的 巧妙 组 合 ， 但 它们 避免 了 上 述 困 
W. 我 们 通过 推导 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 来 说 明 这 一 点 . 
8.3.1 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 


我 们 从 z(t 十 h) 的 泰勒 级 数 入 手 : 
2 
xrt+h) = aD thot Ero HE D+ (2) 
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根据 微分 方程 ， 我 们 有 
zDD)=/ 
"D= fit fir = fit faf 
r= fat fof fit FPS +E Sat faf) 


这 里 下 标 表示 偏 导数 ， 反 复 地 利用 微分 法 的 链 式 法 则 . (2) 式 中 的 前 三 项 现在 可 写成 下 列 形 式 
ah) = 2 thf ttn t ff EOW) 


= 2+ Taft pals taht Aff.J +00") 3? 


Hh r RRO, f 表示 /(:，zx)， 等 等 。 我 们 借助 于 两 个 变量 的 泰勒 级 数 ( 见 1. 1 节 ) 中 的 前 
几 项 可 消去 偏 导数 ， 

Sit hyethf) = f+hf t+hffs +O) 
(3) 式 可 改写 成 


xtth) = THT TAS the hf + 00h) 
因此 ， 步 进 求解 的 公式 是 
2th) =a HË t+ bfethethfo2) 
或 等 价 地 ， 
xz 十 有 = aD +È +F w 


其 中 
F = Ar(ez) 
F, =hf(t+hyx+F,) 
这 个 公式 可 反复 地 使 用 ， 每 次 前 进一步 求解 ， 它 被 称 为 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ， 也 称 为 Hean 
方法 . 
一 般 说 来 ， 龙 格 - 库 塔 公式 具有 形式 


at+h) = T+ whf + whf (t+oh,rt+phf) +O) (5) 
其 中 w, w, a Mp 是 我 们 配置 的 参数 . (5) 式 可 借助 于 两 个 变量 的 泰勒 级 数 改写 成 
T(t+h) = r+twhf +whlftoahf, +Bhff.J+Oh) (6) 


比较 (3) 式 和 (6) 式 ,我 们 看 到 应 该 强加 条 件 : 


w+w =l 


wa 一 


a 

2 (7) 
1 

wip= > 
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一 个 解 是 ww, 一 ws 一 二，o 一 8 一 1， 这 就 是 对 应 于 (4) 式 中 的 Hen 方法 。 方 程 组 (7) 有 不 同 于 这 


个 解 的 解 ， 警 如 取 w.=0. we =l, a 一 8 一 二 得 到 的 解 . 由 (5) 式 得 到 的 公式 称 为 修正 的 欧 拉 


方法 : 
a(@t+h) = x(t) + F; 
其 中 
人 = hf(t,x) 


F, = nf (t+thort+ Th) 


把 这 个 方法 与 8. 2 节 中 所 述 的 标准 的 欧 拉 方 法 作 比较 . 
8.3.2 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 
推导 高 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 非常 令 人 乏味 的 ， 我 们 将 不 做 这 些 工作 ， 然 而 ， 公 式 是 相当 漂 
亮 的 ， 而 且 一 旦 它们 被 推导 出 后 ， 编 程 是 很 容易 的 下面 是 经 典 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 : 
eth) = rlt) + ier, + 2F, + 2F, +F,) (8) 


其 中 
[Fi = hf (t,x) 


F, =hf(t+ thet SF) 


F, = af (t4 Jhs + $F) 
(Fo = hf (+h,ztF) 
RED AS Ot BK EE PET ME Ht HE HB 4 AST, HRE 
FE OCH), h 误差 项 的 精确 表达 式 是 可 利用 的 . 
例 1 给 出 一 个 利用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 算法 ， 在 区 间 [1，3] 上 ， 用 步 长 4= 1/128 求解 
下 列 初 值 问 题 : 
I = èur art) 
x) =2 
解 ” 因 为 这 是 一 个 测量 方法 有 效 性 的 数值 实验 ， 所 以 选择 一 个 已 知 解析 解 的 问题 ，(9) 的 


fe c= ( Hin) 1， 误差 值 由 计算 机 程序 打印 . 


(9) 


input M*-256: 1-1.0; re-2.0; ke-0. 0078125 
define f(t. = Urr?) 


define uco =1/ (LIne) 


et | uD rl 
output 0. 1. r, e 
for k =1 to M do 


PMD FAM 
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Frehflts x) 
Feeks (rth eth) 


Fyens (rth, rth) 
Feth fath, 2+) 

pert (Fi +2F:+2F+F,)/6 
th 

er | uD zl 


output k, £, z. e 


end do 
基于 这 个 算法 的 计算 机 程序 的 一 些 输出 数据 如 下 : 
k t x 

0 1. 000 00 2. 000 00 

1 1. 007 81 1. 984 73 

2 1. 015 63 1. 970 16 

3 1. 023 44 1. 956 23 

4 1. 031 25 1. 942 93 

5 1. 039 06 1. 930 20 

6 1. 046 88 1. 918 02 

7 1. 054 69 1. 906 37 

8 1. 062 50 1. 895 21 

9 1. 070 31 1. 884 52 
249 2. 945 31 1. 863 87 
250 2. 953 13 1. 865 69 
251 2. 960 94 1. 867 50 
252 2. 968 75 1. 869 32 
253 2. 976 56 1.871 15 
254 2. 984 38 1. 872 97 
255 2. 992 19 1. 874 80 
256 3. 000 00 1. 876 63 

8.3.3 误差 


1,19 X 107 
0 
0 
1.19 X 107 
1.19 X 1077 
0 
1.19 X 107 
1. 19 X 1077 
0 


7.15 X 10-7 
5. 96 X 1077 
7.15 X 1077 
5.96 X 107” 
4.77 X 107 
5.96 X 107 
5.96 X 107 
5.96 X 107 


我 们 现在 转 到 讨论 龙 格 - 库 塔 方法 中 的 截断 误差 . 粗略 地 讲 ， 局 部 截断 误差 就 是 在 每 一 步 
中 产生 的 误差 ， 它 仅仅 是 由 于 我 们 的 方法 不 能 考虑 泰勒 级 数 的 所 有 项 所 引起 的 .这 个 误差 是 不 
可 避免 的 ， 并 且 即 使 计算 以 无 限 精 度 执 行 的 话 ， 误 差 也 会 出 现 ， 在 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 情况 
中 ,公式 涉及 一 个 OCU ) 的 局 部 截断 误差 。 ARAB A 的 项 包含 在 泰勒 公式 中 时 ， 这 个 
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误差 的 阶 正好 对 应 于 泰勒 级 数 方 法 中 的 误差 . 
在 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 第 1 步 ，x(zt 十 h) 的 值 是 由 算法 计算 出 来 的 。 另 一 方面 ， 存 在 一 
个 我 们 不 知道 的 正确 解 "(to 十 h)。， 由 定义 ,在 该 步 中 的 局 部 截断 误差 是 
(和 十 和 一 六 (十 用) 
龙 格 - 库 塔 算法 的 理论 指出 这 个 截断 误差 对 小 的 六 值 具 有 类 似 Ch 的 性 态 ， 这 里 C 是 一 个 与 h 
无 关 但 与 t 和 函数 z+* 有 关 的 数 ， 为 估计 Ch, RIEM t 从 to 变 到 to 十 h 时 C AB. By 
是 近似 解 在 十 EM, ERM o HERKEN h 的 一 步 得 到 的 ， 设 是 在 to 十 hh 的 近似 解 ， 
它 是 从 4 出 发 取 长 度 为 h/2 的 二 步 得 到 的 .这 两 者 都 是 可 计算 的 ， 利 用 所 作 的 假定 ， 我 们 有 
x(t +h) = vt Qe 
x° (to +h) = ut 2C(h/2)§ 
把 这 两 式 相 减 ， 得 到 
JB RRB = Cho = (u-—v)/A—2-*) 
肉 此， 局 部 截断 误差 近似 等 于 u 一 v. 
在 龙 格 - 库 塔 方法 的 计算 机 实现 中 ， 为 保证 近似 的 截断 误差 处 于 特定 的 容 限 之 下 ， 侦 尔 可 
以 通过 计算 | < 一" | 来 控制 ， 若 它 不 行 ， 则 可 减 小 步 长 (通常 减 半 ) 来 改善 局 部 截断 误差 ， 另 一 
方面 ， 若 局 部 截断 误差 远离 容许 的 阔 值 ， 则 步 长 可 以 加 售 . 
正如 我 们 在 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 推导 中 看 到 过 的 那样 ， 必 须 选 择 若干 参数 、 在 建立 高 阶 
龙 格 - 库 塔 方法 中 出 现 类 似 的 选择 过 程 ， 因 此 ， 各 阶 龙 格 - 库 塔 方法 不 仅仅 有 一 个 而 且 有 一 族 方 
法 ， 正 如 下 表 所 示 的 那样 ， 需 要 的 函数 赋值 数 比 龙 格 - 库 塔 方法 阶 数 增加 得 更 迅速 . 
函数 赋值 数 12345678 
龙 格 - 库 塔 方法 的 最 大 阶 12344566 
遗 颁 的 是 ， 这 就 使 得 高 阶 龙 格 - 库 塔 方法 比 经 典 的 四 阶 方法 吸引 力 小 ， 因 为 使 用 它们 所 需 的 计 
NREL. 
8.3.4 自 适应 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 
为 了 尝试 在 龙 格 - 库 塔 方法 中 设计 一 个 自动 调整 步 长 的 方法 ，Fehlberg[1969] 转 向 具有 5 
个 函数 赋值 的 四 阶 方法 和 具有 6 个 函数 赋值 的 五 阶 方法 ， 初 看 起 来 这 似乎 是 没有 指望 的 ， 因 为 
他 的 四 阶 方法 比 经 典 的 四 阶 方法 需要 更 多 的 函数 赋值 ， 而 且 ， 这 两 个 方法 一 起 总 共 需 要 7 个 函 
数 赋值 ， 然 而 ，Fehlberg 能 在 这 些 方法 中 选择 参数 从 而 得 到 具有 相同 函数 赋值 点 的 不 同 阶 数 的 
两 个 公式 ， 因 此 ， 只 需要 6 个 函数 赋值 ， 便 得 到 一 个 基于 步 长 控制 的 局 部 截断 误差 的 估计 ， 所 
得 到 的 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 是 五 阶 的 ， 并 且 利 用 四 阶 和 五 阶 的 两 个 公式 、 这 些 公式 给 出 解 
的 不 同 的 近似 值 ， 我 们 用 z(t 十 h) 和 z(t 十 hh) 来 表示 它们 : 


‘ 
IHR) = r0) + Dak, a0) 


‘ 
IHR) = 2) + YGF, (11) 
a 3 
量 F; 由 下 列 形式 的 公式 算出 : 
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a 
Fi=hf(1teh,rt DdsF,) a<i<6) a2) 


mi 


公式 (10) 是 五 阶 的 ， 而 公式 (11) 是 四 阶 的 . 差 e 二 z(t 十 有 ) 一 z(t 十 h) 可 解释 为 对 应 于 不 太 精确 
的 公式 (11) 的 局 部 截断 误差 的 估计 .因此 ，e 可 用 于 控制 步 长 ， 因 为 公式 (10) 更 精确 ， 所 以 它 
用 于 提供 算法 中 的 输出 ， 注 意 


‘ 
e= ath) -z(t+h) = >) (a —4)F, (13) 
系数 的 值 在 下 表 中 给 出 : 
i a ab, a dy 
16 1 
; 135 360 ae 
2 0 0 Fo E 
4 4 
3 6656 _ 128 3 3 9 
12 825 4275 8 3232 
4 28561 _ 2197 12 1932 _7200 7296 
56430 75240 13 2197’ 2197" 2197 
5 _9 1 1 439 _g, 3680 _ 845 
50 50 216’ ° 513." 4104 
; 2 2 1 _8 p _3544 1859，_11 
55 55 2 27“ 2565’ 4104’ 40 


利用 前 面 公 式 的 一 个 自 适应 例 程 试图 保持 局 部 截断 误差 。 的 值 在 某 个 预先 给 定 的 容 限 6 之 
下 ， 在 某 个 区 间 [a，b] 中 求解 ， 并且 初 值 z(a) =a 也 给 出 ， 步 数 的 上 界 M 也 预先 给 定 ， 注 意 ， 
因为 四 阶 方法 中 的 局 部 截断 误差 被 用 于 控制 步 长 而 数值 解 实际 上 是 用 五 阶 公式 计算 的 ， 所 以 该 
方法 是 保守 的 ， 下 面 给 出 执行 这 个 方法 的 一 个 算法 .因为 用 zx(1) 一 zx(z) 估 计 的 局 部 截断 误差 为 
Ch*， 所 以 当 步 长 加 倍 导 致 CC2h)5<s/4 时 ， 加 信步 长 看 起 来 是 合理 的 ， 因 此 ， 当 局 部 截断 误 
差 明 显 小 于 8/128 时 ,我们 将 步 长 h 加 售 . 
另 一 个 通用 的 每 步 控 制 误差 的 公式 是 : 
h=0.9h[8/ | e |” 
其 中 p 是 一 对 龙 格 - 库 塔 公 式 中 第 1 个 公式 的 阶 (例如 ， 见 Hull, Enright, Fellen and 
Sedgwick[1972] 以 及 Shampine, Watts and Davenport[1976]. ) 同样 的 公式 既 被 用 来 增加 步 长 
也 被 用 来 减 短 步 长 ， 在 一 种 情况 下 ， 重 算 不 合适 的 步 长 ， 而 在 其 他 情况 下 ， 则 建立 一 个 新 的 
步 长 . 
下 面 是 自 适 应 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 算法 : 
input a. a. b, hy 8, M 
ise á 
while +<M do 
d+b-t 
ifl d| < |A | then 
iflage 0 
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yer 
compute Fi, Fz, =, Fy [Equation (12)] 
compute x [Equation (10)] 
compute e [Equation (13)] 
forth 
output k, £, z, e 
if iflag=0 then stop 
if | e | 28 then 
ies 
heh/2 
my 
kek 
else 
if | e | <8/128 then h=-2h 
end if 
end do 


FED TEPER Tp 阶 和 9 BRAY ZS RA ROY GH gQ= p+), ORE ASE ERE 
的 点 上 计算 函数 值 ， 一 般 说 来 ， 它 们 提供 一 个 求解 非 刚性 初 值 问题 的 有 效 方法 ， 近 年 来 已 推导 
出 许多 高 阶 嵌 人 龙 格 - 库 塔 公式 ， 在 习题 中 给 出 了 这 些 公式 的 革 些 例子 ， 虽 然 带 有 复杂 系数 的 
高 阶 龙 格 - 库 塔 方法 已 被 推导 出 来 ， 但 是 除了 自 适应 格式 外 ， 经 典 的 四 阶 公式 仍 是 最 流行 的 . 
关于 龙 格 - 库 塔 方法 的 附加 信息 可 在 为 数 众多 的 原始 资料 中 找到 一 一 例如 ，Butcher[1987]、 
Fehlberg[ 1969], Gear[1971], Jackson, Enright and Hull[1978]、Prince and Dormand 
[1981], Shampine and Gordon[1975]、Thomas[1986] 以 及 Verner[ 1978]. 


习题 8. 3 
+ 写 出 a=2/3 时 的 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 . 
n 若 利用 龙 格 - 库 塔 方法 求解 涉及 微分 方程 r 十 2tr' 十 zz'=3 的 初 值 问题 ， 试问 必须 对 什么 函数 进行 编程 ? 
证 明 龙 格 一 库 塔 公式 (8) 在 f(t，z) 与 工 无 关 的 特殊 情况 中 是 四 阶 的 ， 说 明 此 时 的 龙 格 -- 库 塔 公式 等 价 于 辛 普 
PAM. 〈 见 7. 2 节 中 的 (6) 式 . ) 
,利用 步 长 h， 和 A/2 对 欧 拉 方 法 执行 理 查 森 外 推 推导 修正 的 欧 拉 方法 . 
ah) = 2 +A (t+ Shiro afaa) 
提示 : MERED Ch. 
5. 推导 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 


wren 


HHA) = 200 + LQR, 十 3F +46) 


其 中 
(Fi = Af (2) 


aria Tee 
Fr = hft 2 十 gh 


A 3, 85 
Fy = h(t -Z hrt- F) 
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说 明 它 与 微分 方程 六 = z 十 ! 的 三 阶 泰勒 级 数 方法 一 致 . 
6. 证 明 当 四 阶 龙 格 -- 库 塔 方法 应 用 于 问题 zx Az 时 ， 步 进 求解 的 公式 将 是 
rath = [ita H a ta H ha e0 
7., ( 续 ) 证 明 上 题 中 局 部 截断 误差 是 O(h). 
计算 机 习题 8. 3 
1. REGERE ty tty Rin StSto 上 求解 初 值 问题 Sf r), r= 的 计算 机 程序 ， 使 用 四 阶 龙 格 一 
库 塔 方法 ， 对 下 列 例子 测试 这 个 程序 : 


人 =O 
x(0) = 3 
确定 解析 解 并 把 它 与 区 间 一 2<<:<0 上 的 计算 解 作 比较 ， 利 用 1 一 一 0. 01. 
. 利用 四 阶 龙 格 一 库 塔 方法 和 各 种 4 的 值 ， 警 如 ，5， 一 5 或 一 10， 数 值 求 解 下 列 初 值 问题 ， 
[g = Ax + cost — Àsint 
2(0) = 0 
在 区 间 [0，5] 上 比较 数值 解 和 解析 解 。 利 用 步 长 h=0.01， 试 间 A 对 数值 准确 性 有 什么 影响 ? 
.对 文中 描述 的 龙 格 一 库 塔 ~ 费 尔 贝 格 算法 编程 且 测 试 ， 测 试 时 ， 使 用 计算 机 习题 8. 2. 7、8. 2. 11 、8. 2. 15 中 
WAF. 
. 编写 并 执行 求解 初 值 问题 


Pa 


x + cos(x — t) 
20) 一 3 
的 程序 ， 利 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ， 取 1 一 0. 01， 要 求 恰好 在 解 上 溢 之 前 停止 计算 . 
,利用 自 适 应 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 在 区 间 [0，2] 上 求解 r 三 z*，zx(0) =1， 证 明 真 解 是 zx(D) 一 1/(1 一 0 
在 不 连续 点 := 工 附 近 ， 算 法 中 发 生 了 什么 情况 ? 
,在 数值 上 将 下 列 四 阶 龙 格 -- 库 塔 ~ Gill 方法 与 经 典 的 龙 格 - 库 塔 方法 进行 比较 . 


z(t+h) = z(D 十 至 [FP + (2—VDF: + (2+VDF + Fi] 


其 中 
局 = hf (t,x) 
Fi = af (e+ Aht LF) 
F, = hf (t+ hat ZOZ- DF +F0-WDF) 


F, = hf (t+hz— 去 VEF， 十 去 2+VBP) 


7. 对 一 个 具有 已 知 解 的 问题 ， 在 数值 上 将 下 列 五 阶 龙 格 - 库 塔 方法 与 经 典 的 龙 格 - 库 塔 方法 进行 比较 . 
rth) = 120+ TR + R, + EF, + er, 
其 中 
F, = hf (t.2) 


Fr = ap (tihe +r.) 


= BS 1 
F, = Ag (e+ ght th t+ +P) 
F, = hf(t+h,r— F; + 2F;) 


= 2 7, ,10 1 
Fs = af (1+ het Zh + BR +hn) 


T 
Sr, + S4 p, — 318p, ) 


28 1 
R 625 °" 625 * 625 


625 ert 


Fe = af (e+ thet 
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8. 由 下 表 中 的 系数 给 出 的 是 五 阶 龙 格 - 库 增 - Merson 方法 ， 编 写 且 测 试 基于 这 个 方法 的 自 适应 程序 - 


i a amh ca dg 
1 1 
L o 3 9 9 
1 1 
2 0 Oo Ga ae 
3 1 1a 
3 9 "jo oF B'S 
2 4 i As 
D is) 0 A] 
5 1 i 4,-2 
5s oo 1 gop? 
9. 由 下 表 中 的 系数 给 出 的 是 五 阶 龙 格 -~ 库 塔 -~ Verner 方法 ( 见 Verner[1978])， 编 写 且 测试 基于 这 个 方法 的 自 适 
应 程序 . 
i a, a —b, a ds 
3 33 
1 a ao °° o 
1 1 
2 0 0 og 
3 4 Sm, ee eae 
25 325 6 124 
© %8 891 2 _248 
1120 2240 3 81'27'81 
5 17 Er T S 40,_ 4 _ 56 54 
s 160 320 3 33° a 
é 73 _ 23 1  — 369 72 5380 _ 12285 2 695 
700 700 73°73" 219 ' “584 "1752 
7 891 8  _8716 656 39520 _ 416 52 
8320 9 891 ‘297° 891 11°27 
8 和 E ï 3015 _ 9 _ 4219 5985 _ 539 693 
35 256° 4' 78 128" 384°3 328 
10. 由 下 表 中 的 系数 给 出 的 是 六 阶 和 五 阶 的 一 对 嵌入 龙 格 - 库 增 公 式 ( 见 Prince and Dormand( 1981). 编写 且 
测试 利用 它们 的 自 适应 程序 . 
i a, b a dy 
821 61 
To 800 aa °° 2?° 
1 1 
2 0 © To i 
19683 98415 2 _ 2 20 
71825 321776 9 81°81 
175273 16807 3 615 _ 270 1053 
912600 146016 7 1372” 343"1372 
5 395 1375 3 3243 _ 54 50949 4998 
3672 7344 5 5500” 55°71 500°17 875 
a 785 1375 4  _26492 72 2808 _ 24206 338 
2704 5408 5 37125 "55 "23 375° 37 125 "459 
E = /3F. 1 5561 _ 35 _ 24117 899983 _ 5225 3925 
50 1120 2376° 11” 31603’200772’ 1836"4056 
A Š 1 465467 _ 2945 _ 5610201 10513573 _ 424325 376 225 


10 266112’ 1232’ 14158144’ 3212 352° 205632'454273" 
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11. EKO, 1] ESR AAS RRM eB a = 一 kzx，z(0) 二 1。 ERRE Se. 对 
一 5, 利 用 各 种 步 长 h 的 值 ， 获 如 ，0. 2，0.4，0.6，0. 8 和 1.0， 比 较 欧 拉 方 法 和 龙 格 -- 库 塔 - Gill 方法 ( 计 
算 机 习题 8. 3. 6) 的 性 态 ， 利 用 二 25 重复 上 面 的 工作 。 为 了 正确 地 求解 这 个 同 题 ， 欧 拉 方 法 必须 满足 条 
件 0 过 hk<2， 而 龙 格 - 库 塔 - Gil 方法 需要 满足 0<hk 夸 2. 8， 这 些 是 这 个 问题 利用 这 两 个 方法 的 稳定 性 区 
域 ， 对 于 特殊 的 问题 和 方法 ， 我 们 可 以 调整 步 长 h 使 其 处 于 稳定 性 区 域 中 ， 也 可 以 另外 使 用 具有 较 大 稳定 
性 区 域 的 高 阶 方法 ， 正 如 Thomas[1986] 讨 论 的 那样 ， 对 于 大 的 上 值 ， 这 些 方法 变 得 难以 操作 . 


8.4 多 步 法 


求解 初 值 问题 的 泰勒 级 数 方法 和 龙 格 - 库 塔 方法 是 单 步 法 ,因为 当 解 从 + 前进 到 1 十 h 时 ， 
他 们 没有 使 用 任何 先前 的 z (2) 值 的 知识 Bt te ts eo t 是 沿 t 轴 的 步 长 ， 则 
Zini《(7(441) 的 近似 值 ) 不 使 用 近似 值 is Dae ty zo 的 信息 ， 而 仅仅 与 xz, AK. 
如 果 在 每 一 步 利 用 解 的 某 些 先前 的 值 ， 则 可 以 设计 更 有 效 的 方法 ， 其 中 包含 的 原理 如 下 : 
在 数值 上 求解 初 值 问题 
a’ = f(t,7) 
(z(t) = z, 
我 们 给 定 了 : 轴 上 的 步 长 tt，5 ，t;，…，t, (它们 通常 不 是 等 距 的 )， 若 真 解 用 z(t) 表 示 ， 则 积 
分 方程 (1) 给 出 


(1) 


f 2'()dt = alten) =el) 
于 是 
zt) = xt.) +f" fr) (2) 
右边 的 积分 可 用 数值 积分 格式 到 近 ， 结果 是 一 个 逐步 地 生成 近似 解 的 公式 . 
8.4.1 亚当 斯 - 巴 什 福 思 公式 


假设 得 到 的 公式 具有 下 列 类 型 : 
Ien = Ze 十 af 十 br- 十 cf 十 … (3) 
其 中 S 表示 fC, 2). RERFRALAM-BCMBOR. FEEFEE =x +h 
i<n) 的 五 阶 亚当 斯 - 巴 什 福 思 公式 : 


Zan = et Goll 901S, — 2 774 fans +2616 f, :一 1274f, 9 +251 fore] w 
这 些 系 数 是 怎样 确定 的 呢 ? 我 们 首先 通 近 (2) 式 中 的 积分 为 
MEO ALAS. + Bf + Chae + Dfa s+ EF] © 


RMA, B, C, DME 是 这 样 确定 的 : 当 被 积 函 数 是 次 数 委 4 的 多 项 式 时 ， 我 们 要 求 (5) 式 精 
确 成 立 ， 由 习题 8. 3. 6， 如 图 8-1 所 示 ， 不 失 一 般 性 ,假定 1=0, h=1. 
-4 -3 -2 -1 0 1 


Jh- 4 4 4 4 > 


ha ha h tn tnt 


图 8-1 五 阶 亚当 斯 - 巴 什 福 思 公 式 (4) 中 包含 的 点 


(549) 
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我 们 取 下 列 5 个 多 项 式 作为 I 的 基 : 
polt)=1 
aD St 
pz(t) 一 tt 十 1) 
ps) = (t+ 1)(+2) 
BAO = t+ D+2) +3) 

将 这 些 多 项 式 代 人 下 式 : 
[pCa = Ap.(0)+ Bp,(— 1) + Cp, (— 2) + Dp,(— 3) + Ep,(—4) 


我 们 就 得 到 确定 系数 A，B，C，D DME 的 5 个 方程 ， 这 个 方程 组 是 
A+B+C+D+E=1 
— B—2C—3D—4E= 1/2 
2C + 6D + 12E— 5/6 (6) 
—6D—24E= 9/4 
24E= 251/30 
通过 向 后 回 代 就 得 到 公式 (4) 中 的 系数 . 
刚才 说 明 的 过 程 称 为 待定 系数 法 ， 原 则 上 ， 它 可 用 来 得 到 高 阶 和 各 种 各 样 其 他 情况 的 类 似 
公式 ，( 见 7.2 4.) 
BI AA a= fy 所 以 取 = p, HAAA S= p, 可 以 直接 从 (4) 式 得 到 这 些 未 知 系数 的 
值 ， 我 们 可 以 得 到 类 似 于 (6) 的 方程 组 . 
8.4.2 亚当 斯 - 莫 尔 顿 公式 
在 数值 实践 中 ， 很 少 使 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 公式 本 身 ， 它 们 与 其 他 公式 联合 起 来 使 用 以 提 
高 精度 ， 要 了 解 这 一 点 ， 我 们 回 到 (2) 式 ， 并 假定 使 用 一 个 包含 ,+; 的 数值 积分 公式 ， 于 是 ， 
(3) 式 具有 形式 


Inst = za 十 af 十 br 十 cr 十 … (7) 
下 面 是 一 个 这 种 类 型 的 公式 ， 称 为 五 阶 亚当 斯 - 黄 尔 顿 公式 ， 
Zon = y+ RSL251 fuss +646 f, — 264f, + 106f, :一 19f, 3] (8) 


这 个 公式 也 可 利用 待定 系数 法 导出 。 注 意 ， 它 不 能 直接 地 用 于 步 进 求解 ， 因 为 a 同时 出 现在 
式 子 的 两 边 ! 记得 S 表示 f(t;:，z,)， 所 以 包含 六 ,的 项 仅仅 在 zx, 知道 后 才能 计算 ， 然 而 ， 
-个 称 为 预 估 - 校 正方 法 的 合适 的 算法 ， 使 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 公式 (4) 预 估 zx,,, 的 试验 什 
zi+l， 然 后 使 用 亚当 斯 - 莫 尔 顿 公 式 (8) 计 算 z,+, 的 校正 值 ， 所 以 在 公式 (8) 中 ， 我 们 利用 公 
式 (4) 得 到 的 预 估 值 z+ 赋值 fe fears ria). 

在 使 用 这 个 预 估 - 校 正方 法 中 ， 因 为 开始 仅仅 知道 x ， 所 以 必须 利用 一 个 特殊 的 过 程 去 启 
动 方法 ， 当 然 ， 龙 格 - 库 塔 方法 是 得 到 a. x, to n 的 理想 方法 ， 通 常 同 阶 的 公式 被 一 起 使 
用 . 所以， 如同 计 算 机 习题 8. 3. 8 一 8. 3. 10 中 的 那些 方法 那样 ， 五 阶 龙 格 - 库 塔 方法 可 以 与 亚 
当 斯 - 巴 什 福 思 公式 (4) 和 亚当 斯 - 莫 尔 顿 公 式 (8) 组 合 在 一 起 使 用 . 
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还 有 另 一 些 方法 可 用 来 得 到 (8) 式 中 r H. BRAR, (ORRA x, 是 某 个 映射 的 
不 动 点 ， 即 映射 由 
251 


$e) 一 720" S tsi» »z)+C 


定义 ， 其 中 C 是 由 (8) 式 中 所 有 其 他 项 组 成 的 .所 以 泛 函 迭代 法 暗示 它 本 身 作 为 计算 z+: 的 一 
个 手段 ， 正 如 在 3. 4 节 中 所 讨论 的 那样 ， 泛 函 选 代 的 理论 告诉 我 们 在 适当 的 假设 下 ， 由 
zn = $a) >00) 

PE FUE $ AR. a, YRS. 4.31 ERREN. Hees 的 不 动 点 (我 
们 寻找 的 n AED. MAREA POE E HEKA PR— DA z 出发， 其 中 lge <L 
有 必要 假定 #* 连 续 的 ， 在 所 探讨 的 情况 中 ， 

a Co ACHE 2 

PO = Bh! Faa) 


我 们 通过 减 小 步 长 h 使 得 上 式 尽 可 能 小 ， 实 际 上 ， 为 了 求 x,; ,的 值 ， 在 这 个 迭代 中 只 需要 1 步 
或 2 步 . 
8. 4.3 线性 多 步 法 的 分 析 

在 本 节 的 其 余部 分 ， 我 们 着 手 讨论 一 般 的 线性 多 步 法 理论 ， 这 种 方法 的 形式 是 

asx, Harita H H aoza = hbf a +e fai be + bo faa] (9) 

这 称 为 步 方 法 ， 系 数 a, Mb 已 知 ， 如 前 面 一 样 ，z, 表示 解 在 t, 上 的 近似 ，t; 二 4 十 计 ， 字 母 
LRA f(t) x). BEI. tis ey BM, HORM z,， 因 此 ， 我 们 可 假定 a 
#0. RA b 可 为 0。 着 b 二 0， 则 称 方法 为 显 式 的 ， 此 时 zx, 可 从 (9) 式 以 初等 方式 直接 算出 . 
Ril, HAO, MAM S 项 中 包含 未 知 数 x,，(9) 式 隐 式 地 确定 xz,， 于 是 这 个 方法 称 为 隐 
式 的 . 

微分 方程 数值 解 的 精度 很 大 程度 上 是 由 使 用 的 算法 的 阶 确定 的 、 阶 表明 方法 所 模拟 的 泰勒 
级 数 解 中 有 多 少 项 ， 例 如 ，(4) 式 中 的 亚当 斯 - 巴 什 福 思 方法 被 说 成 是 五 阶 的 ， 因 为 它 近 似 地 产 
ERAH h, hès hès hi AIA 的 泰勒 级 数 方法 相同 的 精度 ， 于 是 ， 在 利用 (4) 式 求解 的 每 一 步 
中 误差 可 以 期 望 是 O(h*)， 阶 的 直观 概念 在 下 面 的 讨论 中 会 更 精确 . 

对 应 于 (9) 式 中 的 多 步 法 ， 我 们 定义 一 个 线性 泛 函 工 为 


DC (10) 


这 里 为 了 简化 记号 设 =n， 并 假定 (9) 式 中 的 第 一 一 个 值 在 :=0 而 不 是 在 :=n 一 k 开始 ， 运 算 
Lax 可 应 用 于 任何 可 微 的 函数 z-， 然 而 ， 在 下 面 的 分 析 中 ,假定 x 用 它 在 :=0 的 泰勒 级 数 表 示 . 
利用 关于 zx 的 泰勒 级 数 ， 可 以 把 表示 为 下 列 形式 ; 
Lr = dyx(0) + dihr’(0) + dyh?.x"(0) + = ar) 
为 计算 (11) 式 中 的 系数 di RTH = 和 zz“ 的 泰勒 级 数 : 
n= ay R 9 (0) 


ro = So i Sin 2 (0) 


=) 


551 


552] 


553] 
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然后 把 这 些 级 数 代 人 到 (10) 式 中 按 产 的 宕 重新 整理 结果 ， 我 们 得 到 一 个 形 如 (11) 的 式 子 ， 这 
些 d 的 值 为 : 


(12) 


G2D 


当然 ， 这 里 我 们 使 用 0! =1 和 了 ?一 1. 

定理 1( 多 步 法 性 质 定理 ) 多 步 法 (9) 的 下 列 三 个 性 质 等 价 : 

1. do =d, = =d,, =0, 

2. 对 每 个 次 数 亿 m HSAHR, Lp=0. 

3. thd EC, Lz ROCA"), 

证 明 若 性 质 1 成 立 ， 则 (11) 式 具有 形式 

Lr = dyes h™ x"? (0) fo (13) 

若 工 是 次 数 委 mm 的 多 项 式 ， 则 对 一 切 j>m, 2) = 二 0， 因 此 从 (13) 式 可 得 Lx 二 0， 故 性 质 1 
推出 性 质 2. 

假定 性 质 2 成 立 ， 若 zxE C"… ， 则 由 泰勒 定理 我 们 可 记 z 一 十 r， 其 中 少 是 一 个 次 数 和 mm 
的 多 项 式 ， 而 -是 一 个 函数 ， 它 的 前 m 阶 导数 在 0 点 为 零 ， 因 为 Lp 二 0， 所 以 (11) 式 给 出 

Lr = Lr = dash" (0) = OCh") 

故 性 质 2 推出 性 质 3， 最 后 ， 假 定性 质 3 成 立 ， 则 在 (11) 式 中 ， 必 有 条 件 do =d, ==, =0, 


因此 ,性质 3 推出 性 质 1. a 
(9) 式 中 的 多 步 法 的 阶 是 唯一 使 得 
d, = d; = © = dn = 0 $ dmi 
成 立 的 自然 数 m. 


例 1 由 下 列 式 子 描述 的 方法 的 阶 是 多 少 ? 
ze 


解 向 量 (a。，a1，es) 是 (一 1，0，1)， 而 向 量 (，b,，) 是 (地 ,所 ,二 )， 因 此 ,di 是 
dy = a ta +a; =0 
di =~ by + (a; —b)) + (2a; —b,) = 0 


d: = (Fa =b J+ (2a, — 28) =0 


2 
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本 
rt ls 
d = (maez) (75 — G2) =~ Go 

所 以 方法 的 阶 是 4. a 


如 果 其 他 特性 不 相 上 下 的 话 ， 我 们 可 能 更 喜欢 高 阶 方法 而 不 是 低 阶 方法 ， 如 果 要 求 产 生 一 

个 2k 阶 的 形 如 (9) 式 的 上 步 方 法 ， 我 们 简单 地 写 出 24 十 1 HER: 
d, = d; = = = duyu =0 
由 (12) 式 知 ， 这 是 一 个 2k 十 2 个 未 知 数 MO, AIA) HN kH 个 齐 次 线性 方程 的 方程 组 . 
由 初等 线性 代数 知 ， 这 个 方程 组 有 非 平 凡 解 ; Dahlquist[1956] 证 明了 对 于 ww 天 0( 在 方法 中 这 
是 必要 的 )， 存 在 一 个 解 。 然 而 除了 必须 考虑 多 步 法 的 阶 之 外 ， 我 们 将 在 8. 5 节 中 看 到 多 步 法 
的 某 些 特征 ， 其 中 首要 的 是 该 节 中 定义 的 稳定 性 ，Dahlquist 也 证 明了 (9) 式 中 的 一 个 稳定 的 
步 法 不 能 有 大 于 十 2 的 阶 . 
习题 8.4 
上 导出 一 阶 (一 步 ) 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 公式 并 验证 它 等 价 于 梯形 法 则 ，( 见 7. 2 节 . 》 
2. 验证 (6) 式 中 的 方程 组 的 正确 性 . 
3. 利用 待定 系数 法 推导 出 (8) 式 ， 
4. 利用 待定 系数 法 推导 出 四 阶 亚当 斯 ~- 巴 什 福 思 公式 
Test = 十 A055. 一 597.-， 十 371. :一 91.] 


,推导 出 四 阶 亚当 斯- 黄 尔 顿 公式 
tet 一 世相 [87 十 197. Sher + faa] 
. 证 明 ， 若 [1, 的 每 个 元 案 式 由 公式 


S 


[pours Daso 
正确 地 求 积 ， 则 公式 
JP pode t DAS +a) 


同样 成 立 . 
,推导 出 二 阶 亚当 斯 ~ 巴 什 福 思 公 式 


Ben = m HAGA ther] 


8. a 利用 待定 系数 法 确定 下 列 亚当 斯 - 巴 什 福 思 公式 中 的 A 和 B。( 不 改 成 相应 的 数值 积分 公式 . ) 
Zan = x, HALAS. + Bf] 
b 通过 把 它 改 成 相应 的 数值 积分 公式 ， 重 复 a 
e 通过 基于 结 点 x, 和,-, 的 牛顿 插值 多 项 式 的 求 积 ,重复 a 
9. a 利用 待定 系数 法 求 隐 式 二 阶 亚当 斯 - 莫 尔 顿 公式 
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10. 


il; 


13. 


H 


未 


È 


Zai = z, HALAS + Bf] 
中 的 A 和 B. 
b 利用 数值 积分 公式 推导 出 该 公式 . 
co 利用 插值 公式 推导 出 该 公式 . 
a 利用 待定 系数 法 推导 出 下 列 形式 的 多 步 法 公式 
Tat! = za HALAS on + Bf + Chas) 
b. 对 
oil = x, HALAS, + Bfn + Cfa] 
重复 a 
为 数值 求解 常 徽 分 方程 x 一/， 推 导出 一 个 基于 辛普森 法 则 (包含 等 距 结 点 x.-, ，z, ，z,;,) 的 隐 式 多 步 法 


BR. 


RAR 
tn = (1— A)z, + Ar. + G- Azm +80 +A)2',+ GA Dana] 
对 一 切 A 的 次 数 小 于 或 等 于 m 的 多 项 式 精确 成 立 ， 确 定 A 使 它 对 一 切 m 十 1 次 多 项 式 精确 成 立 ， 求 A 
Mm. 
计算 下 列 形式 的 多 步 法 中 的 系数 


Zan = Za th[Afs + Bhar + Cfaa] 
当 右 端 具有 形式 /xz，z) 一 2 十 如 + ct 时 ， 公 式 应 正确 地 对 方程 z' = /(:，zx) 积 分 . 


, 求 形 如 (9) 式 的 四 阶 方 法 ， 取 k= 2. 
. 证 明 ， (9) 式 的 多 步 法 为 m 阶 当 且 仅 当 对 于 0<i<m， Lp =0, W Lpa #0 RP pOr, IAL anor 


式 中 给 出 的 那样 . 


，( 续 ) 根 据 上 题 中 的 证 明 过 程 ， 确 定 下 列 方法 的 阶 : 


Ta = Tut + hf wi 


通过 计算 dos di, ，… 确 定 下 列 方法 的 阶 ， 


z = tes + EMG 3Sa + 8fer + fer] 


ES BMD a 9a, 91% san HBE Da, = 0. BIE) — SE AE AE by rbi r rbn 使 得 具有 这 些 系数 的 多 步 方法 的 阶 至 少 为 办 


152 (需要 一 个 定理 或 一 个 例子 . ) 


,证明 : MAMA, dod, =0, d=1/j1, j 之 2. 


算 机 习题 8. 4 
编写 且 测试 五 阶 亚当 斯 - 巴 什 福 思 - 莫 尔 顿 方法 的 子 程序 或 过 程 ( 见 计算 机 习题 8. 3.7)、 只 保留 5 个 最 近 的 
《5， 石 ) 的 值 ， 打 印 语句 应 包含 在 子 程序 中 - 
编写 一 个 计算 机 程序 访问 上 题 中 的 子 程序 并 且 在 区 间 [ 一 1，1] 上 求解 初 值 问题 

č = @-e) (ate) 

x(0)=0 
AIM A= 1/238, 验证 (在 解析 上 ) 真 解 是 由 等 式 x + 2c —2e 一 0 隐 式 地 给 出 。 利 用 程序 中 的 这 个 等 式 
检验 计算 解 ， 利 用 龙 格 - 库 塔 方法 得 到 初 值 . 
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3. FL A=0. 25 和 四 阶 亚当 斯 - 巴 什 福 思 - 莫 尔 顿 方法 (习题 8. 4. 4 一 8. 4. 5) 和 四 阶 龙 格 ~ 库 塔 方法 计算 
他 = 2zy? 
yO) =1 
在 z=1.0 上 的 解 . 在 0.25, 0.5, 0.75 和 1.0 上 给 出 5 位 有 效 数 字 的 计算 解 ， 把 你 的 结果 与 精确 解 > 一 
1/1 +2" ) 作 比较 . 
:在 你 的 计算 机 中 心 程序 库 中 寻找 一 个 适合 求解 一 阶 常 微分 方程 系统 初 值 问题 的 程序 ， 利 用 此 程序 求解 下 列 
问题 : 


dr/dt = sinz + cos(yt) x(—1) = 2.37 
Tiss =e 了 十 [sin(x)]/  y(— D =— 3.48 
在 区 间 [ 一 1，4] 上 的 阶 要 求 具有 8 个 小 数位 的 精度 ， 在 + 轴 上 以 0. 1 的 间隔 打印 解 . 
a HISIA, WARR z(t) 和 y(0) 的 图 表 ， 两 条 曲线 应 该 出 现在 同一 个 图 表 上 . 最 大 和 最 小 坐标 应 该 
取 十 4 和 一 4. 
b, 得 到 下 列 参数 定义 的 曲线 图 
(C2) ,yO); SA 
(+ 的 值 不 出 现在 图 中 . ) 这 里 得 到 的 曲线 称 为 原 微分 方程 组 的 轨道 . 
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8. 4 节 的 亚当 斯 - 巴 什 福 思 和 亚当 斯 - 莫 尔 顿 公式 仅仅 是 求解 初 值 问题 
x’ = f(t,x) 
lta) = Xo 
的 多 步 法 的 两 个 例子 ， 术 语 多 步 是 指 在 x, 的 计算 中 需要 某 些 前 面 算出 的 项 yy) Ta oo 
我 们 回顾 上 节 中 讨论 过 的 一 些 内 容 . 


a) 


8.5.1 隐 式 / 显 式 以 及 收敛 方法 
任何 多 步 法 都 可 用 下 列 形式 的 等 式 描述 


aur, Har ites te + aotsa = hbf a Hbri fer tee t+ by foal (2) 
例如 ， 五 阶 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 公式 为 
251 646 
wean = ALF + Eg — BE, a + 108g, -7f ] @ 


在 这 些 式 子 中 ，/, 表示 /(1,，z,)， 在 利用 像 (2) 式 那样 的 公式 求解 问题 (1) 时 ， 假 定 通过 其 他 
方法 已 经 求 得 初 值 z no rs es ma. REA, RKE wn 一 k&，k 十 1，… 使 用 (2) 式 ， 我 们 看 
BI O40 时 ，(2) 式 两 边 同 时 包含 未 知 坐标 z,。 此 时 ， 方 法 称 为 隐 式 的 ， 若 b 二 0， 则 方法 是 
显 式 的 ， 在 我 们 的 分 析 中 ， 假 定 x, 满足 (2) 式 .特别 地 ，z, 可 从 一 个 预 估 公 式 给 出 的 尝试 什 
出 发 ， 通 过 选 代 得 到 . 
与 (2) 式 对 应 的 两 个 多 项 式 是 

Plz) = akz Harit" 十 … 十 ao 

ees = b2zt thy tte + bo 
下 面 的 分 析 将 指出 多 步 法 的 一 些 合乎 需要 的 性 质 与 多 项 式 p 和 gq 的 根 的 位 置 有 关 . 


(4) 


556] 


557 
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由 (2) 式 定义 的 多 步 法 在 下 面 的 情况 之 下 称 为 收敛 的 : 设想 问题 (1) 的 数值 解 是 由 变 步 长 计 
算 的 ， 我 们 用 xz(h，) 表 示 用 步 长 h 得 到 的 近似 解 。 通 常 ， 精 确 解 写成 z(t)， 收 敛 指 的 是 对 菜 
个 区 间 [to，z。] 中 的 一 切 +， 


lim) = zx(1) UAE (5) 
res 
只 规定 初 值 服从 相同 的 等 式 ， 即 ， 
limr(hsto Hmh) = zr  (O<n<k) (6) 
ree 


HARB /满足 基本 的 存在 性 定理 的 假设 (8. 1 节 定 理 3). 
8.5.2 ”稳定 性 和 相 容 性 
所 用 的 其 他 两 个 术语 是 稳定 和 相 容 ， 若 p 的 一 切 根 位 于 圆 盘 | z | <1 中 且 模 为 1 的 根 是 
单 根 ， 则 方法 是 稳定 的 . 若 P(1)=0 且 p'(1) 一 g(1)， 则 方法 是 相 窒 的 .现在 可 叙述 这 个 主题 
中 的 主要 定理 . 
定理 1( 多 步 法 稳定 性 和 相 容 性 定理 ) (2) 式 的 多 步 法 收效 的 充分 必要 条 件 是 这 个 多 步 法 
是 稳定 的 和 相 容 的 . 
证 明 稳定 性 是 必要 的 . ) 假如 方法 不 稳定 。 则 不 是 p 有 一 个 根 4 满足 | | >1 就 是 p 
有 一 个 根 满足 | 4 | =1 且 pO) =0. 在 任 一 种 情况 ， 我 们 考虑 其 解 是 x(1) =0 的 一 个 简单 的 
初 值 问题 : 
zx'=0 
(eg =0 ai 
多 步 法 是 由 等 式 
artn + amia H H aota 一 0 (8) 
所 决定 的 。 这 是 一 个 线性 差分 方程 ， 它 的 一 个 解 是 zx, 一 Ah"， 其 中 是 忆 的 一 个 根 ， 若 | 4 | > 
1， 则 对 0<n<k， 我们 有 
|xChymh) |= hla <hl lto C¥h+0) 
这 建立 了 条 件 (6)， 但 违背 (5) 式 ， 因 为 若 t=nh, W A= A 
| zh |=| zhm) |= mt | A |" + 00 
另 一 方面 , 若 141 =1 且 名 AM)=0， 则 (8) 式 的 一 个 解 是 zx, 一 hz"， 条 件 (6) 是 满足 的 ， 因 为 
4 0<n<k it, 
| xChonk) |= hn |à |" = hn <hk +0 ( 当 h 一 0) 
这 是 违背 条 件 (5) 的 ， 因 为 


| zlh,t) |= (rn lal" =2140 a 
证 明 〈 相 容 性 是 必要 的 . MDE LNA AIO. BE 
z’=0 
xz(0) =1 D 
精确 解 是 z 一 1，(2) 式 再 次 具有 形式 (8)， 取 zx。 二 zz ==] 得 到 一 个 解 ， 然 后 利用 (8) 
式 生成 其 余 值 ey ro 因为 方法 收敛 ， 所 以 lim zs 一 1， 把 它 代 人 到 (8) 式 得 到 结果 a 十 


a yt +a=0, RERAZ, pO)=0. 
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现在 考虑 初 值 问题 
ene ao) 
x(0)=0 
其 精确 解 z 一 上 〈8) 式 变 成 
Qty 十 arizei 十 … 十 aoze = ALE tbe +o +h) (11) 
因为 方法 收敛 ， 因 此 根据 前 面 的 证 明 它 是 稳定 的 、 因 而 p(1) 二 0 H p aA. 由 zx, 二 (n 十 和 Dhy， 
Y=q(1)/p'(1) 给 出 (11) 式 的 一 个 解 。 实 际 上 ， 把 这 个 解 代 入 到 (11) 式 的 左边 得 到 
hyla (nth) tari(nth~1) + -= + aon] 
= nhy la, tae, + + ao) + hylka, + (k — 1am + Ha] 
= mhyp(1) + hyp’(1) 
= hyp’) = hq) = h[b + br to +o] 
注意 ， 因 为 lim(n 十 &)hy 二 0，n 二 0，1，…，k 一 1， 所 以 在 这 个 数值 解 中 的 开始 值 与 初 值 zx(0) =0 
相 容 ， 现 在 的 收敛 条 件 要 求 当 mh 一 + BY, lima, =t. 因此 ， 我 们 有 lim (nth hy=t. 因为 
limhh 二 0, 所 以 我 们 得 到 y= 1, RÆ p =q). a 
稳定 性 和 相 容 性 一 起 推出 收敛 性 的 证 明 是 非常 非常 复杂 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 Henrici 
[1962， 第 5. 3 WJ. 
8.5.3 米尔 恩 方法 
为 说 明 多 步 法 稳定 性 和 相 容 性 的 定理 1， 我 们 分 析 由 
Boneh ght phat ate | a» 


定义 的 米尔 轧 方法 ， 这 是 一 个 隐 式 方法 ， 它 由 两 个 多 项 式 
pi) =i 
ae) = 于 “十 村 =+ 志 
来 描述 ， 注 意 ，p 的 根 是 十 1 和 一 1， 它 们 都 是 单 根 . MA p'(2)=22, p’C1)=2, g(1)=2. 
因此 ， 相 容 性 和 稳定 性 条 件 满足 ， 由 定理 可 知 米尔 恩 方法 收敛 . 
8.5.4 局 部 截断 误差 
我 们 下 面 的 工作 是 定义 和 分 析 在 利用 多 步 法 (2) 中 产生 的 局 部 截断 误差 .假定 在 所 有 前 面 
的 值 z,-，，z,-:，… 是 正确 的 假设 下 ,利用 (2) 式 来 计算 za Bral), <n, XB z(0) 表 
示 微分 方程 的 解 。 然 后 定义 局 部 截断 误差 为 x(t, ) 一 z,， 该 误差 完全 是 由 差分 方程 模拟 微分 方 
程 产生 的 ， 在 这 个 定义 中 ， 不 包括 伟人 误差 ;假定 r, 是 从 差分 方程 (2) 用 全 精度 算出 的 。 我 们 
SE: BAA m 阶 (如 8. 4 节 中 定义 的 )， 则 局 部 截断 误差 将 是 O(h"*:)， 因 为 我 们 的 分 析 
预先 假定 S 和 精确 解 函 数 z(4) 都 具有 一 定 的 光滑 性 ， 所 以 在 无 限制 的 情况 下 ， 这 个 关于 局 部 
截断 误差 的 结论 不 成 立 . 
定理 2( 多 步 法 的 局 部 截断 误差 定理 ) SSHRDRm mH, rECM RAS /axrike, 
则 在 前 段 的 假设 之 下 ， 


z(t) 一 工 。 一 


Va Ce 十 Or (13) 


(560) 
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(系数 di 是 8.4 节 中 定义 的 .》 
证 明 只 要 证 明 n= 上 时 的 等 式 就 足够 了 ， 因 为 x. 可 解释 为 在 点 r*-:* 上 开始 的 数值 解 的 
值 ， 利 用 8. 4 节 中 (10) 式 的 线性 泛 函 L， 我 们 有 


Lr = Plazt) — Abe] = Slat.) — hbif iret] a4) 
a a 
另 一 方面 ， 数 值 解 满足 等 式 


0= D laz: — hbf +2.) a5) 
因为 我 们 已 经 假定 x, 二 z(t,)，i<kR， 从 (14) 式 威 去 (15) 式 的 结果 是 
Lx = alalt) — zi] — hb Cf.) — flared] (16) 


对 (16) 式 的 最 后 一 项 应 用 中 值 定理 ， 得 到 
Lr = alrt) — x] — hb, Len Dlt) =a] 


= [ay — hb Fry) — z] a7) 
其 中 对 x(4) 和 zx, 之 间 的 某 个 8，F= 9 f(y, O/ Ar, B84 PMCOR, MAMI 
为 m 阶 ， 则 Lx 将 有 形式 
Lr = dy h™ 2°" Ct) + OCH?) (18) 
组 合 (17) 式 和 (18) 式 ， 得 到 (13) 式 ， 这 里 可 略 去 分 母 中 的 hb,F，( 见 习题 8.5.8.) È 
8.5.5 整体 截断 误差 
现在 我 们 希望 建立 微分 方程 数值 求解 中 的 整体 截断 误差 界 ， 在 求解 过 程 中 任何 给 定 的 
EE, Har 表示 计算 解 ， 假 定 所 有 的 计算 是 用 全 精度 执行 的 ， 即 不 包含 含 人 误差 ， 当然 ， 在 
tn 的 真 解 xz) 不 同 于 计算 解 zxv， 因 为 后 者 是 用 近似 泰勒 级 数 的 公式 得 到 的 ， 差 0) 一 zx, 是 
整体 截断 误差 ， 它 不 单单 是 前 面 的 点 上 出 现 的 所 有 局 部 截断 误差 之 和 ， 为 看 清 这 一 点 ， 我 们 必 
须 了 解数 值 解 的 每 一 步 必须 使 用 前 面 步 上 计算 的 近似 纵 坐 标 作为 它 的 初 值 ， 因 为 纵 坐 标 是 带 误 
差 的 ， 所 以 数值 过 程 实际 上 是 试图 跟踪 错误 的 解 曲线 ， 因 此 我 们 必须 着 手 分 析 ， 看 看 如 果 从 不 
同 的 初始 条 件 出 发 两 条 解 曲线 有 怎样 的 差别 ， 换 言 之 ， 我 们 需要 了 解 改变 解 曲 线 纵 坐标 之 后 的 
初 值 的 影响 、 图 8-2 说 明 我 们 正 试图 比较 的 内 容 . 


Pat if oF 


in Int tnt? tnt tate 


图 8-2 改变 初始 条 件 的 影响 
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考虑 初 值 问 题 
a’ = fita) 
z0) =s 


a9) 


这 里 用 广 表示 3 f / 9 +， 假定 它 是 连续 的 并 在 0<t<T 和 一 2<zx< 十 oo 定义 的 区 域内 满足 条 
件 六 (t，z) 生 1、(19) 的 解 是 上 的 函数 ， 但 为 了 表明 它 与 初 值 * 有关， 我 们 记 它 为 z(1; 9. 定 
义 KD= dx; 5 /3 s， 对 初 值 问题 (19) 中 wu 关 于 s 的 微分 可 得 到 一 个 微分 方程 一 一 变 分 方 


程 ， 其 结果 是 
a = fi(t,z)u 
u(0) =1 
例 1 在 初 值 问题 
B 一 好 
x(0)=s 
中 显 式 地 求 出 u. 
解 这 里 f(t, =r, f,=22. Alt, BPR 
w = 2au 
u(0) = 1 


初 值 问题 (21) 的 解 是 (=s). Bate (22) RB 
pe = 2s(1— t) ul) 
\u(0) = 1 
这 个 问题 的 解 是 
u(t) = (1— g)? 
定理 3( 变 分 方程 定理 ) 车 /,<<X4， 则 变 分 方程 (20) 的 解 满足 不 等 式 
| u(t) |S e (全 0) 
证 明 ACOR, 我 们 有 
u/u= f, =à ~ alt) 
其 中 a0) S0. Xt (23) RET BUY. A 


log | u |= at —[ ear =a — AQ) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


其 中 AORRERNAS. AA1>0, MAAUS, Ast log | u | <At， 因 为 指数 函数 是 递 


增 的 ， 所 以 | u | Se. 


定理 4( 初 值 问题 解 曲 线 定理 ) 若 初 值 问题 (19) 用 初 值 * sto RM, MHRA we 


别 至 多 为 | 6 | e”. 
ER 对 变 分 方程 用 中 值 定理 、x 的 定义 和 定理 3， 我 们 有 


| ets) — altis +a) | = |Z +e) |a 


一 | uW |l IK] 8 | e 


定理 5( 整 体 截断 误差 界定 理 ) En, s s t 上 的 局 部 截断 误差 在 数量 上 不 超过 6， 


56; 


563] 


450 REE 


Rt, 上 的 整体 截断 误差 不 超过 8(ew 一 1)(e* 一 1) 一 . 

TER 设 8，85 ，… 是 对 应 于 点 汪 ， 握 ，… 上 的 数值 解 的 截断 误差 .在 计算 z 的 过 程 中 ， 
初始 条 件 有 一 个 8 的 误差 ， 而 由 定理 4， 在 初 值 问 题 的 解 曲线 上 这 个 误差 在 t 的 影响 至 多 为 
La 1 em 把 这 个 值 加 到 * 的 截断 误差 上 .因此 ，# 上 的 整体 截断 误差 至 多 是 

[alr + 6 1 
这 个 误差 在 上 的 影响 (由 定理 4) 不 大 于 
(a le +1 & De 

把 这 个 值 加 到 ss 的 截断 误差 上 ， 以 这 个 方式 继续 下 去 ， 我 们 求 出 在 " 上 的 整体 截断 误差 不 
大 于 

P ži 

D lalea <3 de = aeh — D(e* — 17! a 

a 名 

定理 6( 整 体 截断 误差 通 近 定理 ) 若 数值 解 中 局 部 截断 误差 是 O(hn+:)， 则 整体 截断 误差 
LOCA"). 

证 明 在 整体 截断 误差 界 的 定理 5 中 , HOAD. AA el 是 O(z) 且 nh=t, Al 


用 定理 5 中 的 公式 我 们 发 现 阶 减少 1. a 
习题 8.5 
1. 按照 多 步 法 稳定 性 和 相 容 性 的 定理 1， 讨 论 下 列 这 些 多 步 法 ， 

Ms 


bi ty Zn- 


ennn ALE Set eles heat phe 

THER ABBE, ME 户 有 -~- 个 零点 人 使 得 天 1，1 4 | 二 1 且 gap A). WER A2) RBH HK 
TS es Le tae 
4, 证明: 每 一 个 多 步 法 ， 其 中 p(s) = at = 
A 确定 下 列 多 步 法 的 数值 特征 . 


f 


三 1, REREH, HEH, KAM MBB EAH. 


Tr + Atna — Sater = ALA fe + 2fe2] 
o 是 否 存 在 不 信任 求解 =f, 2) AA E 
an — 3t, + Pree = WL fa + fart + fart — 2fea] 


的 理由 ? 为 什么 ? 
, 下列 多 步 法 中 哪 一 个 是 收效 的 ? 
A En En-a SASfn m3 Snai Afaa) 
b. ty 225-1 Hzn- =A fa fans) 
Co En Ena En 2 =A fy fai) 
d. ty Ba $2, 2 =h fa t fai) 
© In — En- =A fa 3f HSn) 
' 多 步 法 称 为 强 稳定 的 ， 如 果 pO)=0. p40 H p 的 所 有 其 他 根 满足 不 等 式 | z | 二 1， 利 用 多 步 法 稳定 
性 和 相 容 性 定理 1、 证 明 强 稳定 方法 是 收敛 的 。 再 证 明 对 任何 的 值 ， 强 稳定 方法 求解 问题 x =az, 2(0)=1 


> 
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没有 引入 任何 额外 的 指数 增长 的 误差 . 
8. 证 明 
AR" + OU) Apen 
ae = ge toe 


8.6 方程 组 和 高 阶 常 微分 方程 


一 阶 微分 方程 组 的 标准 形式 为 
zy = fy (tox eZee I) 
Zin = fa(ts Ei sE Eq) és 
xi, = faltsu) 


在 这 个 方程 组 中 ， 要 确定 ”个 未 知 函 数 zx, r es z 它们 是 单 变 量 : 的 函数 ， 记 号 r, 表 
示 导 数 dz,/dt， 考 虑 这 个 方程 组 的 一 个 具体 例子 ， 其 中 用 z 和 y 代替， 和 zz: 
I =I+4y—e 
y = z+y+2e 


(2) 


方程 组 (2) 的 通 解 是 

x = 2ae™ — 2be-' — 2e! 

y= ae" tbe" + te (3) 
其 中 和。 是 任意 常数 ， 当 然 ， 通过 微分 并 代入 方程 组 (2) 可 以 验证 假定 的 解 ， 注 意 ， 此 例 是 
ARMs Ay 的 线性 方程 组 . 

在 估计 可 能 具有 唯一 解 的 明确 定义 的 物理 问题 中 ， 微 分 方程 组 会 伴 有 确定 通 解 中 任意 常数 

的 辅助 条 件 ， 因 此 ， 若 方程 组 (2) 伴 随 初始 条 件 

z(0) = 4,960) = È 


则 解 为 
z = 4e" + 2e™ — 2e' 
ie dere + tet a 
一 般 的 方程 组 (1) 的 初 值 问题 由 ”个 微分 方程 连同 给 定 的 初 值 : 一 b 以 及 详细 说 明 每 个 函数 
zi 在 to 的 值 所 组 成 . 
8.6. 1 向 量 记号 
一 种 方便 的 向 量 记号 可 用 来 改写 方程 组 (1). 设 X 表示 其 分 量 为 x ，z,，…，zx, 的 列 向 
E. RERE: 的 函数 ， 因 此 XX 是 R (或 R 中 的 一 个 区 间 ) 到 R “的 一 个 映射 。 类 似 地 , WF 
表示 具有 分 量 fi ，f:，…，f. MAM. BAHAR" (或 它 的 一 个 子 集 ) 上 的 一 个 函数 ， 
PRR BR "的 一 个 映射 方程 组 (1) 可 写成 
X = F(t,X) 6) 
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方程 组 (5) 的 初 值 问题 还 包括 向 量 X(1) 的 数值 ， 其 中 是 :的 初 值 . 
高 阶 微分 方程 可 以 转换 为 一 阶 微分 方程 组 ， 假 定 给 出 下 列 形 式 的 单个 微分 方程 
YP 一 yy 
当然 ， 这 里 所 有 的 导数 是 关于 + 的 y "一 dy /d +， 我 们 按照 下 面 这 些 定义 
Ty may By gaye? 


引进 新 变量 +，z,，…，z。， 新 变量 满足 一 阶 微分 方程 组 : 


ri 一 


xi, = f(E ts L293 900 En) 
这 是 一 个 (5) 式 所 示 形 式 的 方程 组 . 
为 利用 广泛 的 可 得 到 的 软件 求解 微分 方程 ， 把 问题 转换 成 像 (5) 式 那样 的 方程 组 几乎 总 是 
必要 的 ， 我 们 用 两 个 例子 来 说 明 这 个 过 程 . 


例 1 把 初 值 问题 
(sint)y” + cos(ty) + sin(? +y”) + (y)? = loge 
(2) =7 
oe (6) 
y= 


y2) =—4 
转换 为 有 初 值 的 一 阶 微分 方程 组 . 
E ”我 们 引进 新 变量 n, x. M2, MF: Zz 二 y， zs 二 yz 一 YY， 控制 X= (zx 
cy)" 的 方程 组 是 
x = I 
f: =i (7) 


La’, = [loge — 23 — sint? + 25) — cos(tz1)]/sint 
TE t= 2 的 初始 条 件 是 X=(7，3， 一 4)7. a 
高 阶 方程 组 可 以 用 下 例 中 说 明 的 同样 的 方式 处 理 . 
例 2 把 下 列 方程 组 
人 +te ty =r r 
yy” — cos(ay) 十 sin(tz'y) = x 
转换 成 一 阶 微分 方程 组 .初始 条 件 在 此 例 中 被 略 去 . 
解 ”在 引进 新 变量 H2, nsr, zs 二 y 和 Zz, 二 y/ 之 后 ,问题 可 写成 


z= a 


(8) 


T, = (a, — a, — 2, — tes)? (9) 
xy =n 


4 = La — sin(trsr3) + cos(a, z3)]/z, a 
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8.6.2 方程 组 的 泰勒 级 数 方法 
8. 2 节 中 讨论 过 的 泰勒 级 数 方法 可 应 用 于 一 阶 方程 组 ， 对 每 个 变量 我 们 写 出 如 下 的 截断 泰 
勒 级 数 : 


i ai ei hw 
rlt th) = 2,00 hr OO + Bri + er) + oe +z (CO 
2 31 nl 
或 按 向 量 记号 : 
， ， 
X(t = XO HAX OD HEX HEX ++ POD (10) 


这 里 出 现 的 导数 可 以 从 微分 方程 得 到 .通常 当 这 些 导数 用 于 一 个 计算 机 程序 中 时 必须 以 一 个 特 
别 的 次 序 计算 它们 .我 们 必须 保证 在 一 步 中 需要 的 量 作为 前 面 步 的 结果 是 可 利用 的 . 
AS ”对 下 列 初 值 问 题 编写 三 阶 泰勒 级 数 算法 ， 利 用 | A | 一 0. 1 并 在 区 间 一 2<t<1 E 
n. 
zx =r+y -t z0) =3 
, (11) 
y =y+ +cos yl)=1 
解 ”需要 的 高 阶 导数 是 
x" = x +2yy’ 一 3 
y = y +32%2x' — sint 
a” = x" + 2yy” + 2(y')? — 6t 
y” = y + 6x(2')* + 32° r" — cost 
执行 计算 的 一 个 适当 的 算法 如 下 ， 
input ż4-1; 22-35 yel; he—0.1; M-30 
output 0, 1. x, y 
for k=] to M do 
erty 
y! y+ a? + cost 
wena’ + 2yy 3e 
soy’ +32%2'— sint 
ate-a” +2yy’ + 2(y')? 6r 
Moy +6r(2')? + Ir cost 


ra A Wb PP 
aeath + ph" H-A) 


seyth tat Lac 
tenth 
output kh, eo xe y 
end do 
在 这 里 不 给 出 计算 机 实施 这 个 算法 的 数值 输出 ， 但 是 在 图 8-3 中 给 出 两 个 函数 a) 和 
2(0) 的 计算 机 图 形 ， 因 为 绘图 程序 一 点 也 不 标准 ， 所 以 给 出 得 到 图 形 的 计算 机 程序 毫 无 意义 . 
通常 我 们 必须 给 出 自动 绘图 机 两 个 数组 {t.，0<<i<m} 和 {zx;: 0<i<m} ， 然 后 由 此 在 笛 卡 儿 网 
格 点 上 绘 出 点 、 通常 可 以 命令 绘图 机 用 直线 连接 这 些 点 .绝对 要 注意 点 的 排序 ， 当 然 ， 通 常 为 
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fo ty ree in ROR SE AL SS EAB AA, MERRE RR SR TT J RR 
段 序 列 . 


(568) 图 8-3 例 3 的 解 曲 线 m 
理论 上 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 方程 组 (1) 中 的 方程 不 显 式 地 包含 :， 我 们 引信 一 个 变量 x, = 
可 把 方程 组 写成 下 列 形式 


2 = fil Eostn) 
关于 新 变量 的 微分 方程 就 是 x 二 1， 这 样 ， 我 们 可 把 方程 组 (5) 写 成 
X = F(X) (12) 


+ 不 显 式 地 出 现 ， 这 里 X= (ze，zi，…，xz)T， 形 式 为 (12) 的 方程 组 称 为 自控 的 . 
例 4 EAL 中 的 初 值 问题 转换 成 :不 显 式 出 现 的 方程 组 . 
R ay, x, 和 za 如 例 1 中 那样 ， 取 zo 一 !， 新 方程 组 是 


人 
Ne © a 


1 = [logzo 一 好 一 sin(z + x1) — cos( zoz, )]/sinzo 
而 初始 条 件 是 X=(2, 7, 3, —4) T. a 
8.6.3 方程 组 的 其 他 方法 
当 方程 组 是 自控 的 时 候 ， 即 它 具 有 (12) 式 的 形式 时 ， 最 容易 写 出 一 阶 方程 组 的 龙 格 - 库 塔 
方法 ， 经 典 的 向 量 形式 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 
X(t+h) = XO+LE, + 2F,+2Fi+F,) (14) 


其 中 
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F, = AF(X) 


F, = hF(X+ th) 


| = AF(X+ FFD 
F, = hF(X+F;) 
执行 这 个 过 程 的 子 程序 的 程序 设计 留 作 计算 机 习题 8. 6. 4. 对 8. 3 节 中 讨论 的 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 
贝 格 方法 可 给 出 类 似 的 公式 ， 
多 步 法 也 可 推广 到 应 用 于 方程 组 ， 例 如 ， 我 们 给 出 8. 4 节 中 亚当 斯 - 巴 什 福 思 - 莫 尔 顿 预 

估 - 校 正方 法 (4) 和 (8) 的 向 量 形式 : 

Xa+ = XQ) + 去 9O1F(X(1)) — 2 774F(X(t—h)) 

十 2 616F(X(t— 2h)) — 1 274F(X(t— 3h)) +251F(X(+— 4h))] 
XU+h) = XQ) + 高 [251FGX (t+ h)) + 646F(X(t)) 


— 264F( X(t —h)) + 106F (X(t — 2h)) — 19F(X(t — 3h))] 
正如 在 单个 方程 情况 中 那样 ， 一 个 单 步 过程 ， 艾 如 可 用 五 阶 龙 格 - 库 塔 方法 (计算 机 习题 8. 3. 7 一 
8. 3. 9) 提 供 起 始 值 : 
XCtoth) X(to+2h) X(t+3h) X(t + 4h) 
习题 8.6 


1. 求 下 列 方程 组 的 通 解 : 
ic = 3r—dyte 


提示 ， 党 试 形式 为 e，te' Mee 的 函数 . 
写 出 等 价 于 


Di 


w — sin(a”) + ez’ + 2tcosx = 25 

a0) =5 20) =3 20) =7 
的 一 个 自控 的 一 阶 方程 组 . 

,把 三 阶 常 微分 方程 


四 


a ip € 

z(8) 一 3 1(8)=2 x(8)=1 
写成 一 个 自控 的 一 阶 方程 组 . 

把 二 阶 常 微分 方程 组 


到 


ase = 3y'zlogt 

y —2ay’ = 5z'ysint 
转换 成 :不 显 式 出 现 的 一 阶 方程 组 . 

,用 向 量 记 叶 把 


人 yO)=1 y(0)=0 
gt+2e=4 xz0)=3 
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写成 一 个 带 初 始 条 件 的 一 阶 方程 组 . 
6. 写 出 等 价 于 
ae [sinz + ez']? + cosx = 0 
x(0)=3 2(0)=4 20) =5 
[570] 的 一 个 自控 的 一 阶 方程 组 . 
. 假定 可 利用 求解 一 阶 方程 组 初 值 问 题 的 计算 机 程序 ， 说 明 如 何 数 值 求解 下 列 问题 ， 
全 一 zcost 十 ez' 十 3 十 7 
z()=5 2) =9 


p 


.把 下 列 高 阶 常 微分 方程 组 
YP = iC ry ory?) 


“ry 


写成 一 个 一 阶 方 程 组 . 
9. 把 下 列 高 阶 微分 方程 组 


Sex"y” + In(x')z = 0 
{ sin(ty) + Tez” = 0 
z + 16ty’~e'zr’ = 0 
转换 成 一 个 :不 显 式 出 现 的 一 阶 方程 组 . 
10, 写 出 (12) 式 形式 的 方程 组 的 欧 拉 方法 、Heun 方法 和 修正 的 欧 拉 方法 . 
计算 机 习题 8. 6 
1. 利用 泰勒 级 数 方法 写 出 求解 初 值 问题 
全 Ti1(—1) = 0.43 
r=- n+ n1) = 一 0.69 
的 计算 机 程序 ， 要 包括 A, h 和 加 项 ， 并 连续 解 到 := 1， 设 人) 一 0. 01. 
2.〈 挑 战 性 习题 ) 对 初 值 问 题 
EE = sinr +cos(tr:) z(= 1) = 2.37 
zn = 0 sin(tri) 三 (一 1) =— 3.48 
执行 上 题 中 的 指令 ， 因 为 在 :=0 上 的 奇异 性 ， 所 以 2, a, 和 zs 的 程序 设计 必须 仔细 地 进行 . 
3. 数值 求解 微分 方程 组 


{2 =—13z+62, zx(0) = 一 12 
z3 =— 1322-62, (0) =6 
其 中 c=cos 6t, s=sin 6(， 在 区 间 [0，10] 上 用 步 长 A=0.01 积分 ， 验 证 正确 解 是 


信 一 2c》 
z= e™ (25+) 
571) 你 的 计算 解 与 真 解 比较 满意 吗 ? 这 个 例子 是 由 Lambert[1973] 提 供 的 . 
4. 编写 一 个 步 长 为 A 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 子 程序 或 过 程 ， 使 它 能 处 理 n<<20 的 一 个 n 维 微分 方程 组 ， 利 用 
A~~0.01, 通过 在 区 间 1<t<2 上 求解 方程 组 


G 
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rer'+ logy + 
上 = — coszr+ (sin)r— (xy)? 


xz(2) 一 一 2 y2)=1 
测试 你 的 程序 ， 
5. 对 常 微分 方程 z* 十 192+ 一 0，z(0) 一 言 ，z'(0) =0 求解 并 在 区 间 [0，5] 上 夯 出 结果 曲线 ， 这 对 应 于 一 个 无 
阻尼 弹性 -质量 系统 . 


= 编写 且 测 试 能 处 理 一 阶 微分 方程 组 的 自 适应 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 算法 的 子 程序 或 过 程 . 
. 编写 且 测 试 能 处 理 一 阶 微分 方程 组 的 结合 五 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ( 见 计算 机 习题 8. 3. 7) 的 五 阶 亚当 斯 - 巴 什 福 
思 - 莫 尔 顿 方法 的 子 程序 或 过 程 . 


8.7 边 值 问题 


在 本 章 的 前 面 几 节 中 ， 对 求解 初 值 问题 考察 了 各 种 方法 ， 例 如 ， 初 值 问题 
fe = f(trz,2') 
rla)=a 2'(a)=B 
取 zi 一 z 和 zs 一 并 时 可 以 转换 成 一 阶 方程 组 的 形式 


a) 


| zla) =a 
r= flax) zla) =R 
然后 ,方程 组 (2) 可 用 前 面 描 述 的 步 进 方法 之 一 求解 . 

然而 ， 如 果 (1) 的 问题 改变 为 


(2) 


x" = f(t rx’) 
r(a)=a zb) =p 
则 情况 完全 不 同 ， 差 别 在 于 在 两 个 不 同 的 点 =a 和 1 二 b 上 指定 条 件 ， 初 值 问题 的 步 进 方法 不 
适合 对 (3) 求 解 ， 因 为 没有 完整 的 补充 初 值 ， 数 值 求解 不 能 开始 (3) 式 是 两 点 边 值 问 题 的 一 个 
典型 例子 ， 通 常 此 类 问题 出 现 的 困难 大 于 初 值 问题 的 困难 . 

下 面 是 一 个 可 以 不 用 数值 方法 求解 的 两 点 边 值 的 例子 . 


(3) 


a =— x 
ees xp) =7 
首先 我 们 可 求 微分 方程 的 通 解 ， 它 是 
x(t) = Asint + Beost (5) 
然后 ， 可 确定 常数 A 和 B 使 其 满足 边界 条 件 ， 因 此 
= 2(0) = Asin0 + Bcos0 = B 


= 2(©) = Asin = z= 
J. zg? Asin > + Beos + A 


于 是 ，(4) 的 解 是 
a(t) 一 7sint + 3cost 


更 多 的 此 类 例子 在 习题 中 给 出 . 
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如 果 (3) 中 的 微分 方程 的 通 解 不 知道 的 话 ， 则 刚才 说 明 的 技巧 便 是 无 效 的 ， 这里， 我 们 的 
兴趣 是 在 于 可 着 手 处 理 任何 两 点 边 值 问题 的 数值 方法 . 
8.7.1 存在 性 
在 考虑 数值 方法 之 前 ， 我 们 适当 地 讨论 一 下 存在 性 问题 . 一般 说 来 ， 只 假设 了 是 一 个 好 的 
函数 并 不 能 保证 对 (3) 的 解 的 存在 性 .支持 这 个 论断 的 一 个 简单 例子 是 
= == Zz. 
Bar =3 r(x) 一 了 7 
这 个 问题 与 (4) 中 的 问题 只 有 一 点 点 不 同 ， 但 当 试图 把 边界 值 加 在 通 解 (5) 上 时 ， 我 们 得 到 矛盾 
的 等 式 3=B 和 ?一 一 B， 因 此 (6) 中 的 问题 无 解 . 
关于 两 点 边 值 问 题 (3) 解 的 存在 性 定理 往往 是 相当 复杂 的 ， 我 们 建议 读者 查阅 Stoer and 
Bulirsch[1980] 与 Keller[1968] 的 著作 .在 Keller[1968， 第 108 页 ] 中 一 个 漂亮 的 结果 是 下 列 
定理 . 
定理 1( 边 值 问题 存在 性 定理 ) 当 9 f /9x 连续 、 非 负 且 在 不 等 式 0<1<1,， 一 <z < 
十 co 定义 的 无 限 带 内 有 界 时 ， 边 值 问题 
w = f(t,x) 
z(0) = 0 z(1) 一 0 


(6) 


有 唯一 解 ， 
例 1 证 明 下 列 两 点 边 值 问题 有 唯一 解 . 
ES (5z 十 sin3z)e' 
x(0) = z(1) =0 
解 ”尝试 利用 定理 1 于 是 


2f ~ (5+3c0s3z)e 


ax 
它 在 带 0<1<1， 一 <x< 十 oo 内 是 连续 的 .而 且 ， 它 以 ge 为 上 界 ， 因 为 3cos 32>—3, fF 
有 它 是 非 负 的 .因此 满足 定理 1 的 假设 . a 


8.7.2 变量 替换 
虽然 边 值 问题 存在 性 定理 1 应 用 于 一 种 特殊 的 情况 ， 但 是 简单 的 变量 替换 可 简化 更 一 般 的 
问题 为 特殊 情况 ， 为 此 ， 我 们 从 改变 : BLA. (Be 
全 = f(1,7) 
x(a)=a zz(b)=p 
其 中 x 二 7(z)， 这 里 命名 一 个 变量 替换 1 二 a 十 (5 一 a)s， 注 意 s 一 0 对 应 于 上 一， 一 1 对 应 于 4 二 
b BRU, RANGE y(s)=2latas), A=b-a, FH y (s) =ar lats), (9) = alats). 
同样 地 ，y(0) 二 xz(4a)=a，y(1)=z(5b)=p。， 因 此 ,车 x 是 (7) 的 解 ， 则 y 是 边 值 问题 
pe = X fla tassyls)) 
yO =a yD=-p 
的 解 ， 反 之 ， 若 y 是 (8) 的 解 ， 则 函数 zx(D)=y ((1 一 a) / 6 一 a)) 是 (7) 的 解 . 


(7) 


(8) 
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定理 2( 两 点 边 值 问题 第 一 定理 ) 考察 下 列 两 点 边 值 问题 : 
a= fit, x) 
oe, z) =g 
Y=g(1, y) 
Poa y(1)=p 
其 中 
gp»q) = (b— a) flat (b—a) p,q) 
若是 问题 2 的 解 ， 则 函数 
z(t) = y(t—a)/(b—-a)) 
是 问题 ] 的 解 ， 而 且 ， 若 工 是 问题 1 的 解 ， 则 
yD = rla + (b—a)t) 
是 问题 2 的 解 . 
证 明 下 面 是 一 个 简单 的 验证 ; 


xz(O= y(22)= y0) =a 


5 一 
Om y AEn 
AEAT E 


= (b—a)? f(a+ b-a) j= 


ts) aa = f,z()) B 


例 2 说 明 下 列 两 个 两 点 边 值 问题 等 价 : 
Es sin(tr) 十 并 
zx(D=3 zx(4)=7 
ss 16{sin((4s + 1)y]+y*} 
yO)=3 yD=7 
解 ”利用 定理 2. | 
为 了 简化 两 点 边 值 问题 
a gly) 
xO) =a y) =g 
成 为 一 个 具有 齐 次 边 值 的 问题 ， 我 们 仅仅 从 y 中 减 去 在 0 和 1 取 值 为 a 和 8 的 线性 函数 ， 下 面 
是 一 个 有 关 的 定理 . 
定理 3( 两 点 边 值 问题 第 二 定理 ) 考察 下 列 两 点 边 值 问题 : 


eee 
“lyO=a y»D=B 
=h(t, z) 
g (nee 2(1)=0 
其 中 
hpg) 一 gpg +a + (B-a) p) 
若 = 是 问题 2 的 解 ， 则 函数 
yt) = z(t) tat (B-adt 
是 问题 1 OM. 而 且 ， 若 y 是 问题 1 的 解 ， 则 
z(t) = y(t) — [a + (B—a)t] 
是 问题 2 的 解 . 
证 明 再 次 直接 验证 : 
y(0) = z(0) +a + (B—a)0 = a 
yQ) = 2) +a+ (B-a) =f 
YD = U) = Atz(D) = glt,zlt) tat (B—a)t) 
= g(t y(t)) a 
例 3 说明 下 列 问 题 有 唯一 解 : 
a” = [5x — 10t +35 + sin(3x — 6t + 21) Jet 
z(0) =—7  z(1)=—5 
解 因为 这 个 问题 中 边界 值 不 是 齐 次 的 ， 所 以 不 能 直接 应 用 定理 1， 为 得 到 0 边界 值 的 等 
价 问题 ， 我 们 如 定理 3 中 那样 改变 相关 的 变量 ， 设 
zt) =x) UL 和 Ct) = 一 7 十 2 
则 


一 [5z 一 10t 十 35 十 sin(3z 一 6t 十 21) Je‘ 
=(5(2+@)—10t+35+ sin[3(2+¢)—6¢+21]} et 
={5z+sin3z}e 


新 变量 = 的 边界 值 是 


2(0) = 2(0) 一 人 (0) =—7+7=0 
2(1) = 20) — 1) = 一 5 一 (一 5) =0 
576] 正如 例 1 中 指出 的 那样 ， 关 于 = 的 边 值 问 题 有 唯一 解 、 因 此 ， 关 于 zx 的 问题 有 唯一 解 . a 
例 4 把 下 列 两 点 边 值 问题 转换 成 在 区 间 [0，1] 上 有 0 边界 值 的 等 价 问题 . 
人 


Z(3) 一 7 Zz(5) 一 9 9 
解 由 定理 2， 等 价 问题 是 

y= gltsy) 

a =7 yD =9 a 
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其 中 
gly) = 4f(3 + 2t,y) = Aly +3 — (3420)? + y(3 + 20)] 
由 定理 3， 另 一 个 等 价 问题 是 
z” = h(t,z) 
200) =0 2(1)=0 
其 中 h(t1，z) 二 g(1，z 十 7 十 21)， 详 细 地 表示 为 
ACtse) = 4[(z 二 7 十 220)? 十 3 一 (3 十 22)? 十 (z 十 7 十 22) (3 十 22)] 
我 们 可 以 解 = 的 边 值 问题 (11) ， 从 方程 
yt) = z(t) +742 


a1) 


得 到 边 值 问题 (10) 的 解 ， 然 后 从 
x0 = (5) 
得 到 边 值 问题 (9) 的 解 . A 
例 5 假如 对 边 值 问题 (11) 计 算 解 x(0. 5) 一 8. 2， 试 问 边 值 问题 (9) 对 应 的 解 是 多 少 ? 
解 显然 ，y(0.5) 一 z(0.5) 十 ?十 2(0.5)=16. 2 并 且 0. 5=(0—3)/2 推出 :一 4， 答 案 是 
z(4) = y(0.5) = z(0.5) +8 = 16.2 a 
定理 4( 边 值 问题 唯一 解 定理 ) 设 /为 (1:，5) 的 连续 函数 ， 其 中 OKI, —co<s<too, 
假如 在 这 个 区 域 上 
lfs) — flrs) (Lk l si =s | Q <8) 
则 两 点 边 值 问题 
全 = f(t,x) ae) 
x(0) =z) =0 
在 CL[0，1] 中 有 唯一 解 . 
证 明 (概略 地 ) 借助 于 习题 8. 7. 10， 我 们 知道 边 值 问题 (12) 等 价 于 积分 方程 
200 = [Ges fisa ds (13) 


其 中 是 习题 8. 7. 6 的 格林 函数 ， 积 分 方程 (13) 具 有 形式 =F), Hh 下 是 由 积分 定义 的 
运算 ， 利 用 空间 CLO, 1] 104 Banach 压缩 映射 定理 ， 我 们 得 到 下 有 唯一 的 不 动 点 ， 并 且 方 程 
(12) 和 (13) 有 唯一 解 . a 
例 6 说 明 下 列 问 题 有 唯一 解 : 
ea 2exp(tcosx) as 
x(0) = 2(1) =0 


解 RE fU, s)=2expltcos s)， 由 中 值 定理 ， 得 
| fess) — flys) |= [SLs 
这 里 所 需 的 导数 满足 关系 


|4] =] 2exp(reos s)(— rsins) |< 2e < 5.437 < 8 


|si — s2 
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由 定理 4， 两 点 边 值 问 题 (14) 有 唯一 解 . 

习题 8. 7 

1, 求解 两 点 边 值 问 题 忆 一 zx，z(0) 一 1，zx(1) 一 1. 

2. 确定 使 问题 z* 二 +z，z(0) 二 a。，z(1) 二 Bp 有 和 解 的 所 有 数 对 (a，B ). 

3. ( 续 ) 对 问题 z= 一 +，x(0) 二 a，z(x ) 一 B RA LE. 

4, ( 续 ) 给 出 类 型 (3) 的 两 点 边 值 问题 存在 多 于 一 个 解 的 例子 .提示 : 考虑 上 题 . 

5. RARE 2° 22'+2=0, 100) =a, D= 是 否 存 在 问题 无 解 的 数 对 (a，B )? 
6. 证 明 两 点 边 值 问题 x” = f(t)，z(0) 二 x(1) 二 0 是 用 公式 


a 
zl) = foafoa 


求解 的 ， 其 中 
BO [ear 0<s<e<1 
is-D) O0<t<s<1 
函数 G 称 为 这 个 问题 的 格林 函数 . 
考虑 下 列 两 点 边 值 问题 . 
. 位 flt, xy 2) 

xla)=a —-2(6)=B 
人 xy hota’) 

x0)=a x)= 
WER: FER PCT RO — A. By) 二 xz((4 一 a)/h) 是 边 值 问题 | 的 解 ， 其 中 h=6 一 a. 
用 边 值 问 题 


人 


ett — 32! 
lanes x7) =p 
说 明定 理 2、 这 个 问题 等 价 于 
x” = 48+ 64t + 162 — 122’ 
hee. x) =, 


2 


利用 定理 4 证 明 两 点 边 值 问题 


cos(tz) 
leaned x) 一 4 
有 唯一 解 . 
10.( 续 ) 证 明 边 值 问题 
is = fitz) 
x(0)=0 x(1)=0 
等 价 于 积分 方程 
20 = [16.9 fs zd 
其 中 G 是 上 面 习题 8. 7. 6 的 格林 函数 . 
11, 证 明 下 列 两 点 边 值 问题 有 唯一 解 : 
Z = (P +5) + sint 
x(0) = 20) =0 


AD ABBE 
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12. 


16. 
17, 


20. 


证 明 下 列 问题 有 唯一 解 : 
x” = tan lr+2r+ cost 
人 =D 一 0 


. 求解 边 值 问 题 


it 
20) = 2/3 a(l) = 3/8 


. ( 续 ) 当 边界 条 件 简化 为 z(0) =0, 2) =1 时 求解 上 题 ， 参 见 Davis[1962]. 
. 求解 边 值 问题 


dsr 

(a xz(D = 2-42 
ER: 若 z 是 微分 方程 z= f(z) 的 解 ， 则 y(D) 一 z(t 十 c) 也 是 解 . 
证 明 下 列 问 题 有 唯一 解 : 


人 = Felt a+ Deos +7- 30} ETEEN 


z(— 1) =—10 a) 一 一 4 


.判定 下 列 形式 的 两 点 边 值 问题 


t = h(s,z) 
ta =2(1) =0 
等 价 于 问题 
2" = costi t) 
(eaves x(7) = 12 


,假定 v 和 w 是 具有 下 列 性 质 的 : 的 已 知 函 数 : 


v = cost ve tvi? Wl)=5 w3)=42 
t = cost + we twi wl)=8 w3) =9 
试问 什么 函数 是 下 列 两 点 边 值 问题 的 解 ? 
x” = cost + re + zx: 
Es =7 z(3)=20 
(多 重 选 择 题 ) 
a. 两 点 边 值 问题 


{ 一 4 
z(0) =1 zx/2) = 一 1 
是 具有 下 列 性 质 的 例子 ， 
1 . 无 解 
i 恰好 两 个 解 
用 .恰好 一 个 解 
v. 无 初等 函数 解 
v. 多 于 一 个 解 
b. 对 两 点 边 值 问题 
Z =—4r 
z(O)=1 zx/2)=2 


579] 


580) 
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ER a 
21. 考虑 两 点 边 值 同 题 
a = fta) 
xO = 21) 一 0 
对 下 列 什么 函数 7， 我 们 能 断言 存在 唯一 解 ? 
i. fl, DS A+A) 
fi. FQ, 2) =esinz 
Ñ. f(r, x)= (tan 2) Cran z) 
W. fr, wd =e /x 
vi ft, =r 
22,， 考 察 两 点 边 值 问题 
x" = fz) 
Ea = 201) =0 
对 下 列 什么 函数 /， 我 们 能 断言 存在 唯一 解 ? 
fl, Dst a! 
We fe. 2) =tCtan”' x) 
fl. ft, erat? 
WV. f(t, 2) logd +r) 
Ve ft, D= | tx | 
23. 证 明 ， 若 zx(0) 是 
OESO] 
(6 =a x)= 
的 一 个 解 ， 则 96s) 二 zCa 十 (5 一 a)s) 是 
ys 
(yo = 
的 解 ， 因 此 (8) = y(s) latip a ) s] 是 
(ee = (b—a) flat (b~a)s,z(s) +a+ (B~a)s) 


(b—a)* fla +b- a)s,y(3)) 
yD =p 


2(0) = 21) = 0 
的 解 . 
8.8 边 值 问题 : 打靶 法 
考虑 两 点 边 值 问 题 


= f(tyx,2') 
ra)=a zb) =R 
处 理 这 个 问题 的 一 个 自然 的 方法 是 用 一 个 猜测 值 作 为 近似 的 初 值 x'(a)， 求 解 有 关 的 初 值 问 
题 ， 然 后 可 以 积分 该 方程 得 到 一 个 近似 解 ， 希 望 z(6) =p. HrOAB, WAT MR z'(a) 的 猜 
测 值 ， 接 着 再 尝试 .这 个 过 程 称 为 打靶 ， 有 一 些 系 统 地 做 此 项 工作 的 方法 . 
用 < 表示 zx“(a) 的 猜测 值 ， 使 得 相应 的 初 值 问题 是 
x” = f(r,7) 


I(a) =a Ca) 一 = 


a) 


(2) 
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Az. 表示 这 个 初 值 问题 的 解 . 目标 是 选择 = KATP 取 
Hz) = z.b) — p 

使 得 我 们 的 目标 简化 为 对 z 求解 方程 $(z) 二 0。 在 此 可 应 用 第 3 章 中 考虑 的 求解 单个 非 线 性 方 
程 的 方法 ， 例 如 ， 除 了 泛 函 迭代 之 外 ， 两 分 法 、 割 线 法 和 牛顿 法 都 可 以 利用 ， 因 为 $(z) 的 每 
个 值 是 通过 数值 求解 一 个 初 值 问题 来 得 到 的 ， 所 以 函数 $ 的 计算 量 是 非常 大 的 . 
8. 8. 1 基线 法 

回顾 割 线 法 是 怎样 应 用 于 求解 方程 $(z) =0 的 .用 $(z) 的 两 个 值 ， 警 如 $(z)) 和 $(z,)， 
假设 $(z) 是 线性 的 ， 利 用 通过 点 (z;，$(z)) 和 (z,，$(z,)) 的 直线 方程 ， 我 们 有 
$(21) — $l) 


zl 一 2 


go 一 gs 一 人 
车 选择 x, 使 得 $8(z,) 二 0， 则 得 到 公式 


)c 一 =) 


deak auio 
zi = x, (ge $e )t (3) 


通过 
ey Rr 
Z, 一 zw- (eS) ue » 


可 重复 这 个 过 程 得 到 一 连 串 的 值 x ee ，…，z,， 这 个 式 子 定义 了 市 线 法 ，( 见 3. 3 节 . ) 当 已 
经 得 到 = 的 若干 个 值 使 得 $#(z) 几 乎 为 0 时 ， 我 们 停止 这 个 过 程 并 利用 多 项 式 插值 去 估计 较 好 的 
值 ， 这 里 给 出 了 怎样 做 的 方法 : 假如 gz )，g(z )，…，gz,) 很 小 ， 求 一 个 插值 表 


Ka) | a) | oe 


z | z | or z 


的 多 项 式 p. 因此 ， 多 项 式 p 有 性 质 PADD Sz, KiKa 下 一 个 估计 n EMER p(0)= 
zt1 确 定 的 ， 这 个 过 程 相 当 于 用 多 项 式 p BES 的 反 函 数 . 它 的 成 功 依赖 于 乡 在 根 的 一 个 邻 域 
内 有 一 个 可 微 的 反 函 数 ， 反 过 来 这 需要 假定 方程 的 根 是 单 的 . 


8. 8.2 线性 函数 


上 面 概述 的 打靶 法 在 计算 上 的 代价 可 能 十 分 员 贵 ， 所 以 考虑 经 济 的 方法 是 很 重要 的 ， 显然 
应 该 利用 关于 x'(a) 的 校正 值 的 任何 部 分 信息 .、 因 为 高 精度 在 打靶 法 的 第 一 步 基 本 上 是 被 浪费 
的 ， 所 以 用 大 步 长 求解 初 值 问题 也 是 可 能 的 ， 仅 当 #(z) 几 乎 是 0 时 才 应 该 使 用 小 步 长 . 
有 一 类 问题 ， 对 它 使 用 割 线 法 一 步 就 得 到 精确 解 。 事 实 上 ， 当 $ 是 线性 函数 时 ， 以 及 当 微 
分 方程 是 线性 的 时 候 出 现 这 种 情况 ， 在 线性 情况 下 ， 两 点 边 值 问题 具有 形式 
x” = ult) Holte + w) 
zla)=a xb) =R 
下 面 将 假定 函数 “，" Aw 在 区 间 [a，5] 上 是 连续 的 。 假 设 我 们 已 经 用 两 个 不 同 的 初始 条 件 两 
次 求解 (4) 中 的 微分 方程 ， 得 到 解 x, Alaa, 


(4) 


582. 


[583] 
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zila)=a ria) =z (8) 
ra)=a zi(a)=z 

现在 形成 = 和 x; 的 一 个 线性 组 合 : 

yD = an) + — A)r: (t) (6) 


其 中 2 是 一 个 参数 .容易 验证 y 是 微分 方程 的 解 并 满足 两 个 边界 条 件 中 的 第 1 个 ， 即 y(a) Sa. 
RAE A 使 得 y(b) 二 8， 于 是 ， 
B= y(b) = ary (b) + (1— Nz) 
并 且 
zb) 
A a —z 0) n 


对 线性 问题 (4) 在 计算 机 中 实现 这 个 想法 时 ， 我 们 可 同时 得 到 zx, Ma 因此， 可 指定 求 
解 的 两 个 初 值 问题 为 
fa” = f(t rr’) x” = fzx) 
\ra=a z=0 lz@W=a z=1 
其 中 Ly xy Sutor twr. 第 1 个 解 是 zx， 第 2 个 解 是 x,， 为 产生 一 个 1 不 显 
式 出 现 的 一 阶 方程 组 ， 我 们 再 定义 zo 二 1，z; 二 xz'1，z4 二 x'2， 因 而 带 有 初 值 的 微分 方程 组 是 


Tola) =a 
x(a) =a 
x(a) =a (8) 
Sf (a9 525523) a(a)=0 
z's, = flora) 45(a) = 1 


JT RAE NFL) MBE ILA yA BE LEP. a= << b, AS ACR 
的 近似 值 r OOR zzz) 应 该 作为 一 维 数组 存放 在 计算 机 内 存 中 .其 次 ，》 的 值 应 该 用 (7) 式 计 
N. 最后， 根据 (6) 式 在 每 个 要 求 的 上 值 上 算出 解 y. 
定理 1( 线 性 两 点 边 值 问题 第 一 定理 ) 若 线性 两 点 边 值 问题 (4) 有 解 ， 则 不 是 2, 本 身 是 一 
个 解 就 是 ri (b) rF y X-A). 
证 明 ky. y 和 y, 是 下 列 这 些 初 值 问题 
Y=utwtwys ylad=a Ha)=0 
yi =u. + wy’ na)=1 yila) =0 
yt = vwy: Hwy’ ya)=0 yla)=1 
的 解 ， 由 二 阶 线性 微分 方程 的 理论 (特别 地 ， 由 下 面 的 定理 3) ，(4) 中 的 微分 方程 的 通 解 是 
加 十 cl 十 cy 
其 中 c Alc: 是 任意 的 常数 .我 们 直接 地 看 到 (5) 中 的 函数 = Mr 是 通 解 的 特殊 情况 .它们 由 
下 式 给 出 
nS ytay Fe = y tay (9) 
内 为 已 经 假定 (4) 中 的 问题 有 解 ， 存 在 c, 和 c 使 得 
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a = yola) +e (a) + cy (a) 
B= yb) + ey (6) + czy (b) 
这 些 式 子 的 第 一 个 化 简 为 c; 一 0， 于 是 我 们 推断 co 的 存在 性 ， 使 得 


B= y0(b) + czy: (b) a0) 
车 x1(6) 一 x2(b) 去 0， 则 由 (6) 式 和 (7) 式 定义 的 函数 y 是 (4) 的 解 . 若 x, (6) — 2, (6) =0, Mh 
(DRA y2(6) 一 0.。(10) 式 告诉 我 们 y。(5) 一 8， 而 (9) 式 告诉 我 们 zx, 是 一 个 解 . 


8.8.3 牛顿 方法 
我 们 转 到 方程 (1) 的 更 一 般 的 ( 非 线性 ) 两 点 边 值 问题 并 考虑 如 何 应 用 牛顿 方法 ， 记 得 x, 被 
定义 为 问题 
z= Kezer’) ap 
Te(a) =a zr (aj=z 
的 解 ， 我 们 要 选择 = 使 得 
$a) = 2,(6) —p=0 
关于 函数 $ 的 牛顿 公式 是 
Cen) 


a ces) 
为 确定 岁 ， 我 们 对 (11) 中 的 所 有 式 子 关 于 = 求 偏 导数 
EA EEIE af az, 


a2) 


dz ðt ðz ax, ax, Iz 
9 3 (13) 
Ze) =0 ag =1 


通过 化 简 和 引入 新 变量 v= 9 z*/ 3 =， 上 式 变 成 
É = fa Eert ut fy rtro 
. i . (14) 
va)=0 v(a)=1 
我 们 认可 这 组 式 子 为 一 个 初 值 问题 (14) 式 中 的 微分 方程 称 为 第 一 变 分 方程 ， 它 可 以 连 间 (11) 
一 起 步 进 求解 最终 可 利用 b), HEA 


ug) = 2220) 


dz 
这 使 我 们 能 够 利用 (12) 式 的 牛顿 方法 求 $ 的 根 . 
8.8.4 多 重 打靶 
打 息 法 的 一 个 发 展 称 为 多 重 打靶 .这 里 基本 的 策略 是 把 给 定 的 区 间 [a，5] 分 成 子 区间 并 试 
图 在 小 段 中 求解 整体 问题 。 当 区 间 刚 好 被 分 成 两 部 分 [a，c] 和 [c，5] 时 ， 我 们 来 描述 将 要 做 的 
工作 . 
如 前 所 述 ， 原 问题 为 


一 岁 (z) 


x” = f(t,2,2') 
zla)=a zx(b)=p 


585 


[58] 


468 RSE 


RT FR fe), FAR I PK x, 和 r: 
ah = fete) ma 一 a zila) =n (a<t<c) 
la 一 trayz2) mb) =B ri) =z (e<t<b) 

注意 = 和 z, 是 我 们 配置 的 参数 .函数 zi 仅 在 区 间 [a，c] 上 需要 ， 而 zx; 仅仅 在 区 间 [c， 妇 上 
需要 x 的 数值 解 将 按 递减 ! 的 方向 进行 . 

现在 调整 参数 > 和 =: 直到 分 段 函 数 

x(t) as 和 ti 委 c 
nt) ci<b 

变 成 问题 的 解 ， 因 此 ， 需 要 zx 和 x' 在 点 c 上 的 连续 性 ;zi (0) r (0) =0 Mz (0) 23 (0) =0. 
通过 灵活 地 选择 x 和 z: ， 这 两 个 条 件 是 满足 的 ， 代 表 性 地 这 可 用 3. 2 节 中 的 2 维 牛顿 方法 来 

对 “个子 区 间 的 多 重 打靶 将 涉及 个 子 函 数 ， 每 个 子 函 数 通过 数值 求解 一 个 初 值 问题 得 
到 ， 这 和 个 子 函 数 的 初 值 构 成 一 个 有 2k 个 参数 的 集合 ， 在 区 间 的 一 1 个 内 分 点 中 的 每 一 个 点 
上 ， 必 须 利用 整体 函数 及 其 导数 的 连续 性 ， 这 就 提供 2k 一 2 个 条 件 ， 两 个 端点 条 件 存在 ， 所 以 
条 件 个 数 匹配 参数 个 数 ， 最 后 得 到 的 非 线性 方程 组 被 迁 代 地 求解 ， 例 如 用 高 维 牛 顿 方法 . 

可 得 到 的 两 点 边 值 问 题 的 大 多 数 软件 是 针对 一 阶 常 微分 方程 组 

X’ = F(t,X) 
RER, KP X= Crys rey ory aed") P= fie fas s O 边界 条 件 经 常 允许 是 相当 一 
般 的 条 件 ， 例 如 ， 某 些 代码 允许 边界 条 件 为 
G(X(a),X(b)) = 0 

其 中 G= (gis koe or ge)". SORE RG PY SEAR 下 的 雅 可 比 阵 ， 它 是 元 素 为 J = 9 f,/ 9 x 
W nX n ERE. 

例 1 假设 对 问题 

jx” = tx + cosx’ 
a) $25) =7 zx(3)z(5) = 10 

RAMA STB OHO. BOF, GALI 是 什么 ? 

解 Rar, nr. UAB RM 

fr, = axe 2 (3) +25) -7=0 
x) = try +cosr, — 22(3)*x,(5)-10 = 0 
PARP AG 可 从 这 些 式 子 中 读 出 ， 雅 可 比 函 数 由 下 式 给 出 
JX) = p 1 ] a 
t —sinz,J 

8.8.5 二 阶 线性 方程 

这 里 引用 二 阶 线性 微分 方程 一 般 理 论 的 两 个 重要 定理 ， 这 些 内 容 的 标准 参考 文献 是 
Coddington and Levinson[1955]. 

定理 2( 二 阶 线性 微分 方程 第 二 定理 ) Bu, vswWAMR Mla, LHL SM, Msp 
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任何 实数 对 a 和 a ， 初 值 问 题 
I = u+ uw + wr’ 
zla) 一 a x(a) =a’ 
在 [a，5] 上 有 唯一 解 . 
定理 3( 二 阶 线性 微分 方程 第 三 定理 ) 非 齐 次 方程 


a” —ur— ur =u (15) 
的 每 个 解 可 表示 成 re 十 clzi 十 czzz， 其 中 r 是 (15) 式 的 特 解 ， 而 I， 和 za 构成 齐 次 方程 

2” —w—we' =0 
的 线性 无 关 的 解 集 . 
习题 8.8 


1. 利用 真 解 ， 明 确 地 求 出 下 列 情况 中 的 函数 点 


= 
| =1 xz( 子 )=3 
,确定 真 解 并 明确 地 求 出 下 列 情况 中 的 函数 点 
全 =— (x) 
x) =3 zx(2) =5 


利用 # 求 解 边 值 问题 . 
3. 解析 求解 三 点 边 值 问题 : 
=e HUD” 

Xx(0) = 一 1 z0) =3-e+2in2 z(2)=6— e + 2in3 
e RMAN ROR AF TS A OO I, EPR a, p 和 cs 已 知 : 
fex ult) + oDr+ wz! 


cuala) + cnz (a) = a 
cnz(b) + cnz (b) =f 
提示 : 设 zi 是 具有 特定 的 初始 条 件 cirla) tenz (a) =a 的 微分 方程 的 解 ， 设 za 是 具有 特定 的 初始 条 件 
mo 一 一 cz 和 zas(a) 一 cn 的 微分 方程 的 解 ， 考 虑 zi HAr. 
.对 应 于 线性 微分 方程 


a” = alt) HODE elta 
的 第 一 变 分 方程 是 什么 ? 
6. 微分 方程 
x” = cos(tr) + sint? z’) 
的 第 一 变 分 方程 是 什么 ? 第 一 变 分 方程 能 否 用 它 本 身 数值 求解 ， 或 者 它 必须 用 忆 的 方程 一 起 来 求解 ? 
7. 证明, 车 zx 和 zx; 是 具有 初始 条 件 (a) = ra) =a, z'a) =0 M rla) =l 的 微分 方程 = ul) + 
DIFw(Dr' 的 解 ， 则 zx; — ar) 是 (12) 式 中 第 一 变 分 问题 的 解 . 
8. 证 明 : 若 对 * 用 牛顿 方法 求解 线性 两 点 边 值 问题 ， 并 且 用 第 一 变 分 方程 计算 岁 ， 则 所 得 结果 与 (6) 式 和 (7) 
式 给 出 的 结果 相同 . 
9. 证明: 在 线性 微分 方程 的 情况 中 函数 $ 是 线性 的 . 
10. 求 问题 
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的 解 ， 首 先 求 问题 


eae z0) =z 
的 解 z,， 然 后 调整 = 使 得 E=. MR OS, MEA RETE? 


11. 明确 地 求 出 下 列 情况 中 的 函数 $. 
=— al)? 
= =1 2M =1+4 


利用 # 求 解 边 值 问题 . 
12, 若是 初 值 问 题 x" 二 +z，x(0) 二 0， zx'(0) 二 z HR, RE DEHA EE: FA r RUT BIE RY. 
13. 对 两 点 边 值 问题 六 (0) 二 0，z(1) 二 17， HAER 所 z) 是 什么 ? 
14. 车 x, EAA "=ar, 200) =5, 20) 2 的 解 ， 并且 $x) 二 zx, 《x/2) 一 3， 则 (zx) 是 什么 ? 
15. 利用 基于 割 线 法 的 打 和 法 求解 两 点 边 值 问题 
Ere = 95 
x(6)=1 x(12)=2 
1，2， 比 方 说 (4，5) 和 (2，9)， 试 问 在 这 个 过 程 中 下 一 步 和 迭代 求解 的 


我 们 得 到 两 个 数 对 (z,，z,, (5))， 
是 什么 初 值 问题 ? 

16. 查阅 线性 两 点 边 值 问题 的 讨论 并 证 明 ci =0 M ca = [A yo (6) 1/y2 Cb). 

17. GREH: Æ mw (5) 二 0， 则 边 值 问 题 对 一 切 (a，p) 将 不 可 解 . 

18. 证 明 ; 倘若 解 存 在 时 ， 下 列 过 程 将 可 解 两 点 边 值 问 题 (4)， 解 两 个 初 值 问题 


作 =utu turi n(a)=a ri(a)=0 


a) = ur tues zi(a) =0 z=1 
则 不 是 x, 本 身 是 解 就 是 x; 十 cz* 是 解 ， 其 中 < 是 常数 [8 一 zx, (6) 1/22 b). 
19. EH: 问题 x 二 +，z(a) 二 a，z(6) 二 p RAM. UB ab). 
计算 机 习题 8.8 
1. 编写 出 打靶 法 的 算法 ， 用 打靶 法 求解 两 点 边 值 问题 
E e + zcost— (t+ Dr’ 
20) 一 1 z(1) =3 
注意 问题 是 线性 的 ， 利 用 步 长 4 一 0. 01 的 四 芥 龙 格 - 库 塔 方法 . 
2 编写 课本 中 列举 的 求解 线性 两 点 边 值 问 题 的 算法 ， 查 阅 (4) 一 (8) 式 .编写 基于 这 个 算法 的 一 个 通用 代码 . 
RM u vw 应 该 由 用 户 提供 子 程序 形式 的 代码 . 
3.( 续 ) 对 下 面 例子 


{ro = u(t) = + 2,w(lt) = sint 
a= 2.6,b = 5. la =7.0,8=—3 
测试 上 题 中 的 代码 - 
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8.9 边 值 问题 : 有 限 差 分 法 


两 点 边 值 问题 的 另 一 种 方法 由 上 区 间 的 初始 离散 化 和 导数 的 近似 公式 所 构成 ， 下 面 的 两 个 
公式 是 特别 有 用 的 : 


O = (2h) "Lx +h) ~ rah] Fh) GD) 

2D) = h(x +h) = 220) Hau] hex) (2) 
8.9.1 二 阶 微分 方程 
假定 求解 的 问题 是 


2” = f(t,x,2') 
ra)=a 316) =f 
设 区 间 [e， 信 用 点 a= tor hs tee te ee 一 分 割 ， 这 些 点 不 一 定 是 等 距 的 ， 但 是 实际 上 它 


(3) 


故 为 简单 起 见 ， 我 们 假设 
t=a+ih OKiKn+1, h=(b—a)/(n+1) (4) 


用 yw 表示 zx(#) 的 近似 值 ， 于 是 ，(3) 的 离散 形式 是 


yo =a 
| EN er a epee (d<ign) (5) 
| ?of 一 有 
8.9.2 线性 情况 


在 (5) 式 中 ,未知 量 是 ys y ，…，?。， 而 求解 的 是 ”个 方程 ， 若 /以 非 线性 方式 包含 
3,， 则 这 些 方程 是 非 线性 的 ， 而 且 一 般 说 来 求解 很 困难 ， 然 而 ， 我 们 假定 了 关于 zx 和 xz' 是 线性 
的 ， 则 它 具 有 下 列 形式 


frz’) = ul) + 2+ wz (6) 
现在 方程 组 (5) 是 一 个 线性 方程 组 ， 它 可 写成 下 列 形式 
| 加 一 a 
(-1- Phew dys + BAR YI AAT + Lhe) ym = 一 Mu A<i<n) (7) 
| Ini 一 有 


RNA Sult), =v SF. 
Pil. RNS HAS 


a == Phen 
d,=2+hy, 
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使 得 方程 组 看 上 去 像 这 样 ; 


far a yi b — aoa 
a ds ec ye b: 
a, ds c 的 MA bs (8) 
as der co | | er bna 
a, d, n n — CoB 


央 为 没有 标明 的 元 素 为 0， 所 以 这 个 方程 组 是 三 对 角 的 ， 可 用 特殊 的 高 斯 算法 求解 ， 注 
意 ， 如 果 上 六 很 小 且 习 >0， 则 方程 组 的 矩阵 是 对 角 占 优 的 ， 因 为 


12 十 和 au |> | 和 + |1— hw, |= 2 
这 里 必须 假定 | hoo, | <<1， 因 为 这 样 两 项 1 hw, 都 是 非 负 的 ， 因 此 ， 我 们 假定 w>0 以 


及 足够 小 使 不 等 式 | Fhw | <1 成 立 . 


后 面 将 需要 下 列 等 式 
ldi |l e [bans [= 2b aby = = thw.) = + Lh) bas 
= hy, 
8.9.3 收敛 性 
我 们 将 着 手 证 明 当 h 收敛 于 0 时， 离散 解 收敛 于 边 值 问题 的 解 。 为 知道 边 值 问 题 
a” = utu +r Ags 
ala) =a 2(6)=8 


有 唯一 解 ， 我 们 引用 Keller[1968， 第 9 页 ] 的 一 个 定理 , 在 u,v 和 w 属 于 C[a, 5] 且 v>0 的 
假设 之 下 得 出 这 个 结论 。 所 以 采用 这 些 假设 .Keller 的 定理 如 下 . 
定理 1( 边 值 问题 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ) 边 值 问题 
a” = f(t,x,2') 
fatten a 
Caz(b) + caz (b) = cn 
在 区 间 [a，b] 上 有 唯一 解 ， 信 车 : 
1. 了 及 其 一 阶 偏 导 数 f,，f: 和 /在 域 DD 二 [a, 5]XRXR 上 连续 . 
2.f.>0, | f;|1<M 有 在 D 上 | fy | SM. 
3. Len lA bee | >0, |en l| lezl >0, Lend + | cr |>0, Ben ce<0<cn cn. 
用 x(2) 表 示 问 题 的 真 解 ， 且 用 y, 表示 离散 问题 的 解 ， 注 意 y 依赖 于 六 我 们 将 估计 | ry | 
并 指出 当 h->0 时 它 收敛 于 0， 当然， 这 里 a, 表示 al). 
借助 于 公式 (1) 和 (2)， 我 们 看 到 对 于 1<i<n，z(t) 满 足下 列 方程 组 : 


Wry = 2a Ham) — bite) ap 
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= tr, + w,[ CR Gin =a) -grae | 

另 一 方面 ， 离 散 解 满足 等 式 
K? (ya — 2y; + ye 
如 果 从 (11) 式 中 减 去 (12) 式 ,并 记 e, 


u; + vy, + wi(2h) Cy — Ya) 
yo WARE 


h? leini — 2e, + emi) = ve, + wC2h) lem — em) Hh’ g 
其 中 
2h ogy ae 
g = gt) — Ga") 


合并 同类 项 并 用 一 h* 相聚 以 后 ， 得 到 一 个 类 似 于 (7) 式 的 等 式 : 
(- j= Frw, )e, 1 十 (2 十 hivi)e; 十 (1+ he Jen =— h'g: 
利用 前 面 引进 的 系数 ， 我 们 记 上 式 为 
ae ı die; + cen, =— h'g: 
BAH lell -并 选择 一 个 指标 站 使 得 
le l= hele =a 
这 里 是 向 量 e 一 (el e, e e). 然后 从 (14) 式 ， 我 们 得 到 
| d; lle Iht | gi (Hi chl emi [+l am Ilem | 
利用 (9) 式 ， 我 们 得 到 
Id (ASA Nelle tle A+! am |à 
AC di |—! ci i=] ar Sat ie ll. 
Rud <h' || gN 
Hell SKE We ll ~/infoCe)] 


HADR, ell <a? |. /12+ | 2” 0/6. RER | g ||. /inf OE- ABM 


界 ， 因 此 ， 我 们 看 到 当 ho Af | el OCH"). 
习题 8. 9 


1. 解 两 点 边 值 问 题 
(3 22’ +10 = 0 
xO)=1 xz)=2 


利用 4= 二 的 有 限 差分 法 求 a. 


2. 为 了 适应 下 列 形式 的 边界 条 件 
cuala) +t oar la) to 一 cnz(b 十 caz(b 十 cn = 0 
请 指出 在 线性 方程 组 (7) 中 必须 作 怎样 的 修正 . 
3 倘若 系数 西数 是 连续 的 且 v>0， 利 用 Keller 定理 证 明 边 值 问题 (10) 有 唯一 解 . 


计算 机 习题 8. 9 


(12) 


(13) 


(14) 


L 编写 一 个 用 课本 上 描述 的 有 限 差分 法 求解 线性 两 点 边 值 问题 的 通用 的 计算 机 程序 ， 人 允许 用 户 提供 a，a，5， 


By n ARRO, OM GRRE BR u, vA w. 
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2.( 续 ) 对 下 面 的 例子 测试 上 题 中 编写 的 程序 : 
Jaor 
T ($ )=7 
=ar 
oes x(1)=etcosl 
此 外 ， 计 算 这 两 种 测试 情况 中 数值 解 的 误差 、 解 分 别 是 : a 2 (2) = 7sin 1 十 3cos 上 b. x(t) =e! Hens r 


8.10 边 值 问题 : 配置 法 


配置 法 提供 一 个 策略 ， 利 用 它 可 以 处 理应 用 数学 中 的 许多 问题 . 首先， 我 们 给 出 一 个 一 般 
的 描述 ， 假 定 我 们 有 一 个 线性 算 子 L( 例 如 ， 积 分 算 子 或 微分 算 子 )， 并 且 希 望 求解 方程 
Lu = w a) 
在 此 方程 中 ，w 已 知 而 w 是 要 求 的 。 若干 个 求解 方程 (1) 的 近似 方法 从 选取 某 个 基 向 量 组 {v ， 
vr，*"…，vw} 开 始 ， 然 后 用 下 列 形式 的 向 量 


u= cy bere: to Hedy (2) 
尝试 去 解 方程 (1)， 央 为 工 是 线性 算 子 ， 所 以 我 们 有 
ee er 
并 且 由 方程 (1) 得 到 a 
Yo, =w (3) 


一 般 说 来 ， 我 们 不 能 求解 方程 组 (3) 中 的 系数 6 ean Cn 但 是 或 许可 使 方程 (3) 几乎 成 立 
在 配置 法 中 ,向 量 u,w 和 了 都 是 公共 定义 域 上 的 函数 . 然后 RATER BK wH Y oLv, tent 
给 定点 上 的 值 相同 ， 
Bo) = weed (Si<n (4) 
这 是 一 一 个 个 线性 方程 的 方程 组 ， 由 这 个 方程 组 ,我 们 可 以 计算 = 个 未 知 系数 c, 的 值 ， 当 然 ， 
应 该 选择 函数 w 和 点 +, 使 元 素 为 (Luw)(#) 的 矩阵 非 奇异 . 
8. 10. 1 施 图 姆 ~ 刘 维 尔 边 值 问题 
现在 考虑 这 个 方法 如 何 用 于 施 图 姆 - 刘 维尔 两 点 边 值 问题 : 
u” + pul + qu = w 
u(0) = 0 u(l) = 0 
RRM p，g Mu 都 是 已 知 的， 并 假定 在 区 间 [0，1] 上 连续 ， 函 数 u 是 未 知 的 ， 它 也 定义 在 
[0，1] 上 ， 但 我 们 期 望 它 是 二 次 连续 可 微 的 。 如 果 取 
Lu = ul" + pul + qu (6) 
来 定义 算 子 上 上 ， 则 这 个 问题 就 变 成 前 面 列举 的 格式 中 的 一 个 例子 ， 我 们 在 向 量 空间 
V = {u € C[0,1] : uO) = u(1) = 0} (7) 


(5) 
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中 寻找 一 个 解 . 
因此 ， 如 果 从 Y 中 选择 一 组 基 范 数 {v，wv，…，v}， 则 齐 次 边界 条 件 将 自动 满足 ， 提 出 
它 本 身 是 ( 双 指标 ) 集 的 一 组 函数 


w=) OLD (8) 

容易 验证 
Ua = jit — ho (9) 
Un = jG — Dura — RO HRl — Dy (10) 


根据 (9) 式 和 (10) 式 ， 写 出 函数 Lv 是 一 件 简单 的 事情 。 如 果 从 (8) 式 中 所 述 的 集合 中 选择 n 个 
函数 ， 并 且 在 [0，1] 中 选择 个 点 上 4， 则 可 尝试 求解 配置 方程 (4) 并 得 到 问题 (5) 的 一 个 近 
似 解 . 
8.10.2 三 次 日 样 条 
或 许 对 这 样 的 问题 来 说 ， 基 函数 的 一 种 较 好 的 选择 是 一 组 B 样 条 ， 在 描述 如 何 利用 B 样 
条 的 优势 中 ， 我 们 取 模型 问题 为 稍微 更 一 般 的 情况 : 
u” + pul +qu=w 
ula)=a ulb)=p 
为 了 使 基 函 数 具 有 两 次 连续 导数 ， 我 们 只 考虑 BRAB, D3. HM RRM, Wk=3. Bb, 
取 等 距 结 点 : i 一 4 二 h。， 最 后 ， 我 们 将 利用 结 点 作为 配置 点 ， 设 是 使 用 的 基 函 数 的 个 数 (以 
及 要 确定 的 系数 的 个 数 )， 为 确定 ”个 系数 ， 应 该 存在 总 数 为 n 的 条 件 ， 因 为 存在 两 个 端点 条 
件 ， 即 


(11) 


Dova =a 和 Deog (12) 
m m 
所 以 我 们 看 到 应 该 有 "一 2 个 配置 条 件 ; 
Do (Ly) =w) (CS<isn 一 2) (13) 
这 些 考虑 导致 我 们 定义 
h = (6—a)/(n—3) (14) 
=at(i~Dh G=0, 士 1], 士 2) (15) 


位 于 [a，5] 中 的 结 点 4 是 a 一 4 ，t。，…，4-s 二 b (这 是 容易 验证 的 )， 这 些 结 点 都 是 配置 点 . 
为 定义 BERB, 需要 某 些 在 区 间 [a，5b] 之 外 的 点 ， 结 点 的 排列 如 图 8-4 所 示 . 
b 


二 一 上 一 一 人 一 一 二 I I sy NS WS 


t3 t2 li b à h h dna n-d fna fni in ati 


8-4 结 点 的 配置 


三 次 是 样 条 的 重要 性 是 它们 在 [a，6] 上 不 恒 等 于 0， 这 些 三 次 B 样 条 是 B.. Bi, B, 
Bi, es Bia. PA, RT vy =B, 1<j<n. 
HAA SH, RK v, 可 从 用 B 表示 的 单个 B 样 条 得 到 ，B 的 定义 如 下 ; 


594] 
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(t+ 2)/6 在 [一 2, 一 1] 上 
(14+3¢4+D43G@4+)D?-30+1'91/6 在 [一 1,0] 上 

Ba) = (16) 
B~) 在 [0,2] 上 
Lo 其 他 
因而 ， 容 易 验证 
uCO=B( 寺 < 一 ?十 2) (17) 


POR B 的 图 像 显 示 在 图 8-5 中 .读者 应 该 检验 B 确实 是 一 个 三 次 样 条 . 


图 8-5 三 次 B 样 条 


AR (Ly) (si) 需要 vw 的 一 阶 和 二 阶 导数 这 些 导数 容易 从 (16) 式 和 (17) 式 得 到 ， 在 利 
MER B 样 条 执行 配置 法 的 计算 机 程序 中 ， 必 须 编写 计算 B O, BOMB ORTER. A 
而 ， 可 有 效 地 计算 矩阵 元 素 (Lw)(t)， 因 为 每 个 函数 w 有 一 个 小 的 支撑 ， 所 以 这 是 一 个 带 状 


和 矩阵， 打算 作为 产品 使 用 的 通用 程序 应 该 利用 系数 矩阵 的 稀 朴 性 质 . 
计算 机 习题 8. 10 
a. 对 用 配置 法 求解 下 列 形式 的 两 点 边 值 问题 
u(t) + pu + qult) = w) 
u(a)=a ub)=p 


编写 一 个 通用 的 代码 程序 .用 户 应 该 详细 说 明 ，(1) 函 数 p，g 和 w; (2) 实 数 a，o,， MB, a<b; (3) 所 使 
FAO A PCA EC n (ORREK 上 和 它们 的 导数 v; 和 这 、， 然 后， 计算 机 程序 在 区 间 [a， 纪 中 生成 等 距 的 
"一 2 个 配置 点 4 ，1<i<n~2， 包括 端 点 。 接 着 ,程序 产生 一 个 有 nn 个 未 知 数 c，，c;，…，c, 的 个 方程 


的 线性 方程 组 ， 如 下 所 示 : 


Dotty dG) = we) (< in 一 2) 


ROET Dov, =$ 


这 个 程序 称 为 计算 系数 ¢ 的 线性 方程 解法 器 ， BUG. Battle, DPN 2n—5 TERA LR u WEMA X Lu 


一 也 来 检验 近似 解 w 一 D) ov. 这些 点 应 该 包括 配置 点 (那里 残 差 应 该 是 0) 以 及 配置 点 的 中 点 . 
b 通过 求解 
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tsin)u + (P+ 2)u = er 
u(2.6) =7 u5. D = 一 3 
测试 a 中 编写 的 程序 ， 利 用 等 距 结 点 的 三 次 也 样 条 ， 配 置 点 应 该 是 La， 的 上 的 结 点 . 


8. 11 线性 微分 方程 


这 里 我 们 考虑 n 个 常 系数 的 线性 微分 方程 的 方程 组 .假设 方程 组 是 自控 的 ， 这 意味 着 独立 
变量 1 不 显 式 地 出 现 ， 这样 的 一 个 方程 组 可 表示 成 
xh = anti Hant to H antn 


z Sanz Hanti + +H ant. ü 


Xn, = and) Hat H Hamin 
(HEF fe) ARIS. EA 
X’ = AX (2) 
FOP X=Cays wee ty ads XC drs ty z)". 
8. 11.1 特征 值 和 特征 向 量 
我 们 尝试 用 X(t) = eV 这 种 形式 的 向 量 作为 这 个 问题 的 解 ， 其 中 V 是 一 个 常 向 量 ， 把 这 
个 试验 的 解 代 人 (2) 式 ， 我 们 得 到 
MexV = AV (3) 
因此 , 车 
AV=AV 
则 向 量 函 数 eV 确实 是 (2) 式 的 一 个 解 ， 我 们 已 经 证 明了 下 列 定理 . 
定理 1( 线 性 微分 方程 的 特征 值 和 特征 向 量 ) BARA 的 一 个 特征 值 ， 而 V 是 相应 的 
特征 向 量 ， 则 XX(1) 二 exV 是 方程 X' 一 AX 的 解 . 
这 个 定理 指出 求解 微分 方程 X = AX 会 涉及 A 的 特征 值 和 特征 向 量 的 某 些 知识 ， 此 外 ， 
相似 矩阵 的 理论 指出 如 何 通过 改变 变量 去 简化 线性 微分 方程 组 ， 这 些 不 久 将 加 以 考虑 . 
在 下 面 的 定理 中 描述 了 方程 X SAX 的 最 令 人 高 兴 的 情况 . 
定理 2( 解 空间 的 基 定 理 ) 若 nXn 短 阵 A 有 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 Vi， Viv s Vio 
AVi 一 ANV,， 则 方程 X SAX 0h MS il H— IR X SV, 1<i<n. 
证 明 因为 > X,=0 导致 > ce VS, ce! =0 Mc =0, 1<i<n, RUA 
各 


m 


(XoXo oy X BEEK. 
为 了 证 明 问题 中 的 一 组 向 量 张 成 X' 一 AX 的 解 空间 ， 设 X 是 任意 解 ， 初 值 向 量 X(0) 作 为 
RRC WAI, EÈ V, Viv os V, 的 一 个 线性 组 合 ， 例 如 
xO) = Sav, 
a 


定义 Y= D aX. W 


oT 
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Y= Dax, = eae, = Sada, = AC ex) = AY 
于 是 ， Y 和 X 都 是 微分 方程 的 解 ， 且 它 们 有 相同 的 初 值 : Y(0) 一 X(0). (为 什么 ?) 由 初 值 问 
题 的 唯一 性 定理 ， 我 们 得 到 Y 一 X， 或 换言之 ，X 一 Dax. a 
a 


若 A 有 定理 2 中 提 到 的 性 质 ， 则 存在 一 个 其 列 向 量 为 W ，V: s V, 的 非 奇 异 矩 阵 P， 
等 式 AV, =A Vi,， 转 换 成 矩阵 记号 为 
AP = PA (A) 
其 中 4 是 在 对 角 线 上 有 4!，4:;，…，4, 的 对 角 阵 ， 考 虑 用 X= PY 表述 的 (相关 ) 变 量 的 改变 . 
因为 已 非 奇异 ， 所 以 我 们 可 从 X BKE Y. YA FIER: 

Y = P’ X’ = P? AX = P' APY = AY (5) 
因为 4 是 对 角 阵 ， 因 此 ， 关 于 Y 的 微分 方程 比 关于 X 的 微分 方程 简单 得 多 ， 在 方程 组 Y =AY 
中 各 自 的 方程 是 非 而 合 的 ， 可 以 分 别 求解 . 

例 1 当 


时 求解 初 值 问题 X = AX, 
解 矩阵 A 一 MT 是 


TA: 0 1. AT 
| =A 0 | 
0 研一 


而 它 的 行列 式 是 A 的 特征 多 项 式 : 

《1 一 人 )( 一 人 )( 一 1 一 2) 
这 个 多 项 式 的 根 是 A 的 特征 值 ， 它 们 是 二 1， Xs 二 0, Xs 二 一 1， 对 每 种 情况 ， 我 们 通过 解 AV, 一 
A V, 求 特征 向 量 ， 把 这 些 向 量 作为 矩阵 P 的 列 向 量 ， 得 到 


torf 
P=|01 0 


0 0 =£ 
其 次 ， 我 们 求 
1 
lo + 
P?= {0 1 0 
1 
0 0 -3 


车 Y=(y,，y:，ys)"， 则 关于 Y 的 初 值 问 题 是 Y" 一 AY， 其 中 
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10 0 
A=P "AP = f 0 o| 
0 0 1 
因此 ， 我 们 有 
8 
Y(0) = P“ X0) = | | 
一 3 
而 它 的 解 是 
yw =8 y=7 ys = Set 
WA X=PY, WA X=(zi，z ，zs)7 对 应 的 解 是 
am = 8e—3e" n=] z= 6e 图 
8.11.2 矩阵 指数 


有 一 个 求解 方程 组 X 一 AX 的 优美 方法 ， 这 个 方法 在 希望 数值 计算 解 之 前 不 必 涉 及 A 的 
特征 值 ， 我 们 首先 定义 矩阵 指数 、 
定义 1( 短 阵 指数 的 定义 ) 若 A 是 一 个 方 阵 ， 我 们 取 


oa ItAt BAe tay (6) 
这 个 定义 是 从 标准 级 数 
esitti taet (7) 
中 用 矩阵 替代 复 变量 = 导出 的 ， 为 了 观察 e* 的 级 数 的 收 化 性 ， 我 们 在 C" 上 取 任 意 范 数 并 使 用 
mo Xn EAN BAC. A AR SHAN F : 
Pra SEES Aur (8) 
当 <= | A | 时， 这 个 最 后 的 表达 式 是 通常 的 指数 级 数 的 尾部 ， 因 此 ， 当 m-_=co 时 ，e 的 级 数 


的 尾部 收敛 于 0. (众所周知 ， 这 个 理由 采用 了 给 定 范 数 的 >Xn 矩阵 空间 的 完备 性 . ) 
若 :是 一 个 实 变量 ， 则 tA 二 At， 由 我 们 的 定义 得 出 


“= fa (9) 
在 级 数 中 关于 : 的 微分 以 及 随后 的 简化 给 出 
den = Ae" ao 


定理 3( 初 值 问题 的 解 的 定理 ) 初 值 问题 
X 一 AX 
XO) 已 指定 
的 解 是 X(t) =e*X (0). 
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TEAR 从 公式 X=e*W, W=X(0), RAWNA 
X’ = Ae*W = AX 
X0) = AW =W a 
8.11.3 对 角 阵 和 可 对 角 化 阵 
为 了 在 实际 运用 中 使 用 上 面 的 结果 ， 有 必要 采用 一 种 有 效 的 方式 计算 矩阵 的 指数 ， 我 们 从 
A 是 对 角 阵 的 情况 开始 ， 若 A 二 diag As A s A) WERKE A* 二 diag (Xf， aby ry 
类 )， 因 此 ， 对 这 样 的 A, 
“= 5 fidaga sA st AA) 


=o 


= diag (er! sett! ++ ee") (11) 
在 此 特殊 情况 中 ， 微 分 方程 X' 一 AX 的 解 有 分 量 
a(t) = ex0) (<i<n) 
刚才 给 出 的 分 析 可 同时 延伸 到 A 不 是 对 角 阵 而 是 可 对 角 化 的 情况 .可 对 角 化 意 指 A 相似 
于 对 角 阵 ， 换 言 之 ， 对 某 个 对 角 阵 A 和 某 个 非 奇异 阵 已 ， 有 P :AP=A4， 若 这 个 等 式 成 立 ， 则 
如 (5) 式 所 示 ， 变 量 的 改变 X= PY 把 微分 方程 X“ 一 AX 改变 成 Y = AY. 初始 条 件 X(0) 变 成 
Y(0)= 一 P-X(0)， 而 解 是 
X = PY = P(e“P'X(0)) = Pdiag(e' e, ,@)P 1X(0) (12) 
8.11.4 ENAR 
我 们 直到 现在 才 讨论 A 是 不 可 对 角 化 的 情况 .这 意味 着 C "没有 A 的 特征 向 量 组 成 的 基 . 
这 种 情况 的 两 个 简单 的 例子 由 下 式 给 出 


A 1 0 
J(A,2) = LE '] JQs3) = k a | 
0 à 
0 o as 
我 们 详细 地 讨论 J(A，3)。 因 为 这 个 矩阵 是 上 三 角 的 ， 所 以 它 的 对 角 元 是 其 特征 值 ， 因 此 JG， 
3) 有 单个 特征 值 并 且 如 果 写 出 等 式 J(X4，3)X=XX， 则 我 们 有 
Ar; 十 Ta = ÀT, 
| Ta = ÀT: 
ar; = Ara 
显然 推出 z 一 zs 一 0， 所 以 仅 有 形式 为 X= (8，0，0)7 的 解 ， 此 解构 成 一个 一 维 空间 ， 换 言 
Z. JQ，3) 的 特征 向 量 只 张 成 R ?或 C :中 的 一 个 一 维 子 空 间 ， 对 每 个 & 之 2， 存 在 形式 为 JQ， 
已 的 矩阵 ， 它 们 都 具有 我 们 刚才 对 J(A，3) 所 说 的 相同 的 性 质 ， 这 些 矩阵 称 为 若 尔 当 块 ， 这 一 
主题 的 基本 定理 如 下 
定理 4( 若 尔 当 块 定理 ) 每 个 方 阵 相似 于 一 个 在 它 的 对 角 线 上 有 若 尔 当 决 的 决 对 角 阵 . 
定理 中 提 到 的 特殊 形式 称 为 给 定 矩 阵 的 车 尔 当 标准 形 ， 下 面 是 几 个 若 尔 当 标准 形 的 3X 3 J 
阵 的 例子 ， 
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0 0 1 0 5 0 0 1 0] 5 1 0 
5 0 | 5 | b 5 | 0 0 | 5 1 
0 0 3 0 0 3 0 0 5 Lo 0 0 0 0 5. 


5 

0 
其 中 第 一 个 包含 3 个 若 尔 当 块 ， 而 第 二 、 第 三 和 第 四 个 包含 2 个 若 尔 当 块 ， 第 五 个 本 身 是 1 个 
若 尔 当 块 . 


若 尔 当 块 可 写成 形式 
Jak) = Ale + H, a3) 
其 中 L BARR Xk ALTE, H, 表示 下 列 形式 的 &Xk 阵 : 
ro 1 0 … 0 0 0 
0 0 1 = 0 0 
0 0 0% 0 0 0 
ApS [bo Fete cb ot (14) 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 0 
容易 看 出 用 H, 乘 一 个 向 量 的 影响 ， 我 们 有 
0 1 0 0 07 f& & 
0 0 1 0| |e & 
A 5 = F a5) 
0 0o 0 = 0 1] ley & 
0 0 o = 0 Of le 0 


因为 每 次 应 用 H, 乘 V 消去 一 个 分 量 ， 所 以 显然 有 HiV=0. lk, H EEEH: 4, Hi =o. 
H 4 是 一 个 若 尔 当 块 时 ， 这 个 事实 在 计算 e* 中 是 有 用 的 .因为 H 的 UOC RTA JA 
H0, KARNA 


EM tHo = ùh eM 


Qel, Hy 
“BSP 2S 


= [tt HiH acn] a6) 


注意 在 前 面 的 计算 中 我 们 使 用 了 公式 "=e", (WIE 8. 11.13.) 
现在 我 们 求解 A SEH AS Sk OE SF BEX” =AX, i ASAL +H, 应 用 定理 3 和 
《16) 式 得 到 解 ; CRE 


X(t) = e“X (0) = è| L +tH, 十 如 再 pe poe Hy 7 
a ato a-p |X (0) a7) 
例 2 求解 初 值 问题 X' 一 AX， 其 中 


g 
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[3 


5 
A= X(0) = 3 


owne 


0 0 
0 1 0 
0 3 1 
0003 9 
解 EPRA 具有 形式 31, 十 H,， 由 (17) 式 给 出 的 解 是 


XGO = “+H, + H+ HD XO) 


5 
= e : +te* g tire ; tire 4 
9. 0. 0. 0. 
7+ St+ 1. 5P +1. 52° 
a [5430+ 4. 50 e 
3 十 9z 


a 
8.11.5 完全 一 般 性 解 
现在 可 以 描述 微分 方程 组 X'=AX 完全 一 般 性 的 解 ， 从 A 的 若 尔 当 标准 形 和 把 它 变 为 若 
尔 当 标准 形 的 相似 变换 出 发 ， 假 如 ， 
P"*AP=C 
其 中 C 是 4 的 若 尔 当 标准 形 ， 我 们 知道 变量 的 改变 X= PY HER BORG Y =CY. (关于 这 


一 点 见 (5) 式 . ) 微分 方程 Y' 二 CY 可 分 成 解 开 的 块 ， 为 此 ， 考 虑 下 面 的 例子 
1 0 


1 
Soooa 
oon=mo 


0 
0 
7 
0 


ooon 
“mooo 


微分 方程 是 
A koe 
Yz = 5y + ys 
y = 5y 
Y= T+ ys 
ys = Tys 
显然 ， 第 一 组 3 个 方程 可 通过 它 本 身 求解 ， 而 后 面 一 对 也 可 由 它 本 身 求解 ， 一 般 情况 是 十 分 类 
似 的 ， 我 们 看 到 C 中 的 每 个 若 尔 当 块 产生 一 组 微分 方程 ， 它 是 从 保留 的 方程 中 解 开 的 ， 对 每 个 
若 尔 当 块 ， 可 以 得 到 像 (17) 式 中 那样 的 一 块 解 . 
例 3 利用 上 面 的 矩阵 C， 解 具有 初始 条 件 Y(0) 一 (3，2，8，4，1)7 的 初 值 问题 六 一 CY. 
R ”两 个 解 开 的 系统 是 


H-E: IE) -f 
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GJEJE] aa 


利用 例 2 中 说 明 的 方法 ， 我 们 得 到 这 些 解 : 


V 3 yi 
b: = e (1+:H, +} H) 由- je ee H 
ys 0. 
B+ 21+ 40 
= [ee E] 
Ys 


-eari = et] ls]- [4+z1je” a 
TAMER X AX 的 理论 中 ， 指 数 o 称 为 方程 的 基本 矩阵 ， 我 们 已 经 看 到 它 是 求 
解 相应 的 微分 方程 初 值 问题 的 关键 ， 若 我 们 持 有 A 的 若 尔 当 标准 形 C， 并 知道 相似 变换 


P'AP=C 
则 可 以 用 X= PY 改变 变量 ， 解 方程 Y 二 CY， 再 回 到 X， 最 终 得 到 
X = PY = Pe“ Y(0) = Pe®P™' X(0) (18) 
另 一 方面 ， 我 们 知道 解 的 另 一 种 形式 X=e* X(0)， 把 它 与 (18) 式 比较 ， 得 出 
e“ = Pet p™ 


这 是 种 计算 基本 矩阵 的 方法 . 
8.11.6 非 齐 次 问题 
已 经 建立 的 原则 现在 可 应 用 于 非 齐 次 问题 
X’=AX+W (19) 
其 中 W 可 以 是 1 的 一 个 向 量 函数 ， 首 先 我 们 考虑 A 是 可 对 角 化 的 情况 ， 相 似 变换 PAP =A 
产生 一 个 对 角 阵 4， 变 量 蔡 换 X 二 PY 变换 (19) 式 为 


Y =AY+P °W (20) 
这 是 一 组 完全 分 离 的 个 方程 ， 其 中 典型 的 一 个 具有 形式 
FO = ant) +e en 
这 个 方程 的 解 是 
1 = e [KO + ecod] (22) 
例 4 设 


0 0 t 5 
a-f 1 | wf | xo- f 
lo 0 2 int. 


求解 方程 XX =AX+W. 
解 ” 这 个 方程 组 由 下 列 单独 的 解 开 的 方程 组 成 


zt 
t= ntt 


z, = 2z, + sint 
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由 (22) 式 得 到 的 解 是 
na=s+f du = s+ 
=O=e[7 + ssd]= sc 一 :一 1 
z= efo +f e*sins ds]= Sex — 2sint— Leost a 


如 果 方程 X =AX+W 中 的 矩阵 A 不 可 对 角 化 ， 则 我 们 可 使 用 若 尔 当 标 准 形 和 一 个 变量 
替换 把 问题 分 开 为 解 开 的 子 系统 ， 因 此， 用 一 个 单独 的 若 尔 当 块 来 说 明 这 个 过 程 就 足够 了 . 


BS 设 
5 1 0 y 5 
a=b 5 1| "| | x= 
0 0 5) int. 9 


求解 方程 X =AX+W. 
解 单独 的 方程 是 


zr 一 5r: +n +t 
z, = 5x, + sint 


这 里 推荐 的 过 程 是 从 末端 开始 以 相反 的 次 序 解 方程 ， 这 就 得 到 
z(= e" [9+ ff e*sins ds} 


f: =57n +n +t 


A ES a SPON i 
= (9+36)e 其 sint — zgosti 
a= e (74 f'e”) + sls) 


Cta w)“ +t (2 tale 


《12sint + reos) — Lt — Lx) 


+ 26 a 257" 


n= e {5 f+ [zal +$ Jds} 


74 10 1 1 
M i 
= (5+z)" + (7435 ag )te + A a 
一 二 (55sine + 37cost) 一 了 一 如 a 


在 计算 矩阵 指数 e* 的 工作 中 必须 充分 认识 到 可 能 的 隐患 ， 我 们 对 读者 推荐 Moler and Van 
Loan[1978] 的 论文 ， 他 们 的 研究 指出 下 列 4 步 过 程 在 大 多 数 情况 下 是 适用 的 : 

1. 设 j 是 使 | A || /2’<1/2 的 第 一 个 正 整数 . 

2. 车 是 给 出 的 相对 误差 容 限 ， 选 择 p EELO (p+ 1) 1/e 的 第 一 个 正 整 数 . 
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结 
习 
K 


p 


3. 根据 截断 泰 勤 级 数 e= 》) z /Al 计算 e”. 


4. 把 第 3 步 计算 的 e*” 平方 ) KER eS e”, 

从 第 4 步 得 到 的 es 的 计算 值 是 e***， 其 中 玉 是 一 个 满足 El/ All S 的 和 矩阵， 这 个 
论 引用 的 是 参考 文献 中 的 推论 1. 
题 8.11 
设 


10 3 
A= E 1 一 | 
30 1 
求解 方程 X 一 AX 的 通 解 . 
( 续 ) 求 上 题 中 的 方程 服从 初始 条 件 Xe 一 (一 1，4，7)7 的 解 . 


3, 求 下 列 方程 组 的 通 解 


Gi 


= = 3z — 5r: 
2, = 2x +n 

对 任意 n Xn 的 矩阵 A， 证 明 : cf 是 非 奇异 的 ， 注 意 ， 没有 假设 对 所 有 nX nA ABA che = et, 
RFE.) 

《 续 ) 用 例子 说 明 等 式 e'e" = 
证 明 , 若 A=P-BP,， 则 。 


不 总 是 成 立 的 提示 :考虑 ev ，ee 和 eta 
P- es P. 


.详细 说 明 如 何 利 用 (8) 式 的 估计 以 及 完整 的 论证 建立 (6) 式 收 化 性 . 


对 用 归纳 法 证 明 ， 若 V，，V;，…，V, 是 矩阵 对 应 于 个 不 同 的 特征 值 的 特征 向 量 ， 则 {V ，V: ，…，V,)} 
线性 无 关 . 

通过 对 e 的 级 数 的 微分 证 明 (10) 式 . 

.利用 上 面 习题 8. 11. 6 中 的 结论 ， 不 作 变量 亚 换 直接 建立 (12) 式 中 的 结果 . 

. 设 日 是 xm 矩阵 ， 并 设 wW，Vz，…，W 是 R "中 的 向 量 使 得 V 0, BV: =0, BV,=Vi, =, BV = 
Vi-， 利用 对 的 归纳 法 证 明 {(V, ，V: ， Vi REE. 能 够 为 多 大 ? 


,对 一 个 二 阶 和 矩阵 ， 求 出 使 它 的 若 尔 当 标准 形 只 含 一 个 车 尔 当 块 的 确切 条 件 . 


, WER e^t = ere” 4 HAL AB=BA, 〈 见 上 面 习题 8. 11. 5. ) 


证明: 若 A 和 B 用 同样 的 相似 变换 对 角 化 ( 即 ，PAP-'! 和 PBP REM), W AB= BA. 


,证 明 线 性 方程 组 
X=AXHVOD XO)=W 
的 解 为 
xX@ = ewet fem Visdds 
说 明 这 里 出 现 的 不 定 积分 代表 什么 . 


BX 在 不 是 0 的 点 。 上 给 定时 ， 初 值 问题 X 二 AX 的 解 是 什么 ? 
17. 


说 明 方程 组 


x’ = Ax a-[ i . 
~ r irai 
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的 基础 矩阵 是 

1 pee“ +3e — Ge + 6e 

中 -re wert | 
18, WEH: MARKER PONS j 列 是 初 值 问题 X 一 AX，X(0) =U, 的 解 ， 其 中 U, 是 第 j 个 标准 单位 向 量 . 
19. 对 ex 的 逆 作 一 个 猜想 ， 然 后 证 明 你 是 对 的 .注意 : 一 般 说 来 e ere, 


20. 设 
5 4 3 1 
af 0 | 5 x 
1-2 1 
RA X’ 二 AX. 
21. 完成 例 4. 


22， 证 明 : 一 个 不 可 对 角 化 的 矩阵 是 可 对 角 化 矩阵 序列 的 极限 . 

23.( 续 ) 考 虚线 性 方程 组 X SAX, XCO=V, Hp A 不 是 可 对 角 化 的 若 B 是 一 个 接近 于 A 的 可 对 角 化 阵 ， 
则 关于 Y' = BY，Y(0)=V 的 解 可 说 些 什么 ? 

24. WEA, det e*=e"* ,其 中 A RER nX nET tr(A) 是 A 的 迹 - 一 - 即 A 中 对 角 元 素 之 和 . 


25. 对 nXn A, BILAL = > tay | .证明 
mt 
le Inalt 
26. 尽管 一 般 说 来 es**'* 取 ee”， 但 是 可 证 明 e^t = lim[ e" "I. 


8.12 ”刚性 方程 


常 微分 方程 组 中 的 刚性 指 的 是 向 量 解 中 分 量 的 时 间 尺 度 相差 悬殊， 通常 某 些 相 当 好 的 数值 
方法 对 刚性 方程 用 起 来 很 差 。 当 数值 解 中 的 稳定 性 只 能 以 非常 小 的 步 长 才能 达到 时 发 生 这 种 
情况 . 

刚性 方程 产生 在 一 些 应 用 中 ， 例 如 ， 在 空间 飞行 器 的 控制 中 ， 预 期 的 飞行 路 径 是 十 分 光滑 
的 ， 但 是 当 发 现 计 划 的 飞行 路 径 出 现任 何 偏离 时 在 过 程 中 可 以 作出 非常 迅速 的 校正 ， 这 种 问题 
的 另 一 个 来 源 是 化 学 过 程 的 监控 ， 因 为 物理 的 和 化 学 的 变化 可 能 存在 时 间 尺 度 上 的 巨大 差异 ， 
在 电子 电路 理论 中 ， 因 为 微 秒 级 的 瞬间 变化 可 能 强加 在 大 致 平稳 的 电路 上 ， 所 以 产生 刚性 
问题 . 

8.12.1 欧 拉 方 法 
可 对 一 个 简单 的 模型 问题 用 欧 拉 方 法 来 说 明 数 值 上 的 难点 ， 欧 拉 方 法 是 一 阶 泰勒 方法 ， 对 
初 值 问题 
z = f(t,z) 
Zll) = zo w 
它 利用 下 式 进行 : 
Enti = Ta hf (tx) (n> 0) (2) 
现在 考虑 对 简单 的 试验 问题 
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i ae @) 
x(0) =1 
利用 欧 拉 方 法 的 结果 ， 用 欧 拉 方法 产生 数值 解 
他 = w 
Tai = 2, thax, = (1 十 风 )z。 
因此 ， 在 第 ww 步 ,近似 解 为 
a, = +h)" (5) 
另 一 方面 ,方程 (3) 的 实际 解 是 
x(t) =e (6) 
车 4<0， 则 (6) 式 中 的 解 是 指数 衰减 的 。 当 + 达到 无 穷 时 它 趋 于 0 的 稳定 状态 . (5) 式 中 的 数值 
解 趋 于 0 当 且 仅 当 | 1 十 A | 二 1。 这 人 迫使 我 们 选择 >0 以 使 得 1 十 从 > 一 1， 因 为 二 0， 所 以 
必须 强加 条 件 A<< 一 2 
例如 ， 若 一 一 20， 虽 然 我 们 尝试 跟踪 的 解 在 初始 时 刻 :二 0，z=1 以 后 不 久 极为 平坦 ( 特 
别 在 0 点 )， 但 是 必须 取 AO. 1、 我 们 注意 到 (0) =e" < 2.110%, 21, Ae, FER 
数值 解 必须 用 小 步 长 继续 进行 ， 而 解 的 性 质 指 出 可 以 采用 大 步 长 ， 这 个 现象 是 刚性 的 一 个 方 
面 ， 像 e “那样 的 函数 几乎 直接 ( 即 以 非常 大 的 负 斜 率 ) 衰 威 到 0 称 为 旧 变 现象 ， 因 为 它 的 物理 
作用 具有 短暂 的 持续 时 间 ， 我 们 期 望 肯 变 函 数 的 数值 轨迹 需要 小 步 长 ， 直 到 瞬 变 作用 变 得 忽略 
不 计 为 止 ; 之 后 ， 一 个 好 的 数值 方法 应 该 允许 大 步 长 ， 但 欧 拉 方 法 不 满足 这 个 要 求 . 
8.12.2 修正 的 欧 拉 方 法 
相反 ， 隐 式 的 欧 拉 方 法 可 以 符合 刚才 提 到 的 准则 ， 隐 式 的 欧 拉 方法 由 下 式 定义 
Ens = Tt hf Cnr stani) (n> 0) (7) 
当 这 个 方法 应 用 于 (3) 式 中 的 试验 问题 时 ， 我 们 得 到 
x= 


(8) 
Enpi = Ts + bran 


这 给 出 
Sen = (1— h)a, (9) 
肉 此， 在 第 n 步 我们 有 
加 一 (1 一 风 ) (10) 
对 负 的 4， 数值 解 应 该 酷似 实际 解 的 要 求 变 成 
11 一 众人 <1 an 


这 对 一 切 ( 正 的 ) 步 长 h 显然 成 立 . 
8.12.3 ”微分 方程 组 

类 似 的 考虑 应 用 于 微分 方程 组 .我们 再 次 求助 于 这 个 原则 ， 就 是 说 一 个 好 的 数值 方法 应 该 
对 简单 的 线性 试验 情况 执行 得 很 好 . (记得 在 8. 5 节 中 使 用 这 个 原则 推出 稳定 性 和 相 客 性 是 
公认 的 线性 多 步 法 具有 的 基本 特性 . ) 下 面 是 一 个 简单 的 试验 案例 ， 它 是 一 个 包含 两 个 微分 方 
程 的 方程 组 : 
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x’ =ar+py x0) =2 ap 
y =ßr+ay y0) =0 
其 解 是 
fa) = eth + elem 
yp = seem 一 em 
若 用 欧 拉 方 法 计算 方程 (12) 的 数值 解 ， 则 前 进 求解 的 公式 是 
ie = ta hlar, By) ro =2 
Yasi = Ya thlPr, Haya) Yo =O 


(13) 


(14) 


这 些 差 分 方程 的 解 是 

f= 三 (1 十 oh 十 Bh)" 十 (1 十 oh — ph)" is) 

ye = tah + ph)" — A +ah — ph)" 
我 们 感 兴趣 的 情况 由 a< 所 确定 ， 用 这 个 假设 ， 方 程 (13) 的 解 按 指数 衰减 到 0， 为 了 使 方 
程 (15) 中 的 数值 解 酷似 这 个 性 态 ， 我 们 要 求 

| 1+ah+phi<1 | 1+ah—phi<l a6) 
因为 由 ac<p<0， 所 以 (16) 中 的 不 等 式 等 价 于 单个 条 件 

0<h<—2/(a+p) 
为 看 看 能 发 生 什 么 人 情况， 假设 = 一 20 A 8p= 一 19， 则 我 们 的 解 是 e-* 和 e-' 的 组 合 ， 其 中 第 1 
个 是 啤 变 函数 ， 在 一 个 短暂 的 时 间 区 间 以 后 它 与 。' 相 比较 是 可 忽略 不 计 的 ， 但 是 瞬 变 将 控制 
遍及 整个 数值 解 的 允许 的 步 长 . 
8.12.4 一 般 的 线性 多 步 法 
我 们 考察 8. 5 节 中 一 般 的 线性 多 步 法 .为 了 对 单个 试验 方程 (3) 满 意 地 执行 这 个 方法 ， 看 

看 它 应 该 有 什么 附加 的 性 质 ， 一 般 的 方法 有 下 列 形式 


At, FOr Ey He +H aota = hlbsf, + br fas to + faa] a7) 
当 这 个 式 子 应 用 于 试验 方程 时 ， 我 们 得 到 
AZn Fy Tyna He H aota = hA Citn + britai Ho H boaa) a8) 
因此 ， 数 值 解 将 求解 齐 次 线性 差分 方程 
Car — Raby) zs + Cari — hàbr i dtn- He + Cao — hbo ne 一 0 a9) 
这 个 方程 的 解 将 是 类 型 为 z, =r 的 某 些 基本 解 的 组 合 ， 这 里 > 是 多 项 式 
$C) = Cay — Rab zt + Cari — Habe 2) + + + Cao — hbo) (20) 


的 一 个 根 ， 注 意 (20) 式 中 定义 的 多 项 式 具有 形式 $= p—ahg, HP p Ag 是 8. 5 节 中 所 用 的 多 
项 式 ， 即 
Plz) = azt tarni +o faye a (21) 
Q(z) = be! + bet! $e thet by (22) 
8. 12.5 A 稳定 性 
若 试验 问题 (3) 中 的 A<O, De RI RR. 为 使 从 (17) 式 中 的 多 步 法 得 到 的 数值 解 反 
映 这 个 性 态 ，(20) 式 中 的 多 项 式 $ 的 所 有 根 必须 位 于 贺 盘 | = | 二 1 中 .对 4 的 复数 值 M 一 /十 
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iv， 试 验 问 题 的 解 是 
a(t) = e = ee™ = e” (cosu+tising) 
在 此 情况 下 指数 衰减 对 应 于 <0. 为 了 使 多 步 法 顺利 执行 这 个 问题 ， 只 要 ADO H Re(a)<0, 
我 们 希望 % 的 根 出 现在 单位 圆 盘 的 内 部 ， 这 个 性 质 称 为 4 稳定 性 . 
如 (11) 式 中 所 示 ，(7) 式 中 的 隐 式 欧 拉 方 法 是 A 稳定 的 .由 


z, ~ ani = Fh fet for] (23) 
定义 的 隐 式 梯形 方法 也 是 A 稳定 的 ， 因 为 多 项 式 #$ 是 
H(z) = = 一 1 一 站 (二 + 去 ) 


并 且 它 的 根 是 <= (2+2h)/(2—-Ah)s 容易 看 出 当 h>>0 H Re(a)<0 时 ， 这 个 根 是 在 单位 圆 盘 
内 部 

Dahlquist[1963] 的 一 个 重要 定理 宜 称 一 个 A 稳定 的 线性 多 步 法 必 是 一 个 隐 式 方法 ， 并 且 
它 的 阶 不 超过 2， 这 个 结果 对 A 稳定 方法 加 上 了 一 个 严格 的 限制 。 隐 式 梯形 法 则 通常 用 于 刚性 
方程 ， 因 为 它 在 所 有 的 A 稳定 多 步 法 中 具有 最 小 的 截断 误差 . 
8.12.6 绝对 稳定 性 区 域 

每 个 多 步 法 都 有 一 个 绝对 稳定 性 区 域 ， 这 是 复数 w 的 集合 ， 它 使 得 p— wg 的 根 位 于 单位 
圆 盘 的 内 部 ， 从 前 面 的 讨论 可 得 : 若 Ah 位 于 绝对 稳定 性 区 域 中 ， 则 对 试验 问题 z =r 的 方法 
就 能 顺利 工作 ， 我 们 也 注意 到 一 个 方法 是 A 稳定 的 当 且 仅 当 它 的 绝对 稳定 性 区 域 包含 左 半 
平面 . 

例 1 欧 拉 方法 的 绝对 稳定 性 区 域 是 什么 ? 

解 ” 欧 拉 方 法 由 下 式 定义 

Ta Zen 一 有 Fo 

因此 ，p(z) 二 z 一 1，g(z) 二 1，$(z) 二 z 一 1 一 w， 其 中 w=Ah.、$ 的 根 是 z 二 1 十 w， 为 使 $8 的 所 有 根 
在 单位 圆 盘 的 内 部 ， 我 们 需要 | 1+w | 二 1， 这 是 一 个 复 平面 上 中 心 在 一 1 的 半径 为 1 A. 

因为 A 稳定 性 是 如 此 严格 的 限制 的 ， 所 以 不 具有 这 种 性 质 的 方法 是 决 不 用 于 刚性 方程 的 . 
当 我 们 使 用 方法 时 ， 和 希望 w= Ah 位 于 方法 的 绝对 稳定 性 区 域 中 .4 附属 于 求解 的 微分 方程 对 
单个 线性 方程 ，4 是 方程 中 z 的 系数 ， 对 单个 非 线性 方程 ，) 可 能 是 用 线性 方程 局 部 地 到 近 方 
程 产生 的 一 个 常数 。 对 线性 方程 组 X “= AX，》 可 能 是 A 的 一 个 特征 值 ， 因 此 , hA 的 每 个 
特征 值 应 该 位 于 所 用 方法 的 绝对 稳定 性 区 域 中 .对 非 线性 方程 组 ， 我 们 可 以 试图 用 线性 方程 组 
局 部 逼 近 给 定 的 方程 组 ， 并 应 用 前 面 的 准则 ， 这 个 想法 通常 是 不 可 能 实施 的 ， 因 此 ， 在 困难 的 
刚性 问题 情况 中 最 合适 的 安全 策略 可 能 是 回复 到 梯形 法 则 ， 初 值 问题 的 某 些 最 流行 的 代码 努力 
查 出 步 进 求 解 过 程 中 的 刚性 ， 并 且 当 出 现 刚性 时 采取 合适 的 防御 措施 ， 有 关 的 细节 建议 读者 查 
阅 Gear[1971] 以 及 Shampine and Gordon[1975] 的 文献 。 一般 说 来 ， 高 阶 方法 有 较 小 的 绝对 稳 
定性 区 域 ， 并 且 当 存在 刚性 时 ， 这 些 自 适应 代码 会 转换 到 具有 更 有 利 的 绝对 稳定 性 区 域 的 低 阶 
方法 ，( 见 Byrne and Hindmarsh[1987] 或 Shampine and Gear[1979]. ) 
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8.12.7 ” 非 线 性 方程 
为 考察 前 面 的 研究 与 非 线性 方程 组 的 相关 性 ， 我 们 转向 一 个 典型 的 假定 是 自控 的 方程 组 : 
X’ = F(X) (24) 
REX Re 的 向 量 函 数 ， 它 有 7 个 分 量 函 数 2, r +, rr. 右边 有 一 个 函数 下 ，R "一 人" 
这 个 函数 有 分 量 函 数 f. FF 的 雅 可 比 和 矩阵 是 矩阵 (J)， 它 定义 为 万 = 3 f/d r 在 点 
X。， 方 程 (24) 的 线性 化 形式 是 
X’ = F(X.) +J (XXX — Xo) (25) 
FEY JCX。) 表 示 J 在 X。 WA. (25) RIE —- TREAD AE. EE JX) W TE LE OE] 
人 注目 ， 车 方程 (24) 在 X。 附 近 是 刚性 的 话 ， 则 这 些 特征 值 满足 不 等 式 
Reli) < Re(az) < | < Re(a,) <0 
并 且 Re(h ) 比 Re(4,) 小 得 多 . 
车 多 步 法 对 这 样 的 问题 执行 顺利 的 话 ， 则 ha; 应 该 位 于 这 个 方法 的 绝对 稳定 性 区 域内 ， 若 
已 知 ， 则 可 利用 这 个 信息 适当 地 选择 h. 
习题 8. 12 
1. 求 由 (7) 式 定义 的 隐 式 欧 拉 方法 的 绝对 稳定 性 区 域 . 
2, 确定 问题 以 = (574 sin) 是 否 为 刚性 的 . 


3 确定 问题 
x” =—20x'— 192 
2(0) =2 2'(0) =— 20 
是 否 为 刚性 的 . 
4. 考虑 多 步 法 


atarna tates = Aafa + 4+ 30) foi] 

确定 ROTERREN. HEM, KAN, A BEHAN. (分 别 见 8.4 节 和 8.5 节 . ) 
5. 验证 方程 (15) 提 供 方程 (14) 的 解 . 
6. 求 (23) 式 隐 式 梯形 法 则 的 绝对 稳定 性 区 域 . 
7. 当 a<p<0 时 ， 证 明 两 个 不 等 式 关系 (16) 等 价 于 O<AK—2/(atp). 
计算 机 习题 8. 12 
+ 求解 具有 初始 条 件 zx(0) 二 1，zx'(0) = 一 V57 的 习题 8. 12. 2 中 的 微分 方程 (Riccati 变换 是 y= /zr， 它 可 以 用 来 

得 到 一 对 等 价 的 方程 ，y 一 57 十 sin(D) 一?， 忆 一 xy， H y(0) = 一 V 杂 ，z(0)=1， 使 得 能 够 应 用 共享 软件 . ) 
2. 对 方程 x 二 Xr，4<0 检验 隐 式 中 点 方法 

一 

确定 它 的 性 能 对 刚性 方程 是 否 令 人 满意 . 

3. 用 刚性 方程 组 


zi =—1 000z +r: zx(0)=1 

Ta = 999r, 一 2r z:(0) = 0 
描述 某 个 化 学 反应 。 证 明 x, 迅速 地 衰减 而 2, SM. HE MER NOE K, LRM 
方程 组 的 求解 是 困难 的 . 
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9.0 概述 


本 章 介绍 偏 微 分 方程 的 数值 解 问题 ， 在 这 个 领域 中 出 现 的 数值 计算 容易 过 度 地 耗费 最 大 和 
最 快 的 计算 机 资源 ， 因 为 在 求解 偏 微分 方程 中 通常 包含 巨大 的 计算 工作 量 ， 数 值 分 析 这 一 分 支 
是 当前 研究 十 分 活跃 的 一 个 分 支 ， 当 我 们 考虑 几 个 代表 性 的 问题 及 其 有 效 的 求解 过 程 时 ， 这 些 
问题 的 存储 量 和 运行 时 间 ( 即 使 在 超级 计算 机 上 ) 为 什么 如 此 巨大 就 变 得 清晰 了 . 


9.1 抛物 型 方程 : BRAK 
9.1.1 热传导 方程 
我 们 从 抛物 型 的 一 个 代表 性 的 偏 微分 方程 一 一 热传导 方程 ， 也 称 为 扩散 方程 开始 讨论 ， 如 
果 适 当地 选取 物理 量 的 单位 ， 则 热传导 方程 具有 下 列 形式 ， 
un Huy 十 we = u, a 
在 这 个 方程 中 ，u 是 一 个 z+，y，z 和 + 的 函数 ， 记 号 u, 表示 9 u / 91，u, 表 示 Ata /az 等 等 ， 
方程 (1) 决 定时 间 + 及 三 维 体 中 位 置 (z，y，x) 上 的 温度 u RIH ulr, y, z, DRR u 在 点 
(Coy y, z, OL BUM. Wie, u 是 4 个 实 变量 的 实 值 函数 . 
正如 在 常 微分 方程 的 理论 中 那样 ， 一 个 正确 提出 的 物理 问题 决 不 是 单独 由 一 个 偏 微分 方程 
组 成 的 ! 为 了 确定 问题 的 唯一 解 ， 必 须 存在 足够 数目 的 附加 的 边界 条 件 ， 下 面 我 们 用 一 维 形式 
的 热传导 方程 (1) 以 及 附属 的 条 件 作为 一 个 模型 问题 
Ua = tt @>0,0<zr<1) 
Ju(z,0) = gl£) (OS r<1) 
u(0,t) = a(t) (4>0) 
u(l,t)= 6) (4 >0) 
方程 组 (2) 模 拟 长 度 为 1 的 一 根 杆 中 的 温度 分 布 ， 其 端点 分 别 保持 温度 a) M b). 
图 9-1. ) 假 定 函数 &g，a 和 4。 是 给 定 的 ， 而且 初始 温度 前 面 由 函数 g 规定 。 两 数 是 (+， +) 的 
函数 ， 它 不 依赖 于 > Ale. 图 9-2 BAT BORA ule, OM, CREM x 和 + 确定 的 平 
面 的 一 个 子 集 . 
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图 9-1 单位 长 杆 
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9.1.2 有 限 差 分 法 

[616] 用 于 数值 求解 像 (2) 那 样 问题 的 主要 方法 之 一 是 有 限 差分 法 ， 它 涉及 区 域 的 初始 离散 化 如 下 
jt, =jk G> 
la-a (0<i<n+1) Ma 
变量 + 和 x 有 不 同 的 步 长 ， 分 别 用 上 Bh RR. AW x Wm KILO, 1], HA A=1/(n+1). 

我 们 的 目标 是 在 所 谓 的 网 格 点 (zx,，i,) 上 计算 解 函 数 u 的 近似 值 . 
过 程 的 下 一 步 是 选择 某 些 简单 的 公式 去 通 近 微分 方程 中 出 现 的 导数 .可 使 用 的 由 (3) 式 、 

(8) 式 和 (9) 式 得 到 的 一 些 熟 悉 的 基本 公式 是 


f(x) 一 天 [Cr 十 站 f(r)] (4) 
f(x) = PL fe th) = fx Ay] (5) 
fod = Ayan) 2f(x) + fla—h)] (6) 


当然 ， 存 在 许多 其 他 这 样 的 公式 ， 它 们 提供 各 种 精确 度 .( 见 7. 1 节 习题 . ) 
现在 ， 我 们 利用 (4) 和 (6) 式 ， 用 微分 问题 (2) 的 离散 化 形式 代替 微分 问题 ， 因 为 这 两 个 问 
题 有 不 同 的 解 ， 所 以 对 离散 问题 用 另外 的 字母 v: 


pelea +hyt) = 2002.0 Fola kt] = flor +b) — v2 40] (7) 
为 简化 记号 ， 我 们 在 (7) 式 中 设 r=r, Me=2,, Wola, BH v,. 结果 是 
pe Vars S Bua Fe) = Lana — 94) (8) 


当 (8) 式 中 的 7 一 0 时 ， 所 有 项 除 ws 外 都 已 知 、 当 然 ， 初 始 温度 分 布 g 给 出 
gC) = ulz: 0) = va 
换言之 ， 我 们 知道 对 应 于 1 一 0 的 + 层 上 的 u( 以 及 VRE. ELA vi 的 值 可 从 (8) 式 计算 . 
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为 此 ，(8) 式 可 写成 等 价 的 形式 
vam = Aon, = 2oy + ve) + ws 
或 者 利用 缩写 ;一 &/h?， 
win 一 my 十 (1 一 20)ww + svn; (9) 
利用 (9) 式 ， 数 值 解 可 以 在 :方向 一 步 步 前 进 . 图 9-3 中 的 略图 显示 了 (9) 式 中 涉及 的 一 组 
代表 性 的 4 个 网 格 点 ， 因 为 (9) 式 利用 前 面 的 值 v1.,，v,，vi+1 显 式 地 给 出 新 值 0+:， 所 以 
基于 这 个 式 子 的 方法 称 为 显 式 方法 . 


1 


Ssss 
= 


我 们 强调 ， 即 使 相继 w 的 计算 完全 精确 地 执行 ， 数 值 解 也 不 同 于 偏 微分 方程 的 解 ， 这 是 
因为 函数 v 是 一 个 不 同 问题 的 解 ， 即 微分 方程 的 有 限 差分 模拟 的 解 。 事 实 上 ， 内 为 在 近似 微分 
公式 中 使 用 低 精 度 ， 所 以 我 们 预料 到 有 一 个 相当 大 的 差别 . 

9.1.3 算法 

执行 前 面 显 式 方法 计算 的 算法 包含 两 个 阶段 : 初始 化 和 求解 ， 这 里 ， 在 [0，1] 中 网 格 点 zx 

的 个 数 为 "十 2，: 变量 的 步 长 为 &， 上 中 计算 的 步 数 是 M. 


input n, &, M 
hl/(nt1) 
sk/h? 
wglih) (ORI n+1) 
1-0 
output 0, Fy (wo, Wises + wati) 
for j=1 to M do 

waljk) 

Yet HbR) 

for i= 1 to n do 

We swi HO 28) w+ sr 


end do 
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并 


output), £, Cms vies. vat) 
Geers Wrens We Cs Vee th) 
end do 


我 们 极力 主张 读者 对 算法 进行 编程 并 执行 计算 机 习题 9. 1. 1 中 所 述 的 数值 实验 ， 此 类 实验 
产生 这 样 的 结论 ， 不 是 所 有 的 步 长 对 (h，k) 均 令 人 满意 ， 下 段 中 的 分 析 将 说 明 为 什么 这 个 结论 
是 正确 的 。 我 们 将 分 析 a(t) =b0)=0 时 的 特殊 情况 . 

9.1.4 稳定 性 分 析 
定义 数值 过 程 的 (9) 式 可 用 矩阵 -向 量 记 号 说 明 ， 设 :=jk 时 刻 值 向 量 用 V; 表示 ， 因此 ， 
Vij 


Vy 


Vy (10) 
Unj 
(9) 式 可 写成 
Vu = AV, an 
JOP A fin Xn EE 
1-2s s 0 0 ] 
s 1-2 s 0 
A=| 0 s 1-2s 0 (12) 
0 0 0 s+ 1-25 


注意 ， 因 为 a(#) 二 b(t) 二 0， 所 以 wj 二 vi. 二 0， 因 此 ， 在 每 条 水 平 线 上 仅 出 现 n 个 未 知 值 . 

在 这 个 阶段 ， 论 证 可 用 两 种 方法 进行 ， 第 一 种 论证 与 物理 事实 有 关 ， 因 为 杆 的 端点 保持 温 
度 为 0， 所 以 当 :~ce 时 ， 杆 中 的 温度 将 趋 于 0。， 内 此 我 们 必须 要 求 当 :一 oo 时 ， 数 值 解 也 趋 于 
0. AAV. = 二 AV,， 所 以 有 

: V; = AV; = AV; = = AV, 
由 4.6 节 定 理 5， 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

1. 对 一 切 向 量 V， limA’V=0. 

2. p(A)<L1. 

ICI p(4) 是 矩阵 A 的 谱 半 径 ， 因 此 ， 应 该 选择 参数 $=k/h 使 得 p(A) 一 1. 

如 果 不 要 求 分 析 温 度 分 布 的 物理 问题 ， 代 之 分 析 数 值 计算 中 舍 人 误差 的 影响 也 可 以 得 到 同 
样 的 结论 ， 假 如 在 某 一 步 (可 假定 是 第 1 步 ) 引 进 误差 . 则 代替 向 量 V。， 我 们 有 它 的 一 个 扰动 
你， 显 式 方法 将 产生 向 量 六 ,二 A 六。， 在 第 j 步 的 误差 是 

V,-V, =A'V,-A’V, = AV, —%) 
为 保证 这 个 误差 在 j 一 oo 时 消失 ， 仍 然 要 求 p(A) 一 1. 
特征 值 的 确定 将 在 后 面 给 出 ;计算 结果 得 到 A 的 特征 值 是 
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à; = 1 — 2s(1 — cos6,) 6 = ix Q<j<n) (13) 
: i n+l 


为 使 p(A) 小 于 1， 我 们 要 求 
~1<1—2s(1—cos8,) 一 1 
HHMH s< C1 —cosf,) “此 式 成 立 ， 因 为 “是正 的 ， 所 以 对 s 最 大 的 限制 出 现在 cosb = 一 1 时 . 
WY jan 时 0, 十 分 接近 于 x， 所 以 必须 要 求 s<1/2. 
小 结 : 为 使 前 面 的 显 式 算法 稳定 ， 必 须 假定 ;=k/h* 考 1/2. 
严格 的 限制 Ah? /2 使 得 这 个 方法 非常 缓慢 .例如 ， 若 h 一 0.01， 则 的 最 大 允许 值 是 5 X 


10-5. ARTF 0<t<10 计算 解 ， ELEL OLERE 而 网 格 点 数 大 于 2 千 万 ! 故 显 式 


方法 的 漂亮 和 简洁 性 伴随 无 法 接受 的 低 效 率 . 
为 完成 前 面 的 分 析 ， 必 须 证 明 A 的 特征 值 为 (13) 式 中 所 给 出 的 那样 ， 首 先 注意 (11) 式 中 
的 A 可 写成 


A=I-8 
Hh B Èn Xn HERR 

2-1 Om 0 

-1 2-1 0 

B=| 0-1 2 0 (14) 

0 0 Om 2 
A 的 特征 值 4; 和 B 的 特征 值 y, 的 关系 为 

N=1— gu 


因此 ， 只 要 确定 B 的 特征 值 就 足够 了 . 
引 理 1( 三 对 角 阵 特征 值 和 特征 向 量 引 理 ) 设 工 二 (sin9，sin29，…，sinn0)T". ¥O=ju /(n 
十 1)， 则 工 是 已 对 应 于 特征 值 2 一 2cosb 的 特征 向 量 . 
证 明 BBY =28, 85-4. KP B= BO RRPARAS. Alt, #2i< 
n 一 1, 则 
(Br), = D) (28y — miy — 8-1), 
= 25 — zm — zn 
= 2sinið — [sin(i+ 18+ sin(i— 1)0] 
= 2sinid — 2sinidcosd 
= (2 — 2cos9)sinið 
= (2 — 2cos0) x; 
这 里 我 们 用 了 标准 关系 sina +A) +sin(a—f) 二 2sinacos8& Hi=1 Ri=n, HH x =0 M x,.,=0 
则 我 们 可 利用 相同 的 计算 ， 公 式 z, 一 sini9 自动 地 给 出 20. =0, HY sin(n 十 1)9=0 或 对 某 个 整 
数 j，(n 十 1)9 一 jx 时 ， 等 式 r 一 0 成 立 ， 因 此 两 个 特殊 情况 (i 二 1 及 i 一 站 为 : 
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(Br), = 22, — z; = 2x; — t, — zo = (2 — 2c0sh).x1 
(Br), = 2, — Tai = 2I, — Iari — Te = (2— 2089) ay 
把 所 有 个 这 样 的 等 式 合 在 一 起 ， 我 们 有 
Br = (2—2cos6)x a 
9.1.5 稳定 性 分 析 : MSAK 

偏 微分 方程 求解 过 程 中 的 稳定 性 问题 出 现在 几乎 所 有 含有 时 间 独 立 变量 的 问题 中 ， 因 为 我 
们 对 长 时 间 区 间 上 的 解 感 兴趣 ， 所 以 自然 要 讨论 稳定 性 问题 ， 上面 分 析 显 式 方法 中 的 稳定 性 使 
用 的 方法 称 为 矩阵 方法 ， 另 一 个 归于 von Neumann 的 方法 称 为 傅 里 叶 方法 ， 在 此 法 中 ， 我 们 
试图 求 一 个 具有 形式 为 

vis = eh ett G =/=) a5) 
的 有 限 差分 方程 的 解 . 这里， 我 们 用 / RE i 作为 第 1 个 下 标 使 得 它 不 会 与 复数 =TM.) 
一 旦 这 样 做 了 以 后 ， 适 当地 选择 DRH 1 一 oo 或 n>oo 时 这 个 解 的 性 态 ， 显 然 ， 这 依赖 于 
(15) 式 中 的 因子 e= Eee | >1， 则 解 变 成 无 界 ， 央 为 任何 数值 最 终 将 被 所 有 外 来 
的 解 所 污染 ， 因 此 这 个 无 界 的 解 将 控制 指数 衰减 的 真 解 . 

为 什么 我 们 考虑 形 如 (15) 式 的 解 呢 ? 有 限 差分 方程 的 解 应 该 具有 与 基本 的 偏 微分 方程 的 解 
相同 的 形式 ， 热 传导 方程 (2) 有 形 如 x(z，2) 二 e'sin(xz) 的 解 ， 这 就 说 明 要 考虑 (15) 式 形式 
的 解 . 

我 们 对 (9) 式 给 出 的 显 式 方法 进行 分 析 . (在 此 假定 4 之 0)， 把 试验 解 (15) 代 人 (9) 式 中 ， 
得 到 

Eem DA ee + (1 一 25)ei ert L se HDM emt 
消除 因子 eie 以 后 ， 结 果 是 
e = se +1 2s + seh 

= 2scosph +1 — 2s 

= 1—2s(1—cosph) 

= 1 — 4ssin? (Bh/2) a6) 
这 里 我 们 利用 熟知 的 等 式 

e? = eosg 十 ising 1 一 cosbg = 2sin® (6/2) 

记得 :一 A/ 居 ， 其 中 上 和 A 分别 是 : 和 < 中 的 步 长 ， 从 (16) 式 显然 可 得 A< (只 要 有 是 实数 ). 
为 了 稳定 性 ， 我 们 还 需要 *>—-1, IRMAK 

ssin? (ph/2) < 1/2 
因为 sin’ (ph /2) 可 能 接近 于 1， 所 以 为 了 稳定 性 必 有 s<1/2. 
习题 9. 1 
LEB, PAE, PAPER SEER 


s< (1+eos-57)" 


M n=l 时 , 不 的 什么 值 是 符合 要 求 的 ? 
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2. 说 明 函数 


uxt) = Doexp(— mt)sinnrr 


是 带 有 边界 条 件 


[ro 一 > 
所 
lees = ull) = 0 
的 热传导 问题 u 二 wu, 的 解 . 
3, 当 h 一 10 “有 上 且 0110 时， 证明 为 了 稳定 性 大 约 需要 107 个 网 格 点 ， 当 一 10-4 时 对 应 的 数 是 什么 ? 
计算 机 习题 9. 1 
利用 显 式 方法 的 算法 ， 求 下 列 热传导 问题 的 数值 解 
[Ma = 
u(r,0) = sin xr 
u(0,t) = ull) = 0 
在 第 1 次 实验 中 用 A=0.1，A=0. 005 125 和 M200， 比 较 计算 解 和 精确 解 wz，1) 一 exp( 一 尾 Dsin(x z). TEM 
2 次 实验 中 ， 改 变 为 0.006 以 及 M 为 171. 


9.2 抛物 型 方程 : 隐 式 方法 


我 们 继续 研究 热传导 模型 问题 。 记得 
[tem (>00<2r<1) 
4u(x,0) = g(x) O<zr<)) ay 
lud = ull) =0 (>0) 
正如 9. 1 节 中 那样 ， 导 数 用 它 的 近似 代替 ， 且 用 wCz， 癌 表示 离散 化 问题 的 解 ， 现 在 考虑 的 有 
限 差分 方程 是 


Pelee Fh = Zult) + 0h] = vz) vlet] (2) 
利用 9. 1 节 中 建立 的 记号 ， 我 们 把 (2) 式 记 为 
站 [ww 一 zw +w] = [rw 一 wo (3) 


这 个 式 子 与 9. 1 节 中 的 (7) 式 相 比 似乎 仅仅 表面 上 不 同 ， 但 为 了 它 的 解 需要 一 个 不 同类 型 的 算法 . 
观察 (3) 式 中 的 三 项 涉及 vv 在 j 层 (:)， 并 且 只 有 一 项 涉及 v 在 (一 了 ) 层 (1 一 和 D， 若 vw 在 (j 一 1) 层 的 
网 格 点 上 已 知 ， 则 仅 通 过 解 一 个 方程 组 就 可 从 (3) 式 中 算出 在 j 层 上 的 值 ， 所 以 我 们 利用 :=k/ 
AP 把 (3) 式 改写 成 如 下 形式 

一 wy 十 (1 十 290u 一 may = apt A<i<n) (4) 
如 前 ， 设 wW 是 向 量 


加 


(624) 
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为 确定 向 量 V,， 把 (4) 式 表示 成 一 个 个 方程 的 方程 组 ， 当 然 假 定 V,-, 已 知 。 这 个 方程 组 其 有 
形式 


AV, = Vin (5) 
其 中 A fn Xn 矩阵 
N+2s =s 0 
=s 1+2 一 0 
A=| 0 =s 142s = 0 (6) 
t 0 0 1 十 2s 
形式 上 ， 方 程 (5) 的 解 为 
V = AV 
巾 此 我 们 得 到 
V; = AMA'V, 2) = AA CAV; a) = AV, 


AV, WAHI wh, 0). AAH V, 已 知 ， 根 据 9. 1 节 中 用 过 的 相同 理由 ， 为 算法 的 稳 
定性 ， 我 们 要 求 pC(A')<1， 利 用 9. 1 节 中 (14) 式 的 矩阵 B， 我 们 看 出 

A=1I+sB 
巾 9.1 节 中 的 引 理 1，A 的 特征 值 是 


办 二 1 十 28(1 一 cosb) 4= 5 (<i<n) (7) 


WALE RWE ASI, AEA A“' 的 特征 值 位 于 区 间 (0，1) 中 ， 并 且 我 们 断定 提出 的 方法 对 
Wh Ak 的 值 是 稳定 的 ， 这 个 方法 有 时 称 为 全 隐 式 方法 . 
9.2 1 算法 

现在 系统 地 阐述 执行 全 隐 式 方法 的 伪 代 码 。 这 个 程序 涉及 其 他 两 个 程序 ， 其 中 一 个 提供 初 
值 g(7)， 另 一 个 程序 取 名 tri; 它 的 功能 是 解 三 对 角 线 性 方程 组 ， 在 4. 3 节 未 尾 给 出 的 伪 代码 
是 适合 这 里 的 ， 在 那个 程序 中 ， 对 角 元 素 为 c, Coe ，…，c. RRO BR TER ars ay. e 
a -1， 在 右边 的 数 是 如，b,，…，b.， 而 解 记 为 mis rzs es za BME, 

tri(n,asd,c,b;x) 

MAn a.d, c, 并 提供 输出 r+， 在 目前 的 应 用 中 ，a，d 和 c 是 指定 的 常数 值 ， 我 们 将 利用 
初 值 v= gC ARE hp， 程序 tri 提供 向 量 "的 下 一 个 值 并 覆盖 掉 前 面 的 值 ， 对 角 元 d, 在 tri 中 
不 变 ， 所 以 在 每 个 时 间 步 必须 重新 初始 化 . 

input n. $. M 

ha-l/in+ 1) 


se ksh 
for i=1 ton do 


ugh) 
end do 
0 
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output O, r, (Ure vrsne Ta) 
for i= 1 to n~ 1 do 
end do 
forj=1 to M do 

for i= 1 to n do 

detts 

end do 

call tri(ny as de c vi v) 

ie-jk 

owtputj, t, Cis tee Um) 
end do 


9.2.2 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 方法 
可 以 把 隐 式 和 显 式 方法 组 合成 一 个 包含 参数 9 的 更 一 般 的 公式 ， 这 个 公式 是 
i— 


Ems u Hua) Tv — 20 + or) 


= Low =w) (8) 
可 以 立即 看 出 ， 当 0=0 时 ,这 个 公式 得 到 上 节 讨 论 的 显 式 格式 ，( 见 9. 1 节 中 的 (8) 式 . ) 当 0= 
1 时 ,公式 化 为 十 面 讨论 的 隐 式 格式 ， 特 殊 情 况 9= 允 导 致 用 它 的 创造 者 John Crank 和 Phyllis 


Nicolson 名 字 称 呼 的 数值 方法 ， 
现在 我 们 更 详细 地 研究 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 方法 .有 关 的 公式 写成 下 列 形式 ， 其 中 ， 新 的 点 
(对 应 于 门 被 放 在 左边 而 老 的 点 (对 应 于 j 一 1) 被 放 在 右边 . 


=w iy HBF 2) VG 一 wa = wens (2— 28) igs + wi (9) 

这 里 ;三 k/ 避 ,如 前 ， 引 进 包含 元 素 ve 1Si<n 的 向 量 V;，(9) 式 具有 向 量 形式 

(21+ sB)V, = (2I — sB)V,, ao) 
其 中 B 如 前 面 一 样 ， 见 9. 1 节 的 (14) 式 根据 熟知 的 理由 ， 如 果 

pL(21 + sB)""(21— sB)] <1 ap 
则 保证 获得 方法 的 稳定 性 . 

Bis ms s p EB HREH, WERDER 
I2 F’) |< a2) 


NA p= 21 —cosd,), MAI O<pi <4. AE AAR Ge DEB R ERD ae 
立 ， 所 以 克 兰 克 - 尼 科 和 尔 森 方法 对 一 切 比 值 s=k/h? 是 稳定 的 . 

当然 ， 稳 定性 不 是 这 些 方法 中 用 来 选择 步 长 和 上 的 仅 有 的 准则 .一 般 来 说 ， 取 的 和 
越 小 ， 离 散 化 问题 就 更 接近 于 模拟 原来 的 微分 方程 我们 需要 的 是 一 个 定理 ， 它 能 保证 在 A 
0 和 A~0 时 离散 问题 的 解 v(x，) 收 敛 于 原 问题 的 解 x(z，0。 这 一 结果 是 下 面 要 讨论 的 内 容 . 
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9.2.3 分 析 
用 等 式 


e; = ulz; stj) — vlz: st;) 


EMA RE MRE. RHE ul, M olr, DAGA u, Av,. 因此 ,vi 一 wi e; 


分 析 前 一 节 中 一 维 热传导 方程 的 显 式 方法 及 其 收敛 性 质 ， 定 义 这 个 方法 的 等 式 是 
Vist = SCV — 20 + Ung) H Vij 
这 是 9. 1 节 的 (9) 式 ， 照 例 ，* 一 A/ 居 .在 (14) 式 中 ， 我 们 用 ue 代替， 得 到 
Mitt T eij = SC — Lug + urs) H us 

= sleim — eg + en) — es 

它 可 以 重新 整理 成 如 下 形式 
eurl = Si, 十 (1 一 25)ev + sem.s 
su — 2uy + uny] + Euj — uy] 

为 简化 此 式 中 有 括号 的 项 ， 我 们 参照 前 面 建立 的 数值 微分 公式 ， 即 ， 


(rz) 一 E Lfe +h) — 2f) + fh] r © 


a= Heat- gO] — tew 
利用 这 些 公式 ， 从 (15) 式 我 们 得 到 


Cup = Seer, 十 (1 一 25)ei. + sens; 


i 
= shun (590) + Ë ums Ert) 
12 


+ [ucet + Sus zr) ] 


现在 利用 sh? =k Mu. 一 w，(18) 式 可 写成 


eirp = Seri + (1 — 2sdey + sear, 


2 
限制 (z，2) 在 紧 集 S= (Cz, t) :0<z<1，0<t<T } 中 .然后 取 


— ti [Fae ots) — Fe Cao) ] 


M = max | uss (ret) |+ $max | we (a0) | 


12 
其 中 最 大 值 是 取 遍 一 切 (z，0DE S， 我 们 还 定义 误差 向 量 
E = | 
em 
并 取 


E, ||- = 
IE, I max | ey | 


a3) 
v 我 们 


(14) 


(18) 


(19) 


(20) 
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最 后 ， 我 们 假设 1-250. FEHUDRRER 
lesa | Ssl emy lt+(—25) | e; [+s | en 1+kk? M 
slE N+0—200E || e +s l E; I- + kh’ M 


= || E; ll. +h? M (21) 
因为 (21) 式 右边 不 涉及 i， 所 以 我 们 得 到 
l E;n l= < IE, | o HRMS || E; || o +2? M < … 


< |E Il = +j +1)? M 
因为 解 v(x，4) 是 从 正确 的 初 值 开始 的 ， 所 以 有 E =0, tH 
IE, le < jkh?M 
现在 设 jk 二 t+， 使 得 上 EE | 表示 1 层 网 格 点 上 最 大 的 误差 .因为 :<T， 所 以 
IE, || = < ThM= Oè) 
WIE, ME s =/h<1/2 RRR ua Mu ERER, SY Aot, EEEN ERK 
的 误差 以 h* 的 速度 收敛 于 0. 


9.2.4 小 结 
我 们 为 得 到 一 维 热传导 方程 的 数值 解 已 讨论 了 三 种 方法 : 
方法 矩阵 方程 
显 式 Vm = (I— sB) V, 
隐 式 C+ sB)V,; = Via 
克 兰 克 - 尼 科 尔 森 (21+ sB)V, = (21 — sB)V,.1 
我 们 仅 用 两 个 涉及 三 对 角 方 程 组 的 子 程序 : 
1. 计算 y= Tz 
2. 由 Tr=b x. 
便 可 以 容易 地 实施 这 些 方法 . 
习题 9. 2 


L 证 明 当 >o 时 矩阵 (1I+rB)- (1[ 一 rB) 的 最 大 特征 值 是 (1 一 9)/(1 十 9)， 其 中 9=4r sin’ [x/(2n+2)]. 
2 证明， 由 (8) 式 定义 的 方法 的 稳定 性 条 件 是 不 等 式 <24, 00A, BEYLI, 对: 没 
有 限制 . 
… 对 全 隐 式 方法 进行 收 全 性 分 析 ， 提 示 : 在 分 析 中 的 某 一 步 ， 应 该 有 下 列 形式 的 向 量 等 式 
(1+ sB)E, = E — C; 
其 中 C, 是 一 个 向 量 ， 它 含有 下 列 形式 的 分 量 : 
Kalas +k) + B uae (2 + Oh st) 
e 推广 本 节 中 的 算法 以 便 处 理 像 下 列 问题 中 的 终端 条 件 ， 
tn = uh @>00<2<1) 
u(z.0) = gz) OKIL) 
ust) = at) (£0) 
uo = 60) (20) 


627) 


628 


1629) 
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计算 机 习题 9. 2 
1. 利用 全 隐 式 方法 在 单位 正方 形 上 求解 下 列 热传导 问题 
Mae = ty 
{rts = (2-2 et 
u(0.t) = ul.) = 0 
MEAL n= 20, M=50, k= 0.05, 


2. 对 下 列 问题 
ta ~ au, = f(z) O<r<Lo<o 
{rs = g(x) @<2<L) 
40,0 = ub. 一 0 O<d 


CEEE POETE ES EO. 
.利用 两 个 涉及 大 对 角 方 程 组 运算 的 程序 比较 显 式 、 隐 式 和 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 方法 ， 并 利用 计算 机 习题 9.1. 1 
对 它们 进行 测试. 
9.3 定常 问题 : 有 限 差分 法 
两 个 变量 的 拉 普 拉 斯 方程 


uu tus =0 a 
是 一 个 典型 的 时 间 不 是 变量 的 偏 微分 方程 ， 在 这 个 方程 中 ，u 是 (zx，>y) 的 函数 ， 与 (1) 式 有 关 
的 一 个 具体 的 物理 问题 也 包含 指定 xy 平面 内 的 一 个 求解 的 区 域 0， 并 对 u 设置 边界 条 件 ( 例 如 
假定 在 9 的 边界 上 的 值 或 法 向 导数 )， 至 于 R* 中 的 区 域 4， 假定 Q 是 一 个 开 集 . 它 的 边界 用 
0 0 表示 ， 而 它 的 闭 包 用 5 表示， 因此 ，0= QU 30. 
9.3.1 狄 利 克 雷 问题 
在 热学 、 电 学 和 许多 其 他 物理 学 分 支 的 研究 中 发 生 的 问题 是 狄 利 克 雷 问题 ， 在 二 维 形式 
H, EX 中 指定 一 个 开 域 Q， 定 义 在 Q 边界 上 的 函数 g 也 是 已 知 的 ， 然 后， 我 们 求 在 闭 包 页 
上 的 连续 函数 4， 在 Q 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 旦 在 边界 上 等 于 g， 这 些 可 归纳 为 
uu tty 一 0 EAK 
fy =glry) 在 30 上 (2) 
un bie 
若 Q 服从 某 个 适度 的 限制 并 且 g 是 连续 的 ， 则 可 以 证 明 狄 利克 雷 问题 有 唯一 解 . 
为 了 说 明 某 些 数值 方法 ， 我 们 将 在 一 个 正方 形 区 域 上 考虑 狄 利克 雷 问题 。 这 个 问题 可 用 分 
离 变 量 和 侍 里 叶 级 数 的 分 析 方 法 求解 。 然 而， 对 其 他 的 区 域 ， 通 常 需要 本 节 和 下 节 中 讨论 的 数 
值 方法 。 此外， 还 应 该 强调 ， 即 使 能 给 出 一 个 无 穷 级 数 形式 的 解 ， 一 个 涉及 问题 离散 化 的 数值 
解 可 能 更 可 取 . 
在 要 说 明 的 问题 中 ， 区 域 是 开 的 单位 正方 形 
= {Cary :0<I<1,0<y<1)} 
边界 函数 g 暂时 是 任意 的 ， 在 计算 机 程序 中 它 的 值 由 一 个 适当 的 子 程序 来 提供 . 


9.3.2 BRED 
数值 求解 问题 (2) 的 一 个 方法 是 利用 有 限 差分 通 近 导数 ， 可 用 9. 2 AAR 
fay = AL flr th) — 26) + fl2—W)] + 0H) (3) 
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首先 ， 在 正方 形 的 O PRE ROH AS 
1 


= (il ji i,j =— 4 
(209) = hjd CO<ijis<n+D h= (4) 


注意 两 个 变量 使 用 相同 的 步 长 。 其 次 ， 在 网 格 点 (x;，y;) 上 的 微分 方程 (1) 用 它 在 这 些 点 上 有 
限 差 分 模拟 代替 ， 它 是 
Peles 2w + end + Pluses — 2u + vas] = 0 
或 
Avy — Vety 一 加 一 wm 一 ur 一 0 (5) 
这 里 ， 打 算 使 v 带 近 u(zx,，y;)， 因 为 我 们 要 区 别 下 面 两 个 不 同 的 问题 的 解 ， 第 一 个 是 离散 问 
题 ( 即 有 限 差分 方程 ); 第 二 个 是 连续 问题 ( 即 原 偏 微分 方程 )， 所 以 使 用 不 同 的 变量 . 

HOR ntl 及 7 一 0 或 na 十 1 时 ,vi 的 值 已 知 ， 因 为 这 些 是 问题 中 规定 的 边界 值 (由 函 
数 5 给 出 )， 央 而 (5) 式 中 的 某 些 项 v 可 能 已 知 而 其 他 一 些 项 未 知 ， 因 为 所 有 已 知 值 已 移 到 右 
边 ， 所 以 ， 实 际 上 这 意味 着 我 们 将 求解 一 个 非 齐 次 的 线性 方程 组 ， 取 一 个 简单 情况 ， 设 n=3. 
对 每 个 内 部 网 格 点 有 一 个 类 型 (5) 的 等 式 ， 在 图 9-4 中 ， 用 大 的 点 描绘 这 些 网 格 点 . 


— 


0w x 
图 9-4 单位 正方 形 网 格 


这 个 问题 中 的 未 知 量 可 用 许多 方式 排序 (对 应 于 网 格 点 的 不 同 次 序 )， 我 们 选择 人 们 通称 的 
自然 次 序 : 
V = Lon oder yo Viz s Vez Vaz Vis Vas sva] 
同样 9 个 线性 方程 可 用 许多 方式 排序 .我们 决定 按 (5) 式 和 它 的 中 心 点 (zi， yj) 对 应 起 来 排 
序 ， 然 后 像 对 点 排序 那样 对 方程 排序 ， 结 果 如 下 ， 


4un — un ~m: 一 mo 十 wi 
Avn Un Un — Uz 一 mao 
4uw — U2 — Use =vw tua 
Avi. — Un vee Ua =v 


Ava — U2) — U2 — vs — Ves =0 


(631) 


632) 


4032 — Un — vez — Uss 一 zz 
Avs U ~ Ves 一 zs 十 my 
4U — V T Vn Uss =n 
vss — vss — Ves 二 za 十 za 


其 中 所 有 的 已 知 量 已 移 到 等 式 的 右边 .这 个 方程 组 具有 形式 Av 一 6p， 其 中 和 矩阵 入 是 9X9 的 ， 
81 个 元 素 中 只 有 33 个 是 非 零 的 系数 矩阵 为 


| o ss] 0 07 0 0 0 

1 4 | 0 1 0 0 0 | 

Br =F) Se 0 0-1 Lo 0 0. 

©] 0 0 4-1 ai —1 0 0 

A= 0 一 1 0 一 1 4 «J ae | 0 

| 0 0 | Lo-1 4 | 0 0 4 

0 0 0 [一 1 0 0 4 一 1 07 

0 o | o -1 oj jı 4 | 

0 0 oj 0 0 -U oD | 4 

在 这 个 矩阵 中 ， 已 指出 基本 的 块 结构 ， 我 们 可 用 显而易见 的 符号 写 出 

[T-I 0 
A=|-I T -I 
Oo =F FT 


用 前 面 的 特殊 情况 作为 一 个 模型 ， 我 们 进入 到 一 般 情 况 ， 这 里 ”可 以 是 任意 的 整数 ， 内 部 网 格 
点 数 为 下 ， 每 一 个 点 有 一 个 对 应 的 未 知 值 ww ulr, y). AA u 是 方程 (2) 的 解 ， 离散 化 以 
后 ， 得 到 一 个 确定 n 个 未 知 量 v 的 线性 方程 组 ， 其 中 1<i<n HISj<n, 
9.3.3 算法 
因为 每 个 方程 至 多 包含 5 个 未 知 数 ， 所 以 方程 组 是 稀 蔚 的 (总 共 n 个 元 素 集合 中 至 多 有 Sn 
个 非 零 元 )， 像 4. 6 节 中 所 讨论 的 那些 迭代 法 在 这 种 情况 可 能 是 十 分 有 效 的 ， 已 知 的 边界 值 是 
vy = glz oy) Si Rj 等 于 0 或 n 十 1 时 (6) 
因此 ， 在 算法 中 ， 元 素 为 w 的 整个 数组 允许 值 !<i，j<<n 十 1， 并 包含 (n 十 2)? 个 元 素 ， 作 为 
说 明 ， 我 们 提出 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 .对 这 个 过 程 ， 对 应 于 点 (z,，y%)(5) 式 可 写成 形式 
v = (Vers H vaj + vi Huga) (7) 
此 式 用 来 更 新 w， 当 使 用 此 式 时 ， 从 右边 得 到 的 值 蔡 换 w 的 昌 值 .如 果 我 们 仅 当 1<i, jn 
时 仔细 地 使 用 (7) 式 ， 则 只 有 内 部 的 网 格 点 涉及 这 一 更 新 ， 边 界 上 的 网 格 点 只 出 现在 (7) 式 的 右 
边 ， 计 算 的 要 点 如 下 : 
1. 把 边界 值 放 到 适当 的 w 上. 
2. 对 内 部 的 结 点 提供 合适 的 初 值 . 
3. 执行 M 步 高 斯 - 赛 德尔 选 代 . 
第 1 项 工作 的 一 段 伪 代 码 是 : 
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Mh HD A ARAL ER 
for i=0 to n+1 do 
wo= Kr Os Vet = Rly D 
nti = BCs Ws v=g(0, y) 
end do 
第 3 项 工作 的 伪 代 码 是 : 
for k=1 to M do 


for j=1 to n do 
for i=] ton do 
vy = Cut Husy twy 0 
end do 
end do 
end do 


PE EA NB PA OH He (RE) Hv. 
对 一 个 具体 情况 ， 我 们 用 公式 

&g(z,y) = 10sin(3xz)sin(3xy) 
作为 已 知 的 函数 g. 在 计算 机 程序 中 ， 这 个 函数 g 仅 对 正方 形 边 界 点 使 用 ， 但 是 g 是 调和 的 ， 
故 & 也 是 问题 的 解 。 因 而 能 够 计算 近似 解 vs 并 与 真 解 u(z,，y,) 二 g(z,，y,) 比 较 . 设 n=18， 
使 得 A E 324X324. 因为 高 斯 - 赛 德尔 方法 不 需要 这 个 矩阵 ， 所 以 这 个 矩阵 不 存储 在 计算 机 
H, RZ, 我们 使 用 (7) 式 ， 并 且 只 需要 有 324 个 分 量 w (0<i<18 A 0<j 志 18) 的 向 量 v， 当 
用 双 精 度 编程 时 ， 经 200 次 迭代 后 ， 得 到 的 误差 满足 不 等 式 

| vy 一 xz) |< 0. 345 X 107 


习题 9. 3 
1. 设 9 :表示 拉 普 拉 斯 算 子 ， Yu= um tun. EA: 问题 
Viu=f 在 0 内 
u~=0 在 930 上 
可 用 下 面 三 步 求解 : 
1. 求 g 使 V*g=f. 
il. 利用 一 g 作为 边界 值 在 O 中 求解 狄 利克 雷 问题 . 
i. 把 & 加 到 在 第 ii 步 中 得 到 的 函数 上 求 出 u. 
.( 续 ) 描 述 等 价 于 


w = (6—3z")siny—ycosr ENK 
u=0 IAE 
的 狄 利克 雷 问题 . 
. 平面 上 对 点 排序 的 一 个 方法 是 字典 次 序 ， 这 是 参照 字典 中 使 用 的 次 序 ， 在 字典 中 ， 我 们 首先 放置 用 “a" 开 始 
的 所 有 单词 ， 在 这 些 单词 中 ， 我 们 按 第 2 个 字母 排序 单词 ， 相 同 的 情况 ， 我 们 看 第 3 个 字母 ， 等 等 ， 因此， 
在 平面 上 .字典 次 序 定义 为 


名 


(ry) < Gv) Fe < u) R= u H y < v) 
车 网 格 点 及 其 方程 按 字典 次 序 排列 时 ， 在 模型 问题 中 产生 怎样 的 矩阵 ? 
.对 mx 个 内 部 网 格 点 的 模型 问题 (2)， 一 般 说 来 有 多 少 方程 会 是 齐 次 的 ? 有 多 少 方程 会 有 5 个 非 零 系数 在 左 
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边 ? 有 多 少 方程 会 有 4 个 非 零 系数 在 左边 ? 有 多 少 方程 会 有 3 个 非 零 系数 ? BETES AROMAT BE 
多 少 ? 
5. 当 边 界 值 除了 ulr, 0)=sin 4xr 外 均 为 0 时 ,利用 分 离 变量 法 和 传 里 叶 级 数 求 单位 正方 形 上 狄 利克 雷 问 题 
的 解析 解 . 
6 设 “是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 、 而 3 是 由 下 式 定义 的 离散 的 拉 普 拉 斯 算 了 
CP) (Cary) = Lf rt ty) 2 fay) + f(r— 1,»)] 
= [fry+ D—2f(r,y) + fry- 1)] 
ERBE: HENGO y). FEME ) 使 得 
B = VIE 
它 的 一 维 形式 是 什么 ? 
计算 机 习题 9. 3 
， 对 课文 中 提出 的 求解 正方 形 区 域 上 儿 利 克 雷 问题 的 过 程 编写 程序 ， 点 数 、 选 代数 和 打印 次 数 应 该 用 容易 改 
变 的 参数 控制 ， 边 界 值 应 该 用 一 个 子 程 序 提供 .利用 
&(r,y) = Azy(a— y) + y) 
测试 你 的 程序 ， 比 较 连续 问题 和 离散 问题 的 解 . 
对 课本 中 的 例子 编写 程序 并 看 看 你 的 计算 机 产生 的 结果 是 否 类 似 于 那些 引用 的 结果 . 
(Bie) AL SOR( 逐 次 超 松 怨 ) 法 代 蔡 高 斯 - 赛 德尔 方法 修正 程序 . 


9.4 定常 问题 : MILE 


伽 近 金 法 广泛 地 用 于 那些 需要 确定 未 知 函 数 的 问题 ， 当 然 ， 微 分 方程 和 积分 方程 属于 这 个 
范畴 ， 当 方法 应 用 于 任意 的 线性 问题 时 ， 我 们 先 概要 令 述 原理 、 然 后 ， 用 求解 长 方形 区 域 上 的 
狄 利克 雷 问题 的 一 个 数值 例子 加 以 说 明 . 


9.4.1 (mil sik 
假定 我 们 遇 到 下 列 形式 的 问题 
la=f o 

其 中 上 是 一 个 线性 算 子 ，/ 是 一 个 已 知 的 函数 ， 而 x 是 由 方程 确定 的 一 个 丽 数 ， 在 伽 辽 金 法 
中 ， 我 们 选取 一 组 基 函 数 或 试验 函数 u, u» ，… u. 然后 ， 打 算 用 这 些 基 范 数 的 一 个 适当 的 
线性 组 合 去 解 方程 (1)， 取 

u= You, 
并 利用 工 的 线性 性 ， 得 到 

Dolu =f (2) 


在 典型 的 情况 下 ， 因 为 一般 不 位 于 由 函数 Lv， 张 成 的 向 量 空间 中 ， 所 以 这 个 方程 不 相 客 ， 因 
此 ， 我 们 近似 地 求解 方程 (2)， 从 而 得 到 方程 (1) 的 近似 解 . 方程 (2) 的 近似 求解 可 按 许 多 不 同 
的 准则 执行 ， 每 个 准则 导致 不 同 的 近似 解 最 自然 的 方法 是 选择 o, cs =, c 使 某 种 范 数 
达到 极 小 : 
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| Set, ~s[= min (3) 
这 是 最 佳 逼 近 中 的 一 个 问题 . 我 们 用 函数 Lu, 生成 的 子 空间 中 最 近 的 元 素来 逼近 f/， 因 为 可 以 
利用 正 交 投影 方法 ， 所 以 这 在 内 积 空间 中 是 相对 容易 的 . 
得 到 方程 (2) 近 似 解 的 一 个 非常 一 般 的 方法 是 选择 一 组 线性 函数 加， 各，…，# 并 且 强 加 
条 件 


$ (Pow-f)=0 Ud<i<n w 
利用 函数 的 线性 性 ， 这 个 条 件 变 成 
Ds (Ludo = $0 Q<i<n) (5) 
ORE n PRAM c 的 PRET EN BBA. ERE UR Faw AL E 
pilv) = vlaz) (<i<n) (6) 


则 上 面 列举 的 方法 称 为 配置 法 ， 我 们 把 前 述 方法 的 所 有 形式 称 为 伽 辽 金 法 ， 经 典 的 伽 辽 金 法 是 
(5) 式 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 特殊 情况 ， 其 中 各 (v) = (wu,，v)， 因 此 ， 此 时 求解 的 方程 是 
Deja slaty) tf (d<i<na) 
在 8.10 节 中 ， 配 置 法 用 于 求解 涉及 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 ， 这 里 我 们 将 说 明 狄 利克 雷 问 题 
的 俺 辽 金 法 ， 所 选择 的 例子 也 是 一 个 能 用 分 离 变 量 和 传 里 叶 级 数 求解 的 . 
9.4.2 狄 利克 雷 问题 
考虑 下 述 绊 面 内 的 一 个 开放 和 矩形 


N= (xy) | aril, Ly |< 2} (7) 
我 们 寻找 一 个 定义 在 再 上 的 连续 函数 x， 使 得 
人 (8) 


luzy =+ AOE 
这 个 问题 可 认为 是 Lu= 上 的 一 种 形式 ;用 等 式 简 单 地 定义 二 和 上 
ta = [2 ] fay =| ? ] (9) 
ul aa x+y 
记号 w | S 表示 函数 4 ERAS 上 的 限制 ， 它 是 一 个 线性 运算 ， 内 为 
(au + po) | S= alu | S) +8% | S) 

WaT EAA eek, HFA a BE, 对 下 面 讨论 的 问题 ， 我 们 选择 满足 
问题 的 齐 次 部 分 的 函数 u. u, o, u, BRIEFE u 使 得 在 0 内 V ?wu 二 0， 这 种 函数 称 为 在 
0 内 是 调和 的 . 利用 任何 复 变 量 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 是 调和 的 原理 的 优点 ， 可 以 利用 大 量 的 
WARM. RLSM z* 提供 一 组 方便 的 调和 多 项 式 ， 

w=1 
z =zrtiy 
z? = (a? —y*) + (2ay)i 
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z = (7 — 82zy") + (3ry— yi 
z’ = (at — bry? +y) + a y— 4ry)i 
= (a — 10° y? + Sxy') + (5x'y— 10z*y? + yi 
zf = (af 15ry + 1522 y! — y®) + (62° y— 202" y +6ry )i 
因为 我 们 的 问题 关于 坐标 轴 和 原点 具有 对 称 性 ， 所 以 选择 有 相同 对 称 性 的 z* 的 实 部 和 点 部 . 
这 就 限定 了 k 为 偶数 的 =“* 的 实 部 ， 因 此 ， 若 设 n=4， 则 可 使 用 基 函 数 
u (xy) 一 1 


x 
i 


ulz,y) = r — y 


u(z,y) = xt — 6r’ y + y' 


uy (x,y) = tf — 15ry + 1527 y — y 
对 基 函 数 的 这 种 选择 ,函数 = Dou 显然 将 自动 满足 wau = 0, 并 且 应 该 选择 系数 。 使 边界 条 
件 近似 地 满足 . 应 当 近似 求解 的 方程 是 

Souter) =r +y 在 3Q0 上 (10) 


由 于 对 称 性 ， 所 以 只 考虑 位 于 第 一 象限 中 的 3 Q 部 分 就 足够 了 . 
为 说 明 配 置 法 ， 我 们 选择 3 Q 上 的 4 个 点 ， 即 (0，2)，(1，0)，(1，1) 和 (1，2)， 要 求 
《10) 式 在 这 4 个 点 上 成 立 ， 然 后 导出 下 列 线性 方程 组 ; 
业 16 一 64] fc 4 
Ly a> ca 1 | 1 
1 0-4 ol fa 
1-3 ~7 117 “j 5. 
这 个 方程 组 的 近似 解 是 
c = (1.826 1, — 0. 787 0, — 0. 043 48,0. 004 348)" 


‘ 
因此 D cu; 和 函数 + y? 之 间 在 矩形 边界 上 最 大 的 偏差 近似 等 于 0. 074. 
a 
PERT Bt RARR ARKAE A N AERAR). 在 Q 的 边界 上 选择 
一 组 mm 个 点 (zx;，y,) 并 尝试 关于 极 小 化 表达 式 
ay ii 
DS [Doula — Gt +x] ap 
因为 可 以 使 用 m 二 4， 所 以 这 个 过 程 包 括 配置 作为 一 个 特殊 情况 ， 但 是 通过 取 更 多 的 点 ， 我 们 
可 以 做 极 小 化 平方 2 范 数 
f Mew Go — Gt +9 Tardy (12) 


作为 这 个 方法 的 实际 试验 ， 我 们 选择 3 Q 的 第 一 象限 中 的 76 个 等 距 点 ， 极 小 化 表达 
式 (11) 变 成 具有 76 个 方程 和 4 个 未 知 量 的 最 小 二 乘 矩 阵 问 题 . 计算 的 结果 是 
c = (1. 821 6, — 0.781 1, 一 0.044 58,0. 004 052)T 


RED 7 RMA E 509 


76 个 点 中 的 最 大 偏差 是 0. 049， 使 用 的 76 个 点 是 (1,，i/25),，0<i<50 MICG/25, 2), 0K24. 
最 后 ， 可 以 尝试 极 小 化 


max Dowans- G? +9] (13) 


这 称 为 4 个 未 知 量 的 m 个 线性 方程 的 超 定 方程 组 的 极 小 化 极 大 解 - 对 大 的 m， 这 个 过 程 做 极 
小 化 一 致 范 数 


max Boum e] a4) 


ave? 


这 个 问题 或 它 的 离散 模拟 (13)， 配 可 以 用 列 梅 兹 算法 ( 见 6.9 节 ) 求 解 ， 当 表达 式 (13) 用 和 最 小 二 
乘 解 中 同样 的 一 组 76 个 点 极 小 化 时 ，c 的 值 变 成 
c = (1.807 2, — 0. 795 0, — 0. 040 0,0. 003 692)7 
而 76 个 点 中 的 最 大 偏差 是 0. 033， 用 这 个 更 加 复杂 的 方法 得 到 解 所 花费 的 额外 努力 几乎 不 能 
在 精确 度 方面 有 最 低 限 度 的 改善 ， 增 加 基 范 数 数目 应 该 是 比较 好 的 方法 . 
9.4.3 泊 松 方程 
涉及 泊 松 方程 的 边 值 问题 是 经 常 遇 到 的 .典型 的 情况 可 能 像 下 面 那样 : 


Viw=f 在 Q 内 a5) 


w=g ant 
着 手 解决 此 问题 的 一 个 方法 是 把 它 分 成 两 个 较 简单 的 问题 : 
人 EK (Cs ENAK 
v=g HONE u=0 aat 


在 得 到 w 和 wvw 后 , 原 问题 的 解 就 是 w = u + v. 这 两 个 较 简单 的 问题 的 优点 是 ,每 个 问题 都 有 一 个 
齐 次 的 部 分 . 在 伽 辽 金 法 中 利用 了 这 个 特征 . 因此 ,在 求解 涉及 的 问题 中 ,可 选择 在 O 的 边界 上 
是 0 的 基 丽 数 . 若 wm surs ru, 具有 这 个 性 质 , 则 对 它们 任意 的 线性 组 合 这 个 性 质 同样 成 立 . 其 


HK RAT u 一 See; 并 试图 通过 选择 系数 ", 使 等 式 V u = /成立 . 这 导致 等 式 


ye Viu =f a6) 
通常 在 这 些 方法 中 ， 任何 选择 的 系数 都 不 能 使 这 个 等 式 成 立 ， 并 且 只 能 找到 近似 解 ， 
9.4.4 瑞 利 -里 茨 方法 


求解 问题 
V'u=f 在 0 内 
人 =0 # Ik an 
的 另 一 种 方法 是 瑞 利 -里 茨 方法 区域 9 保持 固定 ,我 们 在 一 个 内 积 空间 V 中 工作 ，y 中 的 元 
REEM u 使 得 在 Q 中 un 和 xw 是 连续 的 并 且 使 得 在 O 的 边界 上 uz, 2) 二 0. 假定 f 在 Q 中 
是 连续 的 。 所以， 问题 的 解 应 该 在 空间 V 中 . V 中 的 内 积 用 下 式 定义 


o= j ulz, y)ulz,y)dzdy (18) 
a 


(639) 
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定理 1( 拉 普 拉 斯 算 子 定理 ) 算 子 一 V “在 内 积 空间 V 上 是 自 伴 (或 对 称 ) 和 正定 的 . 


证 明 用 等 式 
(Vw) = (u, — Vv) (19) 


表达 具有 自 伴 (或 对 称 ) 性 质 ， 为 证 明 (19) 式 ， 我 们 需要 平面 上 的 格林 定理 ， 该 定理 叙述 了 对 适 
当 的 函数 和 适当 的 区 域 有 
IKA +Q, )dzdy = |, Pay — Qdz) 
使 用 格林 定理 ， 且 利用 Mo EIO 上 为 0 这 一 事实 ,我 们 可 以 如 下 计算 ， 
(V? usw) = ff Cus tus vdedy 
= ff Coun, NIPE wee dads: 
=| Gusvdy — edz) -由 Cuv, + usv,) drdy 
sd a 


=- |] Cuv. + uv, dedy 
在 这 个 计算 中 最 后 的 表达 式 包含 的 w Mo 是 对 称 的 ， 所 以 


(Viuv) 一 (uazu》 (20) 
关于 一 * 的 正定 性 ， 我 们 必须 证 明 车 «EV 且 w 了 0, 则 
(—Viuu) >0 
前 面 的 计算 指出 
(一 aiuvu) = ff (Cu)? + Cu, )? Jdrdy (21) 
a 


这 个 积分 的 值 一 定 是 非 负 的 ， 仅 有 的 问题 是 对 不 为 0 WRR u 它 能 否 为 0， 若 积分 值 为 0， 则 
在 由 中 心 一 必 一 0 因此 ，v 同时 是 只 有 y 的 函数 和 只 有 z 的 函数 ， 于 是 ，u 在 Q 中 必然 是 党 


数 ， 但 作为 V 的 一 个 元 素 ,v 在 3 9 上 必须 为 0， 因 此 ,w=0. a 
因为 算 子 一 9? 在 V 上 是 对 称 正定 的 ， 所 以 一 个 新 的 内 积 可 定义 为 
[uv] = (Vw) = [fee + u,v, )drdy (22) 
这 个 新 的 内 积 通 过 下 列 等 式 导 出 空间 V 中 的 一 个 新 范 数 
lull = [usu]? 


TENA BRAT HEP BOTT TE VP i IE A Be ,us ,…,u, 并 试图 确定 ci ,cs ,yc ft ou, 按 范 


数 1 .1 尽 可 能 接近 于 真 解 . 因为 内 积 空间 的 工具 是 可 利用 的 ,所 以 我 们 知道 确定 系数 c 的 正规 
方程 , 因此 ,如 果 u 是 真 解 , 则 正 交 性 条 件 必然 成 立 : 


d Se lw Ogixa 
A 
这 立即 导致 方程 


Sokea = [aa] A<i<n 
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这 些 方程 可 利用 定义 (22) 及 关系 
[usu] = (~— Vwu) = (— fru) (<i<n) 


简化 ， 结 果 得 到 正规 方程 组 
Melee (fru) AKIK) (23) 


BULA Sty M23) HIA RA u. 
9 4.5 有 限 元 素 法 

当 伽 辽 爹 法 使 用 的 基 函 数 是 分 段 多 项 式 时 ， 这 个 方法 称 为 有 限 元 素 法 ， 在 这 个 方法 的 一 种 
表现 形式 中 ， 区 域 Q 假定 是 多 边 形 并 符合 图 9-5 所 示 那 样 的 三 角 章 分 . 


图 9-5 适当 的 三 角 剖 分 


(x，》) 的 线性 函数 具有 形式 az+by 十 c， 通 过 指定 三 角形 的 三 个 项 点 上 的 函数 值 可 以 在 每 
个 二 角形 上 定义 一 个 这 样 的 函数 ， 因 为 在 任意 适当 的 三 角 剖 分 中 三 角形 共 边 ， 所 以 用 这 样 的 方 
法 得 到 的 分 段 线性 函数 是 连续 的 ， 因 此 ， 我 们 不 允许 像 图 9-6 所 示 的 那 种 三 角 剖 分 ， 因 为 通过 
指定 每 个 三 角形 项 点 上 的 任意 值得 到 的 分 段 线性 函数 可 能 不 是 连续 a 
的 ， 适 当 的 三 角 剖 分 的 法 则 是 某 个 三 角形 的 任何 顶点 必须 是 这 个 点 
所 属 的 每 个 三 角形 的 顶点 ， 在 图 9-6 中 点 e 是 Aabe 的 一 个 顶点 并 且 
属于 人 dbr， 但 它 不 是 八 dbe 的 顶点 . 

有 限 元 素 法 已 讨论 了 如 此 众多 的 问题 ， 我 们 建议 读者 查询 关于 a 
这 些 问 题 的 专门 文献 ， 例 如 ， 参 见 Becker, Carey and Oden[1981]、 b 
Mitchell and Wait[1977], Oden[1972], Oden and Reddy[1976]， 图 96 不 适当 的 三 角 齐 分 
Strang and Fix[1973], Vichnevetsky [1981], Wait and Mitchell 
[1986] 以 及 Zienkiewicz and Morgan[ 1983]. 
习题 9.4 
l EH: 车 ww 是 < 的 一 个 解析 函数 (ww= utiv, z=rtiy), Wu 和 vw 是 调和 的 .提示 AA RETR. 
2. Su tive, 证 明 uw 和 wv 可 由 下 列 公式 递归 生成 

E w=0 


c 


mi Ty yn vari =ru H yin 
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3.( 续 ) 证 明 ， 对 每 个 偶数 n，u, Hv, AER 
wmr, Wr —y=ulz, y) I Wmr, = ur, y) 
. 证明: 如 果 由 (7) 式 和 (8) 式 定义 的 狄 利克 雷 问题 有 解 ， 则 它 有 一 个 满足 上 面 第 3 题 的 对 称 条 件 的 解 . 
. 波动 方程 的 狄 利克 雷 问 题 通常 是 不 可 解 的 ， 例 如 ， 说 明 没 有 函数 在 单位 正方 形 内 满足 ws = 0 并 取 边 界 值 
u(x, =x, uO, W=ye ull, Y=] 
6. 证 明 ; 车 uw tin 是 解析 的 ， 则 ww tiv, 同样 是 解析 的 ， 其 中 这 些 函数 由 下 列 公式 递归 生成 
ma = Tey, eH =ru Hyi 
7. FMM ulr, VA us (+z，y) 的 方程 
计算 机 习题 9. 4 
对 课本 中 的 例子 编写 程序 并 验证 它们 的 正确 性 . (当然 ， 由 于 用 不 同 字 长 的 计算 机 ， 结 果 将 产生 差别 . ) 


9.5 一 阶 偏 微分 方程 : 特征 线 法 

正如 在 常 微分 方程 的 理论 中 那样 ， 高 阶 偏 微分 方程 可 以 用 一 阶 偏 徽 分 方程 组 替代 ， 下 面 用 
例子 来 说 明 如 何 进行 . 
9.5.1 一 阶 方程 组 

例 1 把 9.1 节 中 考虑 的 一 维 热传导 方程 


tr = Uy (1) 


ae 


化 为 一 阶 方程 的 方程 组 . 
解 引进 变量 v=w,， 我 们 得 到 等 价 的 方程 组 : 


vu, = 0 (2) 
u,—v=0 a 

例 2 说 明 三 维 热传导 方程 
tar Hun 十 we = u, (3) 


可 按照 例 1 中 相同 的 方式 处 理 . 
解 引进 变量 w” Su, Su, wu, WO 二 uw,， 我 们 得 到 一 个 等 价 的 一 阶 方程 组 


uP tu + ui? — uf? =0 
uP =u? w 
uf? = u” 
uP = u 国 
例 3 对 具有 两 个 独立 变量 的 一 般 二 阶 偏 微 分 方程 
Pro yr ote ruy ru ry rly) = 0 © 


重复 例 1 的 工作 . 
解 ”这 个 方程 等 价 于 下 列 一 阶 方程 组 : 
F(z. ysu.v, w, v v, w,) 一 0 


u =v 


u, =w a 
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9.5.2 特征 曲线 
我 们 现在 专注 于 偏 微分 方程 的 特征 曲线 ， 或 简称 特征 线 的 概念 ， 对 给 定 方程 的 一 类 特征 曲 
线 是 一 条 曲线 ， 在 这 条 曲线 上 解 是 常数 ， 为 说 明 这 个 可 能 性 ， 考 虑 下 列 一 阶 方程 ( 它 与 二 阶 波 
动 方程 密切 相关 ) : 
u, +u, =0 (7) 
设 给 定 ry 平面 上 的 一 条 曲线 为 函数 y 一 y(z) 的 图 像 ， 沿 这 条 曲线 ，u 的 值 仅仅 是 z 的 函数 
u(x，y(z))， 假 设 曲 线 是 一 条 表达 式 为 常数 的 曲线 ， 则 下 列 条 件 必须 满足 ; 


0= Sur yx) = u, +u, 2 (8) 
dr z 
于 是 ， 我 们 寻找 的 曲线 是 下 列 常 微分 方程 的 解 
dy __ us 
oF (9) 
在 此 例 中 ，(9) 式 可 用 (7) 式 简化 ， 结 果 是 
dy (10) 


dr ° 
方程 (10) 的 解 是 zy 平面 上 斜率 为 c 的 直线 ， 这 些 特 征 线 之 一 刚好 经 过 平面 上 任意 给 定点 (ro， 
Yo)， 它 的 方程 是 
?一 加 一 cz 一 zo) (11) 
这 样 的 特征 线 的 实用 性 是 什么 呢 ? 假设 求解 的 问题 不 是 微分 方程 (7) 本 身 而 是 带 一 个 附属 
的 条 件 ， 例 如 ， 
az 十 cuy 一 0 
u(x,0) = f(x) 
其 中 了 是 一 个 给 定 的 函数 ， 为 了 计算 在 任意 点 (z, ，y% ) 上 的 解 ， 我 们 首先 确定 经 过 这 个 点 的 特 
征 曲线 ， 然 后 沿 着 这 条 曲线 到 形 如 (z，0) 的 点 .在 这 样 的 点 上 ， 解 是 已 知 的 ， 即 u(xz，0) 二 
f(x)， 并 且 沿 着 这 条 曲线 ， 解 是 常数 ， 因 此 ， 倘 车 (z+，0) 是 在 经 过 (zx。，y。) 的 特征 曲线 上 ， 
W uro VOFF /(x) 的 值 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 这 些 曲线 是 直线 (如 图 9-7 BEARD. 


y 


(12) 


(xo yo) 


特征 曲线 
Y- Yo = (x — xo) 


>x 
(0) 


图 9-7 特征 曲线 直线 
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(x，0) 位 于 由 (11) 式 给 出 的 特征 曲线 上 的 条 件 简化 为 


0—% = clt t) (13) 

于 是 z=m 一 cy A 
&(royy) 一 (ro 一 co) (14) 
(14) 式 给 出 原 问 题 (12) 的 解 。 当然， 我 们 可 简单 地 把 它 写 为 x(x，y) 二 f(x 一 c 'y)， 容 易 直 接 


验证 这 个 函数 满足 (12) 式 ， 
下 面 是 另 一 个 说 明 利用 特征 曲线 的 例子 . 
例 4 用 特征 线 法 解 下 列 问题 : 
u, + yu, =0 
u(0,y) = fly) 
解 这 是 一 个 在 ry 平面 中 所 有 点 上 求解 的 偏 微分 方程 ， 而 解 函 数 的 值 在 y 轴 上 是 指定 的 . 
如 果 我 们 像 前 面 那样 进行 ， 则 描述 特征 曲线 的 常 微分 方程 是 


(15) 


L =-* =y (16) 
Zeit (ae + yo) ARE 
y= ye (17) 
特征 曲线 与 y 轴 的 相交 出 现在 > 一 yoe ”上 .于 是 我 们 有 
u(roy3o) = flyer) (18) 
作为 解 。 当然 ,通常 把 这 个 式 子 写 为 
ulayy) = f(ye*) (19) 
容易 直接 验证 这 是 (15) 式 中 问题 的 解 . 图 


请 读者 尝试 做 一 些 习题 一 一 例如 ， 习 题 9. 5. 1， 它 是 基本 的 习题 . 
9.5.3 特征 曲线 的 一 般 理 论 
特征 曲线 的 一 般 理 论 应 该 包括 更 一 般 的 方程 并 且 不 用 非 对 称 的 方式 讨论 变量 + 和 y， 此 
外 ,我 们 不 期 望 解 沿 特征 曲线 是 常数 ， 只 要 求 它 满足 某 个 沿 着 特征 线 的 常 微分 方程. 
考虑 方程 
au, + hu, = (20) 
其 中 允许 a, b 和 c 是 zx，> Bu 的 函数 。 假 如 解 的 值 在 点 (x。，yo) 已 知 ， 这 可 以 是 事先 计算 的 
结果 或 已 经 指定 的 边界 值 . 我 们 将 指出 如 何 通过 积分 某 个 常 微分 方程 可 以 得 到 方程 (20) 的 另外 
的 解 的 值 .考虑 下 列 带 有 初始 条 件 的 3 个 常 微分 方程 组 : 
dr dy _ du _ 
| 等 =。 do ase (21) 
eo; dy yO} = yo uO) = ug = ul Xos yo) 
为 了 生成 一 个 从 s=0 开始 的 z(s)，y(s) 和 u(s) 的 表格 ,我 们 可 数值 积分 这 个 方程 组 . 不 难 验 
证 这 个 表格 提供 偏 微分 方程 (20) 的 解 点 .实际 上 ， 
alals) sys) suls) Ju, (zy) 十 6Cr(s)，y(s) sus Vu, (ECs) sy(s)) 
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= ux sys) + y Cu, lls), yC) 


= uy)) = C265) 969) uC) 


(在 这 个 计算 中 ， 撤 号 表示 关于 s 的 微分 . ) 

车 指定 u(x，y) 的 值 沿 某 条 曲线 F( 不 是 特征 曲线 )， 则 原则 上 我 们 可 从 下 的 任何 点 上 开始 
积分 方程 组 (21)， 得 到 wx(z，?) 沿 弧 的 另外 的 值 . (参见 图 9-8 有 助 于 理解 这 个 想法 . ) 在 这 个 
过 程 中 得 到 的 弧 是 方程 (20) 的 特征 曲线 . 


特征 曲线 


(o. yo) 


5 
图 9-8 特征 曲线 : A 


例 5 确定 常 微分 方程 ， 使 其 定义 属于 方程 
sin(a? +y’ )u, + 3x+ y )u, 一 em 
的 特征 曲线 . 
解 按照 一 般 的 理论 ， 方 程 组 应 该 是 


a! = sin(a? + y?) 
f =3r+y (22) 
w =e” 
因为 在 此 例 中 a 和 4b 不 含 w， 所 以 可 以 只 对 (22) 中 的 前 两 个 方程 积分 得 到 特征 曲线 (在 zy 平 


面 上 ). | 
例 6 考虑 偏 微分 方程 
6u, 十 my 一? 
给 定 u(3，3) 一 4， 试 问 沿 着 特征 曲线 ， 能 得 到 u(15，21) 的 怎样 的 值 ? 
解 ”经 过 初始 点 的 特征 曲线 由 下 列 初始 问题 所 决定 
r=6 yor way 
x)=3 y0)=3 u(0)=4 
对 这 些 方程 进行 积分 ， 得 到 
z=6s+3 
y= 3s +3s+3 


wast de tasta 
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设 *=2， 我 们 得 到 z 一 15，y 一 21，v 一 24. 国 
例 7 利用 特征 线 法 求 下 列 边 值 问题 的 解 . 
p +u, = y 
u(z,y) = 4 4r=y 
E ”我们 求 经 过 点 (I，y) 二 (r，r)，r<<6 的 特征 曲线 . 解 方程 组 
| x=6 y=x way 
x0) =r y(0)=r u(0)=4 
得 到 
r=6s+r 
y=3sttrstr on 
wastinitnt+4 


若 (z，y) 是 平面 中 已 知 的 点 ， 则 我 们 试图 利用 (23) 中 前 两 个 方程 确定 相应 的 (r，*)， 计 算 的 结 
RE 


eae? +12 — y) 


s=(x—r)/6 
用 ”和 * 附 近 的 值 ， 从 (23) 中 的 第 3 个 方程 可 算出 u 在 (x，y) 的 值 ， 例 如 ， 若 (x，3y) 二 (15，21)， 
Mir, 9=3, DIF AMP 6 PARE, u=24. L] 
例 8 用 特征 线 法 解 边 值 问题 
人 = 1y bois 
u(x,y) = 2zy 当 zy =3 
解 ”特征 线 方程 是 
g=x y = uy ul = zy 
ee = x» be = 3/zo u(0)=6 
因为 
(ay)! =ry+ry = zy + ruy = zy tu) = u (1 +u) 
所 以 可 执行 关于 s 的 积分 ， 得 到 
ay = uthi te (25) 
利用 初始 条 件 ， 我们 求 出 c= 一 21， 可 从 方程 (25) 式 解 出 u, ARY 
u 一 一 1 十 V43 干 2zy a 


在 前 面 的 例子 中 ， 有 另 一 种 解释 我 们 工作 的 方式 ， 我 们 用 ~ 作为 参数 来 描述 数据 曲线 下 上 
的 点 、 如 前 所 述 ，* 是 一 个 参数 ， 它 描述 在 任何 一 条 特征 曲线 上 的 点 .假定 对 于 下 上 的 点 ,= 
0. (如 图 9-9 所 示 . ) 用 r=4 和 s=2 来 描述 标 有 @ 的 点 . 

以 同样 的 方式 ， 可 用 坐标 (r，s) 描 述 平面 上 的 其 他 点 .平面 上 每 个 点 都 赋 于 + 和 HAD 
成 立 。 此 外 ， 可 能 发 生 对 应 于 两 个 不 同 的 r 值 的 特征 曲线 可 能 相交 的 情况 ， 此 时 ， 交 点 使 没有 
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图 9-9 数据 曲线 TP 


唯一 的 (r，*) 描 述 ， 若 数据 曲线 卫 不 是 一 条 特征 曲线 ， 且 系数 函数 ea，5 和 c 是 光滑 的 ， 则 接近 


矿 的 点 将 有 唯一 的 坐标 (r，5). 
利用 刚才 概述 方法 中 的 > 和 *， 可 以 如 下 描述 我 们 的 工作 : 用 微分 方程 


[2z 一 cl at owes 
| ae Pot ai" 
27,0) = 1(r) yD = gr) ulr) = A) 


MERKO, s) bear, s), yr, DAU, s). BEPHSR 
z= Jr) y=g(r) 
给 出 ， 三 个 微分 方程 的 积分 产生 三 个 表示 曲面 的 参数 函数 
z=xrys) y=yr,s) w= u(r,s) 
显然 曲面 包含 空间 曲线 
Piz=jr) y=g(r) u=h(r) 


因此 ， 我 们 已 找到 一 个 曲面 ， 它 是 原 偏 微分 方程 的 解 并 且 包 含 一 条 给 定 的 空间 曲线 P" ， 注 意 


TÈT B) zy 平面 上 的 投影 . 
习题 9.5 
1. 利用 特征 线 法 解 下 列 问题 : 
u, tau, =0 
k fr; Yas 
u, +2uu, =0 
a(n 
uO, y= fly) 
$ j tamen 
uA, = fly? 
2. 给 出 
w+ =0 
(i = kx/2 
RM u7, 3). 提示 : 可 利用 课本 中 的 例子 . 
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验证 例 8 解答 中 得 到 的 函数 是 给 定 问题 的 解 - 

求 例 6 中 微分 方程 的 解 。 已 知 x 一 esin y 在 曲线 > 一 上. 说 明 如 何 克 服 数值 上 的 困难 .利用 点 (7，5) 在 
经 过 (1]，1) 的 特征 曲线 上 的 这 一 事实 ， 求 w(7，5). 

, 按照 一 般 的 理论 ， 说 明 为 什么 方程 (7) 和 (15) 的 解 函数 沿 着 特征 曲线 是 常数 . 


6. 说 明 例 7 中 求 得 的 解 不 唯一 ， 提 示 : 当 (z，y) 给 定时 ， 在 求解 (r，5) 的 过 程 中 ， 二 次 方程 有 两 个 解 . 
7. 用 特征 线 法 求解 
网 tu, =a 
way =y 在 直线 zx+y 一 0 上 
8. 用 特征 线 法 解 下 列 边 值 问题 并 说 明 所 有 困难 : 
k +2u, =u 
u=1 Ñ y=2r 
9. 用 特征 线 法 求解 
fm tu =1 
usr Re = Poy = 2r 上 


10. 用 特征 线 法 求解 
全 + 2u, = y 
u=" Mx = cosr,y = sinr 上 
1 考虑 偏 微分 方程 au +ou, =0, Wha 和 4 仅仅 是 z 的 函数 ， 求 经 过 (ze，w ) 的 曲线 方程 ， 在 此 曲线 上 u 
的 值 保持 不 变 . 
9.6 拟 线 性 二 阶 方程 ,特征 线 法 
在 本 节 中 ， 讨 论 方程 
aun + bu, + cuw +e = 0 a) 
我 们 允许 a,， b, cHe Bx, y, u, u Alu, 的 函数 ， 这 样 的 一 个 方程 称 为 拟 线性 的 ， 正 如 在 对 
一 阶 方程 的 特征 曲线 的 研究 中 那样 ， 这 里 我 们 询 求解 函数 沿 着 zy 平面 上 的 一 条 曲线 有 怎样 的 
特性 . 
9.6.1 特征 曲线 
BC hry 平面 上 用 参数 
=al) y=ys) GER 
给 出 的 一 条 曲线 ， 传 统 的 记号 p=u. Mg =u, 将 简化 我 们 的 工作 ，z，y，p，g 和 z 不 直接 作 
为 的 函数 ， 通 过 直接 微分 ， 有 


d apdr, pdy y 4, 
ds Ja ds + ay ds 7 "er tuy (2) 
d agde, agds yyy y as 


ds ard ay 中 
从 (2) 式 可 解 u., ， 得 到 


4 Ape 
ua = (Po uno’ ix = By Rd- u, dy w 
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类 似 地 ， 从 (3) 式 有 
tn = Ee dzds_dg_ dz 5) 


ds dy “> ds dy dy “ dy 
(4) 和 (5) 这 些 方程 沿 着 曲线 C 是 成 立 的 如果 把 刚才 导出 的 表达 式 代 人 到 方程 (1)， 结 果 是 


dp_, dy Uu az), 
a( È wy T) un +e( G8 uny Dte 0 (6) 
当 (6) 式 用 dy /dz 相 乘 时 ， 结 果 为 
dp dy _ fd] d dg dy 一 
af 2 2 tn ($2) rote Bef Se ty [re 0 (7) 
合并 (7) 中 的 项 ， 有 
dy\? _, dy, 1, dpd dg, dy _ 
~us [a($) -otepa ppt atego (8) 
选择 直到 现在 还 未 指定 的 曲线 C 使 得 (8) 式 中 不 出 现 项 wv,。 因 而 ，C 被 描述 成 微分 方程 
a(22) 1 4e=0 (9) 
这 样 的 一 条 曲线 C 被 称 为 微分 方程 (1) 的 特征 曲线 . 
9.6.2 分 类 
因为 (9) 式 是 dy /dz 的 二 次 方程 ， 所 以 特征 曲线 的 性 态 由 判别 式 
A 三 由 一 4ac 


ME. BERNAC, y. WE A>0， 则 称 微分 方程 是 双 曲 型 的 ， 若 A=0， 则 称 微分 方程 是 
抛物 型 的 ， 若 A 二 0， 则 称 它 是 椭 图 型 的 ， 这 个 分 类 可 随 zy 平面 内 的 点 而 变化 ， 它 也 与 解 有 
关 ， 因 为 a, 5b 和。 允许 与 +，y，u，w: 和 w, 有 关 ， 在 线性 情况 中 ， 系 数 函数 a, bA 只 与 x 
和 y 有 关 ， 内 而 分 类 变 得 更 简单 . 
用 三 个 代表 性 的 熟悉 方程 很 好 地 说 明了 这 个 方程 的 分 类 . 
名 称 形式 ab c A 类 型 
热传导 us 一 u,=0 1 0 0 0 抛物 型 
波动 au 一 kt 一 0 1 0 一 1 4 双 曲 型 
拉 普 拉 斯 u.tu,=0 1 0 1 一 4 椭圆 型 
例 1 对 下 列 方程 进行 分 类 
(r+ yun HUH u, 一 0 
解 ”这 个 方程 的 判别 式 是 
AGr,y) =— 4(r+ y+ 2%) 
在 + 十 y>0 的 区 域 中 ,方程 是 椭圆 型 的 ， 在 x 十 y<0 的 区 域 中 ,方程 是 双 曲 型 的 ， 而 在 直线 
aty=0b, 它 是 抛物 型 的 . E 
例 2 求 属于 下 列 方程 的 特征 曲线 
Yuu +(+ y Jun 十 zyuw =0 a0) 
R ”描述 特征 曲线 的 微分 方程 是 (9) 式 ， 在 此 例 中 ， 它 是 
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判别 式 是 

和 A 一 及 一 4ac = (r+ y*)? — Ary’ = (r—y)’ 
因为 A>0( 除 了 在 曲线 =y 上 之 外 )， 偏 微分 方程 (10) 是 双 曲 型 的 ， 所 以 特征 曲线 有 两 个 常 
微分 方程 求解 ， 即 


dy _ b+tVA _ (at y*) +] e—y' | az 
dx 2a 2y 
假设 +>y¥， 对 应 于 加 号 的 第 一 个 方程 是 
dy _ x 
dr y 
其 解 是 双 曲线 族 y* 一 zx? 一 a， 对 应 于 减 号 的 第 二 个 方程 是 
ay = y 
其 解 是 指数 曲线 族 y= fe". rcy 时 ， 这 两 种 情况 相反 当 z 一 交 时 ， 方 程 (10) 是 抛物 型 的 
且 特 征 曲线 再 次 是 常 微分 方程 dy /dz 二 y 的 解 . a 


9.6.3 算法 

现在 我 们 回 到 (8) 式 并 假定 曲线 C 是 特征 曲线 ， 在 C 上 ， 和 斜率 函数 dy/dx 服从 (9) 式 ， 故 
(8) 式 简化 为 

ah 4 M4 AY =o a3) 

现在 我 们 指出 ， 在 双 曲 型 方程 情况 中 ， 如 何 局 部 地 使 用 (13) 式 来 数值 计算 一 个 解 ， 此 时 ， 两 条 

特征 曲线 穿 过 一 个 已 知 点 (ze y). AERP 9-10 中 指出 的 情况 ， 其 中 两 条 特征 曲线 穿 过 点 A. 


图 9-10 特征 曲线 AB, 和 AB, 


为 简化 记号 ， 我 们 引进 解 二 次 方程 (9) 中 产生 的 函数 w 和 v: 
f» = (6+ V5)/ (2a) 
lv: = (b — VA)/ (2a) 


(14) 
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i fie D7 ALAR AE 
因而 两 条 特征 曲线 由 下 列 微分 方程 给 出 
ay Bon a5) 
(13) 式 可 以 用 下 列 事实 简化 : (14) 式 中 的 函数 w 和 v 满足 关系 : 
witw=ba ww= c/a (16) 
对 两 条 特征 曲线 ，(13) 式 的 更 简单 的 形式 是 
dp dg _ dy 
二 十 由 了 一 一 efa 42 =v, 
de E s an 
B+ a, U eja 当空 = wm 
可 使 用 有 限 差 分 法 求解 (17)， 求 解 的 方程 是 方程 (15) 的 离散 化 形式 : 
A-B) _ (A)+u(B) as 
1(A) rB) 2 
IA) ~ IBe) _ (A) + wm(B,) 
TA) 1(B,) 一 2 19) 
和 方程 (17) 的 离散 化 形式 : 
PA) — p(B) +[a mCi) Tata) 1B) 
(A) — zB,) 2 x(A) ~ 2B) | 
== FECA) + (e/a)(Be)) (20) 
PCA) — p(B, + [= taB = (Bi) } 
7A) — rB) 2 r(A)—2(B,) | 
=- [e/a) (A) + (e/a) 0B)] (21) 
这 里 A ALB, 是 特征 曲线 dy /dz=w 上 的 点 ， 而 A ALB, 是 特征 曲线 dy /dr=v 上 的 点 ， 计 算 
u( 有 A) 的 公式 是 
u(A) =uCB, ) + [PRS PB a) = 2B] 
+ [2 [ycA) — BI (22) 
这 是 等 式 


du = u,dx+u,dy = pdr + gdy 


的 有 限 差分 模拟 ， 内 为 pu, 且 9 一 必 。， 注 意 到 ， 在 (18) 一 (22) 式 中 系统 地 使 用 了 沿 不 同 弧 的 


PRI HF SS (FL 


现在 假定 我 们 知道 +-，y，w，p 和 g 在 两 个 点 B, MB, 上 的 值 ， 则 (18) ~(22) 式 可 看 作 是 
确定 新 值 .r"(A)，y(A)，u(A)，p(A) 和 g(A) 的 方程 ， 求 新 值 问题 本 身 会 引起 困难 ， 因 为 这 些 
方程 是 非 线性 的 ， 在 数值 实践 中 ， 这 些 方程 通常 用 选 代 法 求解 下 面 是 这 -一 个 过 程 的 概要 ， 

L 从 x(A)，y(A)，u(A)，p(A) 和 g(A) 的 正确 值 的 猜测 开始 ， 这 些 猜 测 可 能 是 这 些 函 


数 最 新 的 值 ( 警 如 说 在 B,) 的 简单 扰动 . 
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2. 利用 z(A)，y(A)，p(A)，q(A) 和 wu( 有 A) 最 新 的 值 计算 wm (A), v2 (4) 和 (Ce/a)(A4)， 

3. 利用 (18) 和 (19) 式 再 计算 AODA rA). 然后 利用 (20) 和 (21) 式 再 计算 pCA) 和 g(A). 
利用 (22) 式 再 计算 uA). 如 果 新 值 与 旧 值 差别 很 大 ， 则 退回 第 2 +. 

在 第 1 步 ， 利 用 (18) 一 (21) 式 的 比较 粗糙 的 形式 ， 容 易 得 到 计算 值 的 初始 猜测 ， 因 此 ， 可 
利用 在 B, AB, 上 的 值 蔡 代 在 这 些 方程 中 出 现 的 平均 值 ， 当 这 些 做 完 后 ， 方 程 (18) 和 (19) 是 线 
性 的 并 且 很 快 地 解 出 迭代 的 初 值 ， 这 个 工作 产生 下 列 公式 : 


_ 3(B.) — y(Bı) + zx(Bi)vw(B,) — zx(B,)v,(B,) 
= v (B,) — v: (Bz) 


yA) = y(B,) +u (B )[x(A) — z(B,)] 
R= p(B) — p(B,) + vi (B,)q(B.) — v:(B;q(By) 
S = (e/a) (B; )(x(A) — 2(Bz)] — (e/a)(B, 2A) 一 z(B,)] 
q(A) = (R— S)/[v, (B1) — v (B,)] 
P(A) = p(B; — (e/a) (By )(2(A) — 2(B,)] — v (B;)[q¢A) ~ (Bz) ] 
若 拟 线性 方程 (1) 事 实 上 是 线性 的 ， 则 a，5，c，A,， nav 仅仅 是 z My 的 函数 ， 函 数 ， 
及 其 导数 将 不 出 现 前 面 的 6 个 函数 中 ， 此 时 (18) 和 (19) 式 可 和 z(4) 和 y(4) 一 起 求解 ， 之 后 ， 
(20) 和 (21) 式 可 和 p(A) 和 q(A) 一 起 求解 . 
例 3 编写 用 特征 线 法 求解 边 值 问题 
ua ~ Au — u, = 0 


u(r,0) = f(x) u,(2,0) = g(x) @<z<1) 


(A) 


的 简略 的 伪 代 码 . 

解 ”我 们 在 区 间 [0，1] 中 选取 ”个 等 距 点 zj ， 计 算 起 点 在 z 的 特征 曲线 交点 上 的 数值 解 . 
因为 A=16， 所 以 (14) 式 给 出 w 一 2 和 vw, 二 一 2。 特 征 曲 线 的 微分 方程 是 dy/dr=2 和 dy/dr= 
一 2， 如 图 9-11 所 示 ， 这 些 曲 线 是 直线 ， 其 中 取 n 二 8， 在 此 例 中 ， 因 为 g=u, = 一 。， 所 以 方程 
(17) 具 有 下 列 形 式 ， 


+244 —g=o ue =-2 
dp_4dg_ dy _ 
Ek spez 
现 设 h=1/(n 一 1)， 这 是 区 间 [0，1] 上 离散 点 z 之 间 的 距离 ， 参 考 图 9-12， 我 们 看 到 若 B= 
Cee yy B= Cathy y, A=Ct4, yh). 因此， 可 省 略 (18) 和 (19) 式 ， 在 (20) 式 和 
(21) 式 中 使 用 e 一 一 心 = 一 9， 化 简 以 后 ， 这 些 式 子 变 成 
pA) + (2+4 4A = PBD + (2-4 Jaca. 
pA) 一 (L+) = p(B)— (2-4 
这 对 线性 方程 的 解 是 


Ja 
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h 
pA) = HGB + pB] + (1-4 lB — (BI 


aA) = [PBD — pB 十 (2 一 全 )[gCB:) 十 9CBD]1/(4 十 全 
4 z 


适当 化 简 后， 公式 (22) 化 为 
WA) = uB) + ËA 十 p(B1)] 十 各 [gq(A) +B] 


0 1 B, B, 


图 9-11 例 3 中 的 特征 曲线 图 9-12 例 3 中 离散 部 分 空间 的 说 明 


下 面 是 这 个 过 程 的 算法 : 


input n 
hol/(n—1) 
for j=1 ton do 
ry Dh 
yoo 
uja- firj) 
Pf Cr) 
DRE) 
output zj, 94+ Pye Qe my 
end do 
for i=} ton do 
SA 这 
for j=] ton~ ido 
aya, +h/2 
Pe-La + ps1)/2+ 0 hDg] 
gq [pi p+ (2—h/4) Gp +g)]/(4+h/2) 
二 (P+ p) /4+Th(GG+ gq) /2 
pp 
ard 
output x). yje Pjs Qe uj 
end do 
end do 
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因此 ， 我 们 已 经 对 给 出 的 边界 问题 讨论 了 一 个 简略 的 代码 . a 
9.6.4 另 一 种 特征 线 法 
有 另 一 种 特征 线 理论 的 方法 .我 们 首先 分 析 变 量 从 (+，y) 到 (&， 的 一 个 变化 能 导致 微分 
方程 (1) 中 什么 简化 ， 假 设 引 进 新 变量 
E= elay) 7= Ny) (23) 
这 个 替换 在 微分 方程 
au. +hu,, teu, +e = 0 (24) 
中 的 影响 可 首先 通过 计算 
u, = ud. tug. 
u, = uk, + ugy 
Un = Urban + Uat 十 Maye 十 gu 十 az + um 
Ury = Ueksy H Ugg g: 十 Ugh + Ughy F ugéynz 十 Ughy: 
uy = ue + ugk, + ugn E, + ur 十 ugk + unn 
来 确定 ， 把 这 些 表达 式 代 入 (24) 式 ， 我 们 得 到 
uglagi + 06.6, HES] + ug (208.9, + Ery + ys + 2c8yny] 
+ uy lan? + bn toi] + f= 0 (25) 
thas b, cMe 中 ， 必 须 也 作 适当 的 奉 代 ， 所 有 二 阶 导数 项 都 被 显示 ， 而 f 包含 所 有 其 他 项 . 
(见习 题 9. 6. 8. ) 央 为 我 们 对 双 曲 型 情况 有 兴趣 ， 所 以 二 次 方程 
az 十 凡 十 c= 一 0 
应 假定 有 两 个 实 根 (一 b 士 VA)/(2a)， 其 中 判别 式 A 一 外 一 4ac 是 正 的 ， 车 我 们 选择 坐标 变换 
使 得 


&./& = (—b+VA)/ (2a) 
/Dp = (—b—VA)/(2a) 


则 微分 方程 (25) 化 简 为 
ua[2a8.9: + b(n +89.) + 2 +f =0 (26) 
这 个 方程 是 双 曲 型 方程 的 典范 型 ， 用 
Kary) = 常数 Wary) = 常数 (27) 


描述 的 曲线 是 特征 曲线 .容易 验证 这 些 曲线 是 前 面 (19) 式 中 得 到 的 微分 方程 的 解 . 
例 4 REKE 
Uy — muy, 一 0 (28) 
是 双 曲 型 的 区 域 ， 并 确定 化 方程 为 典范 型 的 变量 替换 . 
解 ” 因 为 判别 式 是 多 一 4ac 一 4y， 所 以 方程 (28) 在 上 半 平 面 内 是 双 曲 型 的 。 为 求 变量 替换 ， 
我 们 解 微分 方程 
E/E, = (b+ —Fac)/(2a) = y”? 
ae! By = (bvo hac)/(2a) 一 一 
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作为 解 ， 我 们 可 取 
E=xt2y? y=x—2y" 

根据 新 变量 ， 方 程 (28) 变 成 
2 


Era a 


4u, + 


习题 9.6 

L EBA: 2 O=0 H ac 一 0， 则 微分 方程 (1) 是 双 曲 型 的 ， 说 明 它 的 特征 曲线 是 dy/dz = V 一 c7a 的 解 ， 

2. 证 明 : 若 = a 且 外 >>4a*， 则 微分 方程 (1) 是 双 曲 型 的 ， 且 穿 过 zy 平面 上 每 个 点 的 两 条 特征 曲线 是 相互 
ETLN 

5. 求 特征 曲线 是 zcosa 十 ysina=0 和 z? +y? 一 B 的 一 阶 篇 微分 方程 

E 将 下 列 方程 分 类 成 双 曲 型 的 ， 抛 物 型 的 或 精 圆 型 的 


a yun 十 ru 十 um Hutu, =0 


b. zyus +e'u, + yu, =0 
C Bua Hun Hup +2yu+7=0 
o 求 方程 xy ua 一 ww 是 双 曲 型 的 区 域 ， 确 定 它 的 典范 型 及 简化 的 变量 赫 换 . 
e 验证 沿 Er, DR XKz，>) 保 持 常数 的 曲线 是 方程 (9) 中 定义 的 特征 曲线 . 
. 作 (23) 式 中 的 变量 埋 换 后 ，(24) 式 变 成 (25) 式 ， 其 具有 形式 
aug + Buy + Mp +e =0 


证 明 
F—4ay = (6 — 4ac)J* 
| 
最 后 ， 得 到 结论 ， 若 雅 可 比 行列 式 不 为 零 ， 则 微分 方程 的 类 型 (椭圆 型 的 ， 抛 物 型 的 或 双 曲 型 的 ) 不 改变 ， 
. 存 (25) 式 中 ,证 明 


其 中 了 是 变换 的 雅 可 比 行列 式 


æ 


f = et auu + att tier + buy Hipa + Eyy + ypyy 
, 证 明 例 4 中 的 微分 方程 的 典范 型 是 


2 


16uy + ue + uy = 0 
10. 补充 前 面 例 3 中 公式 推导 的 细节 
11. 计算 出 例 3 中 给 出 的 解 . 
12. 验证 例 4 中 最 后 的 方程 
计算 机 习题 9. 6 


利用 特征 线 方法 编写 解 下 列 双 曲 型 问题 的 通用 代码 
aun +bu,, + cu, +du, = 0 
uO.) = fy) uy) =e) O<y<D 
假定 a, b, 和 dd 是 满足 6 一 0 的 常数 ， 在 y 轴 上 区 间 O<y<] 内 到 等 距 点 . 


9.7 双 曲 型 问题 的 其 他 方法 


我 们 将 首先 讨论 双 曲 型 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 的 一 些 有 限 差分 法 .从 伴随 初始 条 件 的 单个 
方程 入 手 : 
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pals (GD 
u(z,0) = f(z) (=< r< œ) 
这 里 a 是 ( 实 ) 常 数 ， 因 为 在 直线 :二 0 上 的 解 是 已 知 的 ， 所 以 尝试 行进 方法 延伸 解 到 另外 的 直 
线 :一 上 ，t 一 2K， 等 等 是 自然 的 ， 其 中 大 是 z 变量 采用 的 步 长 . 
9.7.1 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 
假设 解 u 关于 两 个 变量 + 和 上 是 任意 次 连续 可 微 的 ， 则 由 泰勒 定理 ， 得 
Fust fun to (2) 
在 这 个 等 式 的 右边 ，u 及 其 导数 在 基点 (x,，1t) 上 求 值 ， 另 外 ， 级 数 应 该 在 某 项 终止 并 且 补 充 一 
个 适当 的 误差 项 . 
因为 函数 u 是 (1) 的 解 ， 所 以 a Sau, us, 二 a*u,s 等 等 (习题 9.7. 1 要 求 对 这 给 出 证 明 . ) 
内 此 ，(2) 式 可 写成 


ulz,t +k) = ut ku, + 


: 3 
ulz, +A) = ut kau, + BE, + Ag, +o (3) 


当 我 们 希望 设计 一 个 具有 步 长 的 二 阶 精 度 的 数值 方法 时 ，(3) 中 的 级 数 在 项 we 处 截断 ， 然 后 ， 
《3) 式 右边 的 导数 可 用 二 阶 有 限 差分 近似 代替 . 设 h 是 z 变量 采取 的 步 长 ， 则 步 进 求解 的 公 
式 是 

wrth) 一 ar | 


ta folz +h,t)— s) + Zh, 
+E (z tht) e )+olz—h 2] 
使 得 
vir tk) = (25 + s)ula + hyt) + 1 — 45?) vast) + (2s? 一 5)u(z 一 用) (4) 
HP s= (ak)/(2h)，(4) 式 表达 的 方法 是 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 ， 因 为 方程 (4) 的 解 一 般 不 是 方 
程 (3) 的 解 ， 所 以 我 们 改变 成 变量 v. 
显然 ， 不 存在 从 方程 (3) 中 导出 高 阶 方法 的 限制 .习题 9. 7. 2 要 求 利用 这 些 原则 导出 一 个 
三 阶 方法 . 
稳定 性 分 析 
在 由 (]) 式 给 出 的 简单 的 模型 问题 中 ， 立 即 可 写 出 解 
u(x,t) = flx + at) 
车 引入 网 格 点 (jh，nk)， 并 且 取 up 二 v(jh，nk)， 则 (4) 式 将 具有 下 列 形式 ; 
Uim = Ë + S) Uaa HO 45?) + (28? — 50 an 6) 
其 中 s= (ha) /(2h). 利用 9. 1 节 的 传 里 叶 方法 可 执行 稳定 性 分 析 ， 为 此 ， 我 们 寻找 (5) 式 具有 
下 列 形式 的 解 
Up = ee (i=V-D 
代入 这 个 试验 解 到 (5) 式 中 并 作 化 简 ， 得 到 
f= 1-4 +e (28 45) +ew2—s) 


Mig BH AB BBE 527 


= 1-45 +(e oF) $28 (em HEM) 
= 1— 4s + 2issingh + 4s*cosph 
这 里 使 用 了 欧 拉 关系 
em = cosph +i singh 
为 了 稳定 性 ， 我 们 要 求 | e* | <1. HAA 
| e |? = 1—165sin:g(1— 4s*sin?@ + cos*0) (6) 
其 中 0 二 Bh/2， 现 在 稳定 性 条 件 是 
1 — 4s*sin?@ + cos’@ > 0 (7) 
当 9 二 x/4 时 ， 左 边 表达 式 出 现 极 小 值 ， 当 | s | <1/2 时 ， 极 小 值 是 非 负 的 ， 因 此 稳定 性 要 求 
(必要 条 件 ) 是 有 | a | Sh. 
9.7.2 方程 组 
下 面 考虑 双 曲 型 方程 组 ， 它 具有 下 列 形式 
U, = AU, (8) 
这 里 U $8 — TS Bu, uP, oe, VHR ENAERE, 0 9 R.A A 是 
mmXm 的 。 如果 问题 是 双 曲 型 的 ， 则 A 必 有 m 个 不 同 的 实 特征 值 ， 拉 克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 的 向 
量 形式 是 与 (4) 式 类 似 的 : 
Viet +8) = Via + (È AIV Cr+ hy) — Ver- hve] 


: 
+ (È AIVE HAD — Va $V] 9 


使 得 
Voayt-+h) = GADA + DV + hat) + — (22A))V (at) 
+ (eA) (22A — DV(a— yt) 
其 中 r= /(2A)， 不 作 详细 讨论 ， 我 们 只 提出 这 个 数值 方法 是 稳定 的 当 且 仅 当 A 的 每 个 特征 
值 满足 & | X | <hy BIA 的 谱 半 径 满足 不 等 式 kp(A)<h. 
9.7.3 温 德 罗 夫 隐 式 方法 
前 面 的 讨论 应 用 于 只 提供 初 值 的 微分 方程 ， 如 果 变 量 x 限定 于 一 个 区 间 ， 例 如 [o，1]， 则 
一 个 适 定 问题 会 指定 区 域 0<z<1 和 0 的 整个 边界 值 ， 此 时 ， 隐 式 数值 方法 可 用 于 微分 方 
程 (1)， 根 据 9. 2 节 的 讨论 可 以 期 望 隐 式 方法 可 能 得 到 较 好 的 稳定 性 质 ， 一 个 这 样 的 方法 是 由 
温 德 罗 夫 (Wendroff) 名 字 命 名 的 .首先 写 出 它 原来 提出 的 形式 : 
1 (> Via 4 vj ster Hira) 


Virin — Y; Uite 一 Uj ett 
(ste + te) (10) 


a 
这 里 可 以 看 出 用 一 阶 差分 的 平均 值 来 表示 导数 ， 这 个 方法 的 截断 误差 是 OCh? 十 所). 
稳定 性 分 析 
在 进行 稳定 性 分 析 之 前 ， 我 们 把 (10) 式 写成 下 列 形式 : 
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Yer AE Hian Ar) = vw Ar) tytn) 
其 中 r=ak /h. 下面， 我 们 寻找 形式 为 
Un = ep ew 

的 方程 (11) 的 解 .把 它 代 人 方程 (11)， 接 者 化 简 它 得 到 

Sl +r) + ee” r) = lre” +r) 
因此 ， 

e = [1 te + re — 1 1/[1 + e* 一 r(ea 一 1)] 

为 使 | o% | <1, BRR 

PL +e +r- 1) |<| 1 十 eg 一 r(em 一 1) | 
求助 于 习题 9. 7. 6， 我 们 找到 一 个 等 价 条 件 

(1 + cosh )(rcosBh — r) + (singh )(rsingh) <0 
这 个 式 子 的 左边 为 0， 故 方法 对 一 切 a, k Mh REEK. 

误差 分 析 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


现在 我 们 着 手 证 明 前 面 作出 的 断言 ， 温 德 罗 夫 方法 中 的 截断 误差 是 O( 如 十 如 )， 其 确切 仿 
义 需要 某 些 附加 的 说 明 ， 微 分 方程 具有 形式 Lu=0, HP Le MW Lu=u— au. 由 (10) 式 ， 


在 数值 过 程 中 蔡 代 上 的 有 限 差 分 算 子 具 有 形式 


1 1 
TA + B) Ze(CC+D) 


Sep A, B, CHD 由 下 式 给 出 
(Au) (ryt) = u(ryt tk) — u(r,t)] 
(Bu) (rst) = k' [ulr thyt +k) — ulz thy] 
(Cud Cast) = h [ula +hyt) — u(x,t)] 
(Dud (xt) = hula +h,t +k) = ule t $b) ] 
利用 中 心 差分 ， 我 们 有 


(Awa = u (x,t + Ek) 0c) 
BoD = u(t hott Ak) HOGD 


(Cuda = u (xt fat) OU) 
(Durt) = u (2+ 3 
对 任意 充分 光滑 的 wx， 我 们 不 坚持 
{L- FAB) + tac +D))u = OU +) 
仅 对 满足 微分 方程 的 函数 证 明 这 个 等 式 ， 因 此 在 证 明 中 ， 假 设 Lx=0， 从 而 我 们 只 需 证 明 
(A+B)u—a(C+ D)u = O? +#) 
引 理 1( 离 散 化 误差 引 理 ) REFRE PH RKRRELOU +E). 


hst tk)+ Om) 
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证 明 由 泰勒 定理 和 微分 方程 ， 我 们 有 
A = ula + Flue (2) +O) 


= au, (200) + Sat has (23t) + OU?) 


在 后 面 等 式 中 用 ath RE 14A 
B= au, (£ + h.t) + Lakun rth) +0) 


= au, (x,t) + ahu,, (rst) +O) + Fat (xt) + OR) + OCR) 


类 似 地 ， 我 们 得 到 
C= u, Cast) + phates rs) +O) 


D= u(t +b) + Ehun (rot +2) + OUP) 
= u, (20) hata (2, +O) + Ahun (200 + OCR) + OU) 


= u, (ryt) + aku, (r,t) + OCR) + Phu (2st) + OCR) +O) 


于 是 ， 我 们 有 
A+ B~a(C+D) = OCB) + OCA) +O) 
= On +k) E 
9.7.4 MITE 
伽 辽 金 法 也 可 应 用 于 双 曲 型 问题 ， 用 伴随 初始 条 件 和 边界 条 件 的 单个 一 阶 微分 方程 : 
u, = au, 
(240) = glx) O<zr<l a5) 


lueco,D = ult) =0 (>0) 
来 说 明 具 体 方法 。 首 先 选择 某 些 zx 的 基 函 数 ， 例 如 w, wey oy w. 我 们 尝试 用 下 列 形式 的 
函数 
ulz,t) = Leow, (x) (16) 


求解 我 们 的 问题 ， 可 几 函 数 UL. vs oy v, 来 协助 这 项 工作 . 把 试验 函数 (16) 代 入 到 微分 方 
程 中 ， 得 到 


Br (Dw; (2) — av; (Dw (2)] = 0 (17) 


照例 在 接 下 来 的 这 个 方法 中 ， 我 们 不 期 望 方程 (17) 是 相 容 的 . 即 我 们 不 期 望 找到 函数 w 使 这 
个 方程 成 立 ， 当 然 ， 其 理由 是 边 值 问题 (15) 的 解 可 能 不 能 像 (16) 式 那样 根据 选择 的 函数 ww 来 
表达 ， 在 伽 辽 金 法 (以 及 其 他 类 似 的 方法 ) 中 ， 寻 求 的 是 方程 (17) 的 近似 解 ， 同 时 ， 必 须 考虑 到 


l 
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(15) 式 中 的 边界 和 初始 条 件 ， 为 了 简单 起 见 ， 在 0 及 1 上 的 每 个 基 函 数 w 为 0。 由 试验 函数 
(16) 知 ， 齐 次 边界 条 件 将 自动 满足 ， 下面， 对 (17) 式 两 边 用 w, 1<i<n (FAR, 4A 


De cw, wd — a, wy wd] =0 Sig (18) 


这 里 记号 (Ap) = | gdr. (18) Ri n PADRE o, 的 个 线性 齐 次 微分 方程 的 方程 


组 . 我 们 注意 到 选择 {vw ,ws,… w) 作为 区 间 [0,1] 上 的 标准 正 交 系 有 很 大 的 优点 . 假定 (18) 式 
采取 形式 
Vv’ = AV (19) 
KEP V= Cus vws es wM A den Xn EE, HERE 
ay = alw wi) 


(15) 式 中 的 初始 条 件 现在 变 成 
Euy Ow, (2) = g(a) (20) 
= 


另外 ， 此 式 也 许 不 可 能 精确 地 满足 ， 并 且 如 果 是 这 样 ， 则 我 们 可 选择 w (0) 使 得 (20) 式 在 也 范 
数 意义 下 尽 可 能 地 接近 满足 ， 因 为 函数 w 已 假定 构成 标准 正 交 系 ， 所 以 这 意味 着 

v,(0) = (gsw,) (21) 
《20) 式 提供 求解 方程 组 (19) 的 初始 条 件 。 正 如 我 们 从 8. 11 节 知 道 ， 这 个 方程 组 的 解 是 

Vit) = e* VCO) 
一 个 方便 的 标准 正 交 系 由 在 0 和 1 上 为 零 的 函数 

Ww (r) = 2"?sin xjr 

组 成 ， 另 一 个 标准 正 交 系 可 对 函数 序列 r Har), j=l, 2. e, 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 
程 来 构造 . 
习题 9. 7 
1. HEPA: 车 =a uw,， 则 对 i 一 0，1，2、…， 


atu 
ae 
并 且 证 明 向 最 的 情况 . 
.根据 (3) 式 导出 一 个 三 阶 通 近 方法 . 
,提供 导致 (6) 式 和 (7) 式 以 及 稳定 性 条 件 &| al <h 的 论证 中 所 有 的 细节 . 
对 方程 (1) 的 数值 过 程 


pet 一 = FE Ota — Dota) 


进行 稳定 性 分 析 . 
.研究 方程 (1) 的 网 拉 方 法 的 稳定 性 : 


Poet = the $B = Bese) 


Bou Aly RAP MM. u=r+iy, v=atib, EMFARSASH. 


a |utv| |u-vl 


a 
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b. rat yb<0 
由 此 证 明 (14) 式 . 
7. 参考 温 德 罗 夫 方法 并 说 明 截断 误差 中 主 项 是 
por mak? Yusr (Tot) 


计算 机 习题 9. 7 

.编写 (4) 式 的 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 的 程序 ， 假 定数 值 解 是 在 由 a 万 z<b 和 :十 所 定义 的 线段 上 计算 的 ,其 
Ha, OMT AEH. SR, (Me 也 是 给 定 的 ， 用 户 希 望 指定 步 长. 

，( 续 ) 对 问题 mw 一 2ur，w(z，0)=(1 一 z)， 测 试 上 题 中 编写 的 程序 ， 取 /一 0.02，k 一 0.01，a 一 1，b 一 2 和 
了 = 1， 比 较 数值 解 与 真 解 ， 


9.8 多 重 网 格 方法 


微分 方程 数值 解 的 多 重 网 格 方法 是 基于 离散 化 和 接着 用 有 限 差分 公式 逼近 导数 ， 这 个 方法 
的 卓越 性 质 是 在 区 域 上 使 用 一 些 从 粗 到 细 排 列 的 不 同 网 格 ， 在 粗 网 格 上 的 数值 解 可 很 快 地 计 
算 ， 但 它 将 具有 低 精 度 ， 虽 然 这 样 ， 但 它 作为 细 网 格 上 和 迭代 解 的 初始 点 可 能 是 有 用 的 ， 这 仅仅 
是 多 重 网 格 方法 的 一 个 方面 ， 我 们 从 一 个 简单 的 例子 人 手 说 明 它 如 何 工作 . 
9. 8. 1 作为 说 明 的 例子 

考察 下 列 两 点 边 值 问题 


w(x) = f(x) 

u(0) = u(1) = 0 
此 例 仅 用 作 说 明 ， 多 重 网 格 方法 的 实力 仅 当 我 们 开始 将 它 用 于 偏 微 分 方程 时 才 呈 现 出 来 . 

若 选 定 步 长 4， 则 可 用 标准 的 方式 离散 化 问题 (1)， 
hwn yD Sf U<j<n) (2) 

这 里 我 们 采用 下 列 这 些 定义 : 
m 
不 难 直接 求解 nX n 的 方程 组 (2)， 但 是 考虑 到 求解 偏 微 分 方程 的 必要 性 ， 我 们 选择 用 迭代 法 处 
理 (2)， 为 此 选择 高 斯 - 赛 德 尔 方 法 ， 当然， 如 果 提供 一 个 好 的 初始 向 量 ， 选 代 法 将 很 快 产生 一 
个 满意 的 解 ， 对 即将 处 理 的 问题 得 到 初始 点 的 一 个 方法 是 在 碍 网 格 上 求解 同样 的 问题 ， 因 而 ， 
可 设想 方程 组 (2) 用 较 大 的 步 长 h 写 出 ， 这 个 方程 组 将 有 较 少 的 方程 ， 但 方程 有 同样 的 结构 . 
方程 组 具有 形式 


(1) 


h= z=jh ymu) f= fa) w=un=0 


2-1 0 ol =K fi 
-1 2 一 1 … 0||~ —h fi 
0-1 2 = ollw|= l—ay, 
0 0 0 … 2} ly, =h fa 


内 此 ， 这 个 方程 组 也 可 用 高 斯 - 赛 德尔 法 选 代 求 解 . 若 我 们 选择 这 样 做 ， 则 一 定 希望 从 一 个 好 
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的 初始 向 量 开始 ， 而 这 样 的 初始 点 仍 可 利用 粗 网 格 得 到 ， 等 等 因此， 合乎 逻辑 的 是 开始 用 粗 
网 格 ， 此 时 方程 组 (2) 处 于 最 简单 的 情况 ， 即 n= 二 1， 当 n= 二 1,h 一 1/2 时 ， 方 程 组 中 只 有 一 个 
方程 ， 它 的 解 是 

w=0 n=} w=-0 


现在 我 们 准备 转换 到 细 网 格 点 ， 用 2 BRA, H 2n 十 1 代替 n, 
建立 新 的 方程 组 ， 因 此 ，n 二 3，h 二 1/4， 我 们 临时 使 用 w 作 
为 这 个 新 方程 组 中 包含 的 向 量 .， 用 v 赋 适 当 的 初始 值 于 分 量 
wis wis w, wi 和 ws， 图 9-13 中 所 示 为 v Aw 之 间 关 系 
的 略图 ， 根 据 向 量 v 携带 的 信息 赋值 给 向 量 w 可 用 许多 方式 
实现 ， 通 常 使 用 的 是 一 个 简单 的 插值 格式 ， 这 里 作为 说 明 ， 。 图 6.13 说 明 多 重 网 格 从 
我 们 将 在 适当 的 分 量 上 复制 v 的 值 到 w 上 ， 其 他 的 分 量 利用 粗 网 格 到 细 网 格 的 例子 
平均 值 ， 因 此 ， 使 用 的 5 个 式 子 是 : 
Wo = YW w =v w = w = (w +v )/2 w, = (v + v)/2 

这 样 ， 就 抛弃 了 老 的 v 向 量 并 用 w 代替 它 ， 下 面 我 们 用 刚才 构造 的 初始 向 量 v 来 执行 少许 高 
斯 - 赛 德 尔 方法 迭代 .然后 通过 将 六 减 半 从 而 改变 ”来 形成 新 的 网 格 点 .以 后 的 过 程 重复 进行 . 


input m. A 


he1/2; nel 
mes 由 08 we- (1/8) fC) 
for i=2 to m do 
he-h/2; ne-2n+1 
for j=0 to (n+1)/2 do 
wye 
end do 
for j= 1 to (n+ 1)/2 do 
wittu Hy)? 
end do 
for j=0 to n+ 1 do 
yay 
end do 
for p= | tok do 
for j= 1 ton do 
welu bayer mh? GGA) /2 
end do 
end do 
output Cv) 
end do 


在 伪 代 码 中 ，/ 是 出 现在 原 问 题 (1) 中 的 函数 .使 用 的 网 格 点 数 (包括 第 1 个 ) 是 m, 是 在 
每 个 网 格 上 执行 高 斯 - 赛 德尔 迭代 的 次 数 ， 从 v 到 zw 的 信息 转移 称 为 插值 阶段 ， 我 们 用 公式 
wy = wi = (vty)/2 (3) 


表示 算法 的 一 般 步 。 在 伪 代 码 中 ， 起 始 于 “for p=1 tok do" 的 循环 是 执行 高 斯 - 赛 德尔 迭代 天 
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步 ， 因 此 ， 方 程 (2) 是 求解 第 j 个 未 知 量 ， 导 致 
v, = (vj + on — hè f;)/2 a) 
这 个 公式 用 于 更 新 每 个 w， 整 个 迭代 过 程 执行 上 次 . 

Mouw, RAH wf v 的 插值 过 程 可 如 习题 9. 8. 1 中 暗示 的 那样 更 为 简单 地 获得 . 
代码 仅仅 用 作 教学 目的 ， 但 它 可 用 于 实验 一 一 特别 是 其 解 是 已 知 的 问题 ， 因 为 可 以 考察 实际 的 
解 与 数值 解 之 间 的 差别 ， 在 f(z) 一 cosz 的 情况 下 这 是 可 行 的 ， 相 关 的 两 点 边 值 问 题 的 解 是 

u(x) =— cosz + z(cosl — 1) +1 (5) 
设 m( 格 点 改进 数 ) 是 6， 并 设 k (高 斯 - 赛 德尔 迭代 数 ) 是 3， 我 们 发 现 计算 解 和 真 解 之 间 相差 大 
约 10“， 在 最 后 的 格 点 上 4 {SE 1/64, H h?~2X107', 
9.8.2 误差 的 阻尼 

多 重 网 格 方法 另 一 个 要 素 是 系统 地 从 细 网 格 前 进 到 较 粗 网 格 ， 其 方向 与 我 们 前 面 说 明 的 相 
反 ， 在 该 方向 上 前 面 粗 网 格 的 信息 向 上 转移 从 而 为 较 细 网 格 上 的 迭代 提供 初始 点 ， 在 计算 过 程 
的 后 面 的 点 上 结合 较 粗 网 格 的 原因 是 在 对 应 于 粗 网 格 的 选 代 中 往往 有 效 地 阻尼 低频 误差 ， 相 
反 ， 在 细 网 格 上 的 迭代 中 往往 有 效 地 阻尼 高 频 误差 ， 多重 网 格 方法 便利 用 了 这 个 重要 特性 ， 并 
且 在 很 大 程度 上 ， 这 是 方法 成 功 的 原因 . 

利用 微分 方程 (1) 的 一 个 简单 的 数值 实验 指出 不 同 频率 误差 的 阻尼 .考虑 齐 次 方程 
w=0 
u(0) = ul) =0 
显然 它 的 解 是 u(x) 三 9， 我 们 用 (4) 式 描述 的 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 求 解 这 个 问题 ， 在 方程 中 取 /=0 并 
FEIE 3% thh 2 OR e 


(6) 


v = sin( 20 O<j<nt)D 


作为 起 始点 ， 这 里 n( 如 前 面 所 用 的 ) 是 区 间 (0，1) 上 的 内 结 点 数 ， 它 控制 网 格 的 精细 度 ， 在 这 
个 实验 中 ， 央 为 问题 的 解 是 x 二 0， 所 以 向 量 v 被 认为 是 误差 . 

参数 /控制 初始 误差 的 频率 ， 给 出 利用 4 个 给 定 的 频率 执行 次 迭代 的 伪 代 码 ， 在 每 次 高 
斯 - 赛 德尔 迭代 结束 时 计算 向 量 的 范 数 . 


input n. k, Pis Prs pas Pa 
for p= pis Pre Pas pido 
forj=0 tont+1 do 
w= sin Gpr) / a+) 
end do 
fori=1 to k do 
forj=1 to n do 
v= wji ty 1d/2 


end do 

p= h vh Smaxteyce | vy 
output p. i> p 

end do 
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当 这 个 程序 用 n=63, &=100 和 p=1, 4, 7, 16 运行 时 ， 得 到 如 图 9-14 中 所 示 的 结果 . 
显然 高 频 的 误差 通过 和 迭代 被 迅速 地 阻尼 ， 而 低频 误差 仅仅 被 轻微 地 阻尼 . 


10 


图 9-14 在 100 次 选 代 中 误差 的 缩减 


9.8.3 分 析 
为 分 析 迁 代 对 误差 的 阻尼 作用 ， 我 们 选择 雅 可 比方 法 作为 说 明 .， 当 雅 可 比 迭 代用 于 方程 组 
Ar=b fit, RARE 


2? = (1— D A)” +D"b (7) 
Hh DA 的 对 角 元 构成 的 矩阵 ， 在 本 节 的 例子 中 ，(2) 式 涉及 的 矩阵 A 是 
2-1 0. 0 
-1 2-1 0 
A=] 0-1 2 0 
0 0 om 2 
而 右边 是 ,一 外 用. 所 以 选 代 矩 阵 是 
1 
oF o 0 
1 1 
训 0 也 0 
G=I-D'*A= i 
oF 0 0 


显然 
G=1—-1a 
I-> (8) 
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由 9.1 节 中 的 引 理 1，A 的 特征 值 是 


m = 2—2eos HE A<j<n) (9) 
对 应 于 jp 的 特征 向 量 是 
oO = (sin 2%_, sin 22% sin ZT 
v? = (sin Tsin AE... sin 70") (10) 
WOR. BE G 的 特征 值 2, 是 
a = 1 Fy, = cos a<j<n 
所 以 迭代 阵 之 谱 半径 是 
RER C EAE PRE S ME. C E EG T 
Cb a ons 3 (741) =1-yk 


现在 ， 我们 开始 引出 结论 ， 首 先 ， 因 为 p(G) 二 1， 所 以 由 4.6 节 定 理 OM, HEAT ER. 
其 次 ， 我 们 注意 到 对 小 的 A 值 ， 谱 半径 接近 于 1， 这 说 明 较 精细 的 网 格 收敛 非常 慢 ， 第 三 ， 我 
们 可 利用 (10) 式 中 A 的 特征 值 去 理解 误差 的 阻尼 . 向量 v” 也 是 G 的 特征 向 量 ， 并 且 它们 构成 
R 的 一 个 基 ， 因此， 任何 在 数值 解 中 出 现 的 误差 必定 是 v, h, e, RREA. HIE 
误差 的 单个 分 量 REBET. BR, AGI ARKH Ev, AA | 4 | <1， 所 以 
Y kook}, CORPORA 0 但 是 这 个 阻尼 作用 的 强度 当 | A, | 最 小 时 将 较 大 . | Ay | 小 的 值 对 
应 于 范围 1<j<n Pj, RE j~ 或 jn， 我 人 有 | 2, | ~1. 
9.8.4 限制 和 网 格 校正 

整个 多 重 网 格 方法 包含 许多 步 ， 每 一 步 中 在 一 个 网 格 上 得 到 的 结果 被 传送 到 下 一 组 计算 的 
另 一 个 网 格 ， 我 们 已 经 指出 如 何 从 粗 网 格 向 上 计算 到 细 网 格 ， 在 进行 向 下 计算 时 ， 假 定 利用 方 
程 组 (2) 的 一 个 近似 解 向 量 vw， 不 用 当前 的 值 在 方程 组 (2) 中 迁 代 ， 而 是 决定 下 降 到 粗 网 格 做 
和 迭代， 因为 在 粗 网 格 上 将 处 理 得 更 快 ， 我 们 的 目标 是 对 增加 适当 的 校正 来 改善 v'， 车 “是 校 
正 项 而 方程 组 (2) 中 的 矩阵 用 A 表示 ， 则 需要 解 方 程 

Ate) =f ap 
这 里 广 表 示 当 前 网 格 上 的 函数 f， 记 原来 的 方程 为 
he = f Avr 

其 中 是 由 近似 解 "造成 的 残 差 ， 通 过 传送 到 较 粗 网 格 并 用 少量 高 斯 - 赛 德尔 方法 的 迭代 求解 
方程 组 A'e'=/'， 在 粗 网 格 上 ， 有 方程 组 


Atel = tt 《12) 
用 细 网 格 到 粗 网 格 上 信息 的 某 个 初等 变换 从 ~ 得 到 向 量 *-'， 这 样 做 的 一 个 方法 是 记 
rl=ry (13) 
一 个 更 精细 的 方法 是 利用 中 的 全 部 信息 通过 加 权 平均 给 出 
Ws prt pnt tre aa) 


不 管 使 用 什么 公式 ， 这 个 过 程 称 为 限制 . 
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对 (12) 式 作 少 量 高 斯 - 赛 德尔 方法 的 迭代 以 后 ， 我 们 将 有 向 量 e. 利用 前 面 讨论 过 的 插 
值 过 程 ， 我 们 得 到 向 量 e， 并 用 运算 
vedte 
更 新 w、 这 个 过 程 称 为 粗 网 格 校 正 格式 . 
9.8.5 V 循环 算法 
我 们 最 终 的 目标 是 描述 多 重 网 格 算法 中 所 谓 的 V 循环 . V 循环 的 名 称 可 从 图 9-15 中 的 简 
图 中 得 到 ， 此 图 描述 了 计算 过 程 . 图 中 的 每 个 圆 表示 在 一 个 网 格 上 执行 的 一 块 计算 ， 从 最 细 的 


网 格 上 开始 计算 .经 过 少量 迭代 后 ， 算 出 残 差 r+， 并 将 控制 
权 转 移 到 一 个 较 粗 的 网 格 上 ， 在 粗 网 格 上 处 理 形式 为 A= 一 ~ O o fe) Oo 
的 方程 ， 这 个 过 程 是 重复 的 ， 穿 过 一 连 串 的 网 格 向 下 传递 O O 
直到 得到 最 粗 网 格 上 的 一 个 方程 组 .这 个 方程 组 通常 是 精 O 
确 求解 的 ， 因 为 它 只 由 少数 几 个 方程 ， 可 能 刚好 是 一 个 方 图 9-15 说 明 多 重 网 格 中 
程 所 组 成 ， 在 图 的 向 上 部 分 中 ， 通 过 插值 过 程 以 及 执行 附 V 循环 的 例子 
加 的 迭代 由 较 粗 网 格 传 递 信 息 到 较 细 网 格 上 . 
为 给 出 V 循环 的 正规 描述 ， 首 先 给 网 格 编号 9: ，9:，…，9"， 其 中 9: 表示 最 粗 网 格 


而 9" 表示 最 细 网 格 ， 在 网 格 9' E, HE A 是 指定 的 ， 我 们 希望 求解 的 问题 是 Ato" = f"; 这 
是 给 定 的 边 值 问题 在 最 细 网 格 上 的 离散 形式 ， 因 而 /” 是 输入 向 量 ， 然 而 ,对 i= 一 1，m 一 2， 
…，1， 广 是 逐次 计算 的 ， 于 是 , V 循环 的 步骤 如 下 : 

L 既 i 等 于 m， 并 根据 边 值 问题 把 数据 放 入 S 中 ， 把 最 好 的 可 利用 的 猜测 放 入 oP 

2. 对 方程 组 A'v'= f 应 用 次 迭代 法 ， 用 当前 的 vv 作 为 初始 值 ， 计 算 残 差 一 < 一 三 一 Au 
应 用 限制 算 子 R;: Rr Me RE 1. 

3. 车 i 一 1， 转 到 第 4 步 ， 若 it 之 1， 转 到 第 2 步 . 

4. MRE A'u = f. 

5.i W1 MATKAT EEE BEM o- +E '. MRA Av =f 应 用 WE 
代 法 ， 用 当前 的 vi 作为 初始 值 . 

6. 车 i 二 =m， 输出 u HAIL. 车 i 二 m， 转 到 第 5 步 . 

下 面 给 出 我 们 的 模型 问题 在 多 重 网 格 方法 中 应 用 V 循环 的 伪 代 码 ，( 为 节省 空间 ， 对 循环 
使 用 缩写 记号 . ) 在 网 格 9' 中 ， 步 长 是 h=2“'， 临 时 工作 区 域 ww 用 于 存放 中 间 量 值 ， 在 代码 中 
使 用 的 限制 算 子 是 最 简单 的 一 种 ， 如 (13) 式 中 那样 ， 由 此 把 偶 -指标 分 量 直 接 复制 到 下 一 个 粗 
网 格 的 向 量 中 去 ， 代 码 中 其 他 一 切 均 与 前 面 列举 的 算法 一 致 ， 使 用 高 斯 - 赛 德 尔 迄 代 法 .在 这 
个 算法 中 ， 向 量 w 的 元 素 可 存放 在 一 个 二 维 数 组 中 ， 例如，V(J ， 了 )<v;， 使 得 数组 的 列 对 应 
不 同 层次 上 的 网 格 值 . 

伪 代 码 用 于 前 面 提 到 的 模型 问题 

u" = cosx 
u(0) = u(1) =0 
WERNE. (5) 式 是 这 个 问题 的 解 ， 例 如 ， 我 们 置 m 二 7， 其 在 最 细 网 格 上 对 应 于 = 
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1/128, 然后 ， 用 各 种 上 的 值 确定 这 个 参数 对 误差 的 影响 这 里 误差 与 macie | ulr) | 有 
关 ， 其 中 是 真 解 ，z; 二 jh，v" 是 算法 用 hh 二 2“ 在 最 细 网 格 上 产生 的 近似 解 ， 每 次 高 斯 - 赛 德 
尔 和 迭代 数 增加 1 次 ， 新 的 误差 大 约 是 前 面 误差 的 2/5。 对 3 三 k 达 8， 这 个 结果 成 立 ， 进 一 步 增 
加 上 致使 误差 不 太 显著 地 威 缩 ， 对 9 三 12， 减 缩 因子 大 约 是 0.6，0.7，0.8 和 0. 9. 


input m. 大 
nam 
he l/ (nt D 
yor feo 6 
fee fGh) as 
for i= m to 2 step — 1 do 

for p= 1 tok do 

welaj- ty Rp) ASJ 
end do 
we fiiy a 2ta] Aj 


P'ew; (gig <1 


m. 0&j&n+ D 


he 2h 
n(n 19/2 
end do 
uhm f1/2)/8 
for i= 2 to m do 
he-h/2 
ne2n+1 
wje! OSS = 
wy ie Loy it 1/2 ais 
yete, (O<jxtl) 
for p= 1 to k do 
yely tN] AK} 
end do 
end do 
outputa (OS jn +1) 


9.8.6 运算 量 
为 估计 多 重 网 格 算法 的 计算 成 本 ， 我 们 考察 代码 中 给 出 的 V 循环 和 V 循环 中 算法 的 运算 量 . 
在 过 程 的 向 下 部 分 ， 使 用 m 个 不 同 的 网 格 ， 在 网 格 9, 上 ， 有 2 个 点 ，2’ 个 未 知 量 和 21 
个 方程 。 一 个 变量 的 每 次 更 新 需要 高 斯 - 赛 德尔 方法 中 的 4 次 运算 ， 因 此 ， 在 每 个 网 格 上 ， & 
代 中 需要 进行 442’ 次 运算 ， 残 差 计 算 增加 5 。 2) 次 运算 而 限制 算 子 不 增加 什么 ， 因 此 ， 在 第 i 
个 网 格 上 ， 使 用 (4k 十 5)2' 次 运算 ， 所 有 m 个 网 格 的 总 运算 次 数 是 


due 十 5)2' ~ (4k +5)2""! = (8k + 10)2" 


类 似 地 计算 V 循环 的 向 上 部 分 ， 得 到 总 计 大 约 为 (8k 十 4)2" 次 计算 量 ， 于 是 对 整个 V 循环 包含 
大 约 16( 1 D2" 次 运算 . 
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对 于 在 单位 正方 形 上 像 V*u 二 f(x+，y) 那 样 的 二 维 问题 ， 相 应 的 次 数 是 多 少 ? 在 常见 的 离 
散 化 中 每 个 方程 包含 5 个 未 知 量 ， 用 高 斯 - 赛 德尔 方法 更 新 每 个 变量 大 约 需要 6 次 运算 ， 因 为 
有 两 个 变量 ， 所 以 在 第 让 个 网 格 上 的 变量 数 为 (2)*、 因 此 ， 我 们 看 到 对 计算 的 主要 影响 是 把 
2" 变 到 A", HEA" 的 因子 比 16(& 十 1) 大 ， 但 它 仍然 是 的 线性 函数 

前 面 的 注 记 说 明 计算 量 是 m( 网 格 数 ) 的 指数 函数 和 (指定 的 迭代 数 ) 的 线性 函数 ， 这 个 结 
论 对 任意 维 数 均 成 立 
习题 9.8 

MAMED vit ww 然后 由 w 代 震 v。 求 仅仅 利用 v 数 组 做 此 项 工作 的 一 个 有 效 的 代码 
计算 机 习题 9.8 
1. 重复 课本 中 介绍 的 设计 指出 缩小 不 同 频率 误差 的 数值 试验 
.重复 课本 中 在 连续 的 组 网 格 上 求解 模型 问题 的 数值 试验 
重复 课本 中 利用 V 循环 算法 的 数值 试验 
.对 下 列 一 维 问 是 


[Mr tuy = Slay (0<r<1l0<y<D) 
tuCrsy) = 0 在 边界 上 
编写 V 循环 算法 程序 ， 当 Ao. y ==2z(zx 一 1) ++2y(y 一 时， 测试 你 的 程序 ， 真 解 是 u(xz，y)= ryz) 
dy, 
5， 在 本 节 第 1 个 代码 中 调整 循环 使 得 w 和 v, ,保持 常数 ， 而 不 是 来 回复 制 . 
利用 本 节 第 1 个 代码 ， 执 行 一 些 数值 试验 来 确定 是 否 存在 高 斯 - 赛 德尔 迭代 次 数 上 的 最 优 值 . 
= 推广 本 节 中 的 代码 使 之 适合 问题 wz) 一 A(z)，u(a) 一 ao，u( 朋 一 及 


9.9 泊 松 方程 的 快速 方法 
两 个 变量 的 泊 松 方程 是 


uy Hup = f(r,y) a) 
在 涉及 此 方程 的 典型 的 物理 问题 中 ， 我 们 寻找 在 某 个 指定 的 开 区 间 A 中 满足 方程 (1)， 并 且 在 
0 的 边界 (由 9 9 表示 ) 上 满足 指定 条 件 的 函数 u. 函数 了 定义 在 E. 
近年 来 ， 健 里 叶 分 析 已 被 应 用 于 得 到 求解 此 类 边 值 问题 的 快速 算法 ， 这 些 新 方法 利用 快速 
传 里 叶 变 换 ， 下 面 用 一 个 简单 的 模型 问题 来 说 明 导 出 这 些 新 算法 的 新 方法 . 


9.9.1 模型 问题 
模型 问题 是 : 
[Q= Kay 10<z2<10<y< 1} 
un Huy = f(x,y) 在 Q 内 (2) 
[me 在 90 上 
我 们 着 手 离散 化 ， 取 
r= mish y= jn O<ij<cnt) 


对 问题 (2)， 引 入 一 个 常见 的 近似 
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vy Susie) fs = Katuy) 
问题 的 离散 化 形式 是 
h? Cuasi 一 2w + viij) Bh? Cup — 205 + Uj) = Se (3) 
在 (3) 式 中 ,i 和 j 的 范围 是 {1，2，…，n }。 在 (3) 式 中 大 多 数 的 项 是 未 知 的 ,但 是 因为 边界 
条 件 ， 我 们 要 求 


Vy = Uj = Va = Vir = 0 a 
此 时 传统 的 做 法 是 用 选 代 法 解 方程 组 (3)、 这 里 有 n 个 方程 和 n 未 知 量 ， 用 逐次 超 松弛 求解 此 方 
程 组 的 计算 工作 量 是 O logn)， 另 一 个 含有 快速 变换 的 方法 可 使 这 个 工作 量 降 到 O(logn). 


9.9.2 快速 傅 里 叶 正 弦 变换 
寻找 下 列 形式 的 方程 组 (3) 的 解 : 
wy = Sian siniks O<i,j<n+)) (5) 
Hp p= a/(n+1), 这 里 数 是 我 们 希望 确 定 的 未 知 数 . 它们 表示 函数 "的 传 里 叶 正弦 变换 , 


一 旦 w% 被 确定 ， 就 可 用 快速 傅 持 叶 正 弦 变 换 有 效 地 计算 vy. 
车 由 (5) 式 把 wv, 代入 到 (3) 式 中 ， 结 果 是 


Mas [sinG + Das — 2sinikg + sin(i — Db] 


; (6) 
十 > sinikb Loner — 205 + nj] = h fy 
现在 ， 利 用 引 理 2 中 的 三 角 恒等式 简化 第 1 个 和 式 ， 同 时 ， 引 入 方 的 正弦 变换 ， 
fo 一 5 fy sinikg 
结果 是 
Bc 4sinikg) ( sin? 44) os 


+ sinät Gnas 一 2oy + V1) = BD fs sinikg 
a a 

由 引 理 1 知 ， 基 有 元 素 sinij$ 的 矩阵 非 奇异 ， 所 以 ， 可 以 从 (7) 式 导出 

i, (— Asin? #)+ 1-25 tone = ht hy (8) 
初 看 起 来 (8) 式 好 像 是 另 一 个 有 到 RURA n 个 方程 的 方程 组 ， 它 仅仅 稍稍 不 同 于 原来 的 方 
程 组 (3)、 但 仔细 的 检查 显示 : 在 (8) 式 中 , 和 可 取 固定 的 ， 并 且 因为 所 得 的 n 个 方程 的 方程 组 
是 三 对 角 的 ， 所 以 它 容易 直接 求解 . 因此， 对 固定 的 &，(8) 式 中 的 未 知 量 构成 Rs 中 的 一 个 
向 量 

Cu pa Dn) 

上 面 所 用 的 方法 把 原来 的 n° 个 方程 的 方程 组 拆 开 成 个 方程 组 ， 而 每 个 方程 组 有 n 个 方程 
个 方程 的 三 对 角 方 程 组 可 用 OCn) 次 运算 求解 (事实 上 ， 需 要 少 于 10n 次 运算 )、 因 此 ， 我 们 可 
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用 1om 次 运算 求解 > 个 三 对 角 方 程 组 快速 傅 里 叶 正弦 变换 对 个 分 量 的 向 量 使 用 OCnlogn) 
次 运算 . 因此 ， 在 快速 泊 松 方法 中 总 的 计算 量 是 O logn). 
9.9.3 附加 的 细节 
有 必要 提出 前 面 讨论 中 的 一 些 细节 . 首先， 从 (5) 式 中 观察 边界 条 件 
Voj = Veer, = 0 O<j<n+l]) 
会 自动 地 满足 而 不 对 系数 v 作 任何 限制 。 然 而 ， 其 余 的 边界 条 件 


Vo = Vier = 0 
将 不 满足 ， 除 非 我 们 补充 两 个 等 式 : 
i Fai = 0 O<i<ntl (9) 
a a 
(9) 式 表明 两 个 向 量 
Do stos. ee Veo) 和 Crets Dreti ve es ant) 


必须 正 交 于 ( 引 理 1) 那 个 非 奇 异 矩 阵 的 行 ， 因此， 必须 定义 
Yo =U =0 (<k<n 
引 理 1( 对 称 正 交 矩阵 引 理 ) 元 素 为 
(678) an = (2/n)!sin YE U<k<n-1,1<j<n-1) 
HO DX n= DE A 是 对 称 和 正 交 的 、 因 此 ，42 一 了 
证 明 我们 计算 A 的 一 般 元 素 ， 


wt 
2 kun. jor 

Ai, = Sana, = = J) sin "sin 2 
4 Banay = E sin 1 


= BRe[ Det —e)] ao) 
HP $= (Ch jn/n, 0=(k+j)nr/n. 
Ë k=j, MW $=0 H 9=2kr/n, HH I<k<n—1, MUORE 2x 的 信 数 ， 因 此 ， 


这 里 我 们 注意 到 e™* =e = 1, 
车 kj， 则 #$ 和 9 都 不 是 2x 的 倍数 . (10) 中 的 几何 级 数 可 利用 通常 的 公式 求 和 ， 结 果 是 
AR = Arf Sa - Sa) 
o a ‘lel eij 
Hi kj 是 偶数 ， 则 十 j 也 是 偶数 ， 并 且 此 时 e“ 二 ew 二 1， 因 此 ，A% 二 0， 另 一 方面 , 若 
一 j RAR, WA 也 是 奇数 。 此 时 ce 二 ew” 二 一]， 因 此 ， 我 们 要 证 明 


Re #1- r] ap 


REDIRA E 


为 了 证 明 这 个 结论 ， 首 先 注意 到 对 = 天 0 
142 z 1_ Re[ 
Re[ = ]= Re{ 2 ]= cle. 

然后 ， 应 用 这 个 关系 于 z 二 e* 一 1， 得 到 


Rea] cosg 一 1 _ cosg 一 1 l 


cosg 一 DTSn  2—Zcosp 2 
当然 ， 当 % 一 0 时 ， 上 式 也 成 立 ， 因 此 ，(11) 式 左边 的 两 项 是 相同 的 . 
引 理 2(sin(A 十 B) 的 引 理 ) 
sin(A + B) — 2sinA + sin(A — B) =— 4sinAsin? 2 
证 明 ”利用 下 列 熟 悉 的 恒等式 
sin(A + B) = sinAcosB + cosAsinB 
1—cos2A = 2sin? A 
计算 机 习题 9. 9 
用 各 种 的 值 以 及 你 的 程序 库 中 执行 快速 泊 松 求解 过 程 的 计算 机 程序 来 解 模型 问题 (2). 
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10.1 凸 性 和 线性 不 等 式 


线性 不 等 式 的 理论 非常 类 似 于 更 为 常见 的 线性 方程 的 理论 .这 里 我 们 将 讨论 这 个 主题 的 基 
础 部 分 并 指出 它 的 某 些 应 用 . 
10.1.1 基本 概念 

在 这 个 主题 中 所 使 用 的 一 切 向 量 和 矩阵 都 是 实 的 ( 非 复 的 )， 因 为 理论 本 质 上 利用 实 线 的 有 
FAW. CR 中 的 两 个 点 (向 量 )z 和 y， 我 们 记 

z>y 当 且 仅 当 zi 之 y(1<i<n) 

类 似 地 ， 我 们 用 分 量 不 等 式 来 定义 <y, >y 或 +<y， 特 别 应 该 注意 >y Sry H r#y 
是 不 同 的 ( 原 内 是 x Ay 并 不 意味 着 对 一 切 1，z, 天 %， 而 是 对 茉 个 i，zi 天 yi )， 

nn 个 变量 的 m 个 弱 线 性 不 等 式 系统 可 以 写成 

Ar>b (CD 
其 中 A J m Xn JERE, x 是 n 维 向 量 , b 是 m 维 向 量 ， 在 这 个 系统 中 单个 的 不 等 式 是 
artı Haat: + +anz, >b, (0<i<m) 
或 
Amt >b A<i<n) 

其 A EM A 的 第 i 个 行 向 量 ， 这 样 的 不 等 式 系统 涉及 的 一 个 基本 问题 是 它 是 否 相 容 ， 换 
名 话说， 是 否 存在 «RM Ar>b? 如 果 它 是 相 容 的 ， 则 我 们 想得到 求解 的 算法 ， 更 一 般 的 线性 
不 等 式 系统 可 能 是 


Naz, >b (<ism) 
a 


[Das >h  Gmti<i<m 
但 为 了 简单 起 见 ， 我 们 考虑 系统 (1). 
为 了 看 看 希望 得 到 什么 ， 我 们 考虑 一 个 小 的 例子 ， 其 中 n=2, m=3; 
atx >2 
| nom >l (2) 


一 3r +2, >—6 


A a $ 
[Jones 
=E Ar 一 6 


满足 t> 的 点 位 于 由 x 十 zx, 一 2 给 出 的 直线 的 一 边 . 由 图 可 知 ， 这 条 线 和 其 他 的 两 条 线 
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由 系统 (2) 所 产生 ， 我 们 可 以 确定 表示 系统 (2) 的 解 的 所 有 点 的 集合 ， 它 是 图 10-1 中 的 一 个 三 
角形 ， 从 图 中 容易 看 出 ， 如 果 把 系统 (2) 中 所 有 的 不 等 式 反 向 ， 则 所 得 的 系统 是 不 相 容 的 。 而 
且 ， 在 系数 矩阵 中 作 某 些 小 的 改变 ， 可 以 产生 一 个 系统 ， 它 的 解 集 是 无 界 的 .〈 例 如 ， 在 第 三 
个 不 等 式 中 把 一 3 变 为 一 1. ) 这 也 粗略 地 表明 解 集 是 凸 的 ， 现 在 详细 阐述 这 个 事实 (关于 凸 集 
的 理论 ， 读 者 可 查阅 6.9 节 . ) 


图 10-1 系统 (2) 的 解 集 


10.1.2 ARMAR 
定义 1( 凸 集 的 定义 ) 一 个 线性 空间 中 的 一 个 子 集 K 称 为 止 的 ， 如 果 连 接 开 的 任何 两 个 
点 的 线段 全 部 落 在 K P. 
这 个 性 质 的 代数 表达 式 为 
zay eK \ 
o<e<1) 
KF PY ASEM ES AEP EB. RBA A MRE A, Hh RHE 
非 负 的 且 它 们 的 和 等 于 1. 
定理 1( 凸 集 定理 ) KAD, MK 中 的 点 的 任何 西 组 合 也 属于 KK. 
证 明 定理 1 用 归纳 法 来 证 明 ，m 二 1 的 情形 是 显而易见 的 ，m 二 2 的 情形 由 凸 性 的 定义 可 
知 是 正确 的 。 为 了 从 m 一 1 的 情形 证 明 m 的 情形 ， 我 们 记 


dae” = Ae +0 — ws 
it a] 


>a + — 0y E K 


Hop r” dk K PAKA, > 0 ada = 1. AmRRMA/A—A,) 是 非 负 的 且 其 和 等 于 1. a 
m 


定理 2( 了 凸 集 之 交 定 理 ) 西 集 族 之 交 也 是 是 的 。 
证 明 ”假设 对 一 个 指标 集中 的 每 个 a。，K. 是 一 个 凸 集 ， 如果 z，>E 门 K. Hoo. A 
H K, 是 凸 的 ， 所 以 bz 十 (1 一 ye K, 对 每 个 a 成 立 ， 因 此 , 97 十 (1 一 0)yE NK.. a 


线性 规划 及 其 相关 论题 545 


下 面 是 一 些 涉及 系统 (2) 解 集 的 定理 . 

定理 3( 解 集 定理 ) ”线性 不 等 式 系统 的 解 全 是 一 个 凸 集 . 

证 明 单个 线性 不 等 式 ar> 的 解 集 是 凸 的， 这 可 以 通过 下 列 计算 证 明 

a’ (@z+(1—-@)y) = 一 如 rz 十 (1 一 g)ary 过 用 十 (1 一 0)8 一 有 

其 中 工 和 ?是 这 个 解 集中 的 元 .线性 不 等 式 系统 的 解 集 是 单个 不 等 式 解 集 的 交 ， 因 为 任何 凸 集 
族 之 交 是 凸 的 ， 所 以 这 个 集合 也 是 凸 的 . 

回顾 6. 9 节 ， 集 合 S 的 凸 包 是 一 切 S 中 点 的 凸 线性 组 合 的 集合 ， 而 且 通常 用 co(s) 表 示 .。 W 

定理 4( 凸 包 定理 ) 集合 S 的 凸 包 是 包含 S 的 最 小 的 西 集 . 

证 明 设 K 是 S 的 凸 包 , 又 设 了 是 其 他 任意 包含 S 的 凸 集 , 我 们 要 证 明 K CT. K 中 一 个 


奥 型 的 元 素 具有 形式 = Sar Ke x, € Sa, > 0, 1a, = 1. 因为 全 包含 5, 所 以 显然 有 


ZE 了 .因为 了 是 凸 的 ,所 以 zE T. 因 为 zx 是 天 的 一 个 任意 的 元 素 , 所 以 大王 工 . a 
定理 5( 分 离 定理 1) RX AR PH-AMGR, WR pR-AAKAX 中 的 点 ， 则 对 某 
A vA0, ANA 
(vp) < inf (vz) 
证 明 设 S 是 一 个 中 心 在 p 的 闭 球 ， 它 具有 足够 大 的 半径 保证 S 5X 相交 ， 因 而 SVX 
是 紧 的 ， 函 数 z 上 > ‖z 一 p 是 连续 的 ， 假 定 在 SOX 上 它 的 极 小 值 是 & 如 果 zxEX 且 0<0<1， 
则 y 三 09x 十 (1 一 0)&€E K， 因 此 容易 验证 上 y—pll>lle-pll. FR, 
le- pil? < l@xe+a—@e—pll? 
= l= p+r- Il? 
le= pil? +20¢— pape lael? 


因此 ， 
o< 2g- pr- +0 el? 
设 9 收 敛 于 0， 我 们 得 到 
0< (€—p,r— 6) 
v=- p, 可 记 最 后 的 不 等 式 为 


0< (v,z— p+ p—&) = (vzr p—v) = (v,r— p) — | vf}? 
因此 ， 得 到 一 个 比 我 们 断言 的 更 强 的 不 等 式 
0< full? < (vz) — tvp) [3 


证 阴 ( 另 一 种 证 明 ) ”因为 p 不 在 X 中 ， 所 以 0 不 在 平移 集 
X—p={x—ptx€ X) 
中 .应 用 6. 9 节 的 引 理 2 于 集合 Xp 通过 考察 该 引 理 的 证 明 ， 我 们 推断 存在 一 个 具有 下 列 
性 质 的 向 量 v0， 
(vrp) >(v) (rzEX) 
由 此 得 到 
por oll? aew a 
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上 述 定 理 在 希 尔 伯 特 空间 也 成 立 ， 但 是 必须 修正 其 证 明 ， 因为 希 尔 伯 特 空间 中 的 有 界 闭 集 
不 一 定 是 紧 的 ， 所 以 点 的 存在 性 现在 不 能 根据 SNX 的 紧 性 得 到 .我 们 可 以 这 样 处 理 : 设 
d=inf{ | x—p|| :xzEX}， 选取 一 个 序列 ziE XX,: 使 得 x; 一 pl 一 d， 由 平行 四 边 形 定律 ， 


lava, ?= i-a) ero I? 
=2ip—a, +2 p—z ll? 4 l p—Gitz)/2 lI? 
<2ilp—2z h? +2 ll p- az l? — 4d +0 


这 表明 序列 = 有 柯 西 性 质 ， 因 此 ， 它 收敛 于 点 £8， 并 且 容易 看 出 CC X( 因 为 X 是 闭 的 ) 而 且 
| x 一 人 =d( 因 为 连续 性 )， 证 明 的 其 余部 分 对 希 尔 伯 特 空间 来 说 不 需 改 变 . 
分 离 定 理 1 的 适当 形式 在 更 一 般 的 空间 是 成 立 的 。 现 在 列举 一 个 几何 上 的 应 用 例子 。R" 


中 的 一 个 闭 半空 间 定 义 为 下 列 形式 的 集合 
{rz: (a,x) >a} 


SEH aeR", ACR Hax0. 
定理 6( 半 空间 定理 ) Re PEAMARL-WOSTHMESMHR, 
证 明 设 X 是 一 个 闭 止 集 ， 显 然 ，X 包含 于 那些 包含 X 的 闭 半 空间 的 交 之 中 ， 对 于 相反 
的 结论 ,假设 p 是 一 个 不 在 X 中 的 点 ， 由 分 离 定 理 1， 存 在 一 个 向 量 v 头 0， 使 得 
(uy p> < infor) 
取 
A= infv,2) 
我 们 看 出 
XS {x (vz) Da} 
但 是 这 个 半空 间 不 包含 p. a 
定理 7( 分 离 定理 1D) RX AMGRGYAKESR(R 中 )， 若 六 和 Y 不 交 ， 则 存在 一 个 
mE VER", 使 得 
inf (v7) > sup 人 av》 
证 明 首先 我 们 指出 集 Z=X-Y EMM, Wa CZ HRE a>r eZ? RME n= 
-yy MEX A WEY. 由 了 的 紧 性 ， 存 在 一 个 收敛 的 子 列 yw -*yEY， 于 是 zu >r Hre 
ty， 因 为 X 是 闭 的 ， 所 以 十 yEX， 因 此 ，zE X 一 Y， 其 次 我 们 注意 到 0&z 一 y， 这 是 因为 
O=2—y (CrEX，yEY) 将 推出 X MY 包含 一 个 公共 点 ， 此 外 ， 快速 的 计算 表明 Z 是 凸 的 ， 所 
以 可 对 Z 应 用 分 离 定理 1， 推出 存在 一 个 向 量 vu， 使 得 


《v,0) < x 
v,0) weit, (Ux » 


ME e 表示 不 等 式 中 的 下 确 界 ， 对 zeX 和 yEY， 我 们 有 (Cv，zx 一 y) 之 e， 这 就 立即 导出 定理 
陈述 中 所 断言 的 不 等 式 . a 
10.1.3 极 值 点 

SAAR K 的 极 值 点 是 一 个 点 zE K， 它 不 能 写成 zx 一 by 十 (1 一 0)z， 其 中 O<e<1, ye 
K, c€K 且 > 天 *， 换 句 话说 ， 它 不 是 属于 K 的 任意 线段 的 内 点 一 个 等 价 的 定义 是 如 果 K \ 
{z} 是 凸 的 ， 则 ~ 是 凸 集 K 的 一 个 极 值 点 ， 例 如 ， 立方 体 的 顶点 是 立方 体 仅 有 的 极 值 点 ， 实 心 
球 的 极 值 点 是 它 所 有 的 边界 点 . 
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下 面 的 定理 是 Krein-Milman 定理 的 有 限 维 形式 (该 定理 可 参见 Royden[1968]). 

定理 8(Krein-Milman 定理 ， 有 限 维 形 式 ) ”在 nn 维 空间 中 每 一 个 紧 凸 集 是 它 的 极 值 点 集合 
的 西 包 的 闭 包 ， 

证 明 ”对 用 归纳 法 证 明 . 若 "一 1， 则 凸 集 是 一 个 有 界 闭 区 间 . 极 值 点 是 区 间 的 端点 ， 
所 以 此 时 定理 显然 成 立 。 现 在 假定 定理 对 维 数 小 于 n 的 情形 成 立 ， 并 设 K 是 维 空间 中 的 一 
PEO. HEEK 的 极 值 点 的 集合 ， 并 设 HERE MOA. SEW A=KCH RAH 的 闭 
包 )， 因 为 天 是 凸 的 且 ESK， 所 以 有 HSK. 因为 天 是 闭 的 ， 所 以 ACK, 我 们 必须 证 明 这 
个 后 面 的 包含 不 是 真 包含 。 假 定 p 是 K\ 月 的 一 个 点 ， 利 用 平移 (x rp), 我们 可 假定 
二 0， 因 为 0g 月， 所 以 齐 次 不 等 式 定理 (6. 9 节 定 理 3) 推 出 存在 一 个 向 量 vu， 使 得 对 一 切 vE 
万 有 (v，u)<0， 我 们 取 

c = supl tvz) : x € K} 
因为 0E€ K， 所 以 有 >00. AWK 是 紧 的 ， 所 以 这 个 上 确 界 可 达到 ， 这 意味 着 集合 
K’ = {z€ K: (v,x) =c} 
非 空 ， 因 为 集合 K' 位 于 一 个 超 平面 上 ， 所 以 K 也 是 紧 凸 的 且 维 数 为 x 一 1， 由 归纳 假设 ，K' 至 
少 有 一 个 极 值 点 z<， 正 如 我 们 将 证 明 的 那样 ，z 事实 上 就 是 KK 的 一 个 极 值 点， 假设 = 02, 十 (1 
一 0)z2,，0<0<1 且 zx,EK， 则 
c= (wz) = 一 buszi) 十 (1 一 0)(uzz)<& 十 (1 一 0)c =e 

因此 ，(v，z1)==(v，z,)=c 且 z,EK'， 但 是 = 是 天 "的 一 个 极 值 点 ， 所 以 zx =z,， 这 就 证 明了 
zEE. Alt, (w, z)<O<c : 矛盾 . a 

在 最 优化 问题 中 极 值 点 的 重要 性 源 自 于 在 紧 凸 集 上 求 线性 函数 极 小 问题 ， 我 们 仅 限于 搜索 
极 值 点 ， 下 面 是 一 个 正式 的 结果 . 

定理 9( 极 大 / 极 小 性 质 定理 ) it KÆR 中 的 一 个 紧 凸 全， 且 设 f AR 上 的 一 个 线性 泛 
BH, MSAK 上 的 极 大 值 和 极 小 值 在 K 的 极 值 点 上 达到 ， 

证 明 设 

c= sup{ f(z) +x € K} 
因为 了 连续 且 K 是 紧 的 ， 所 以 集合 
K'={r€EK: /f(r)=¢) 

FS. Eth SE AY. 因此， 由 Krein-Milman 定理 ，K 具有 一 个 极 值 点 x. HEHE Krein 
Milman 定理 证 明 的 常见 理由 ，z EK 的 一 个 极 值 点 。 通 过 考虑 一 了 的 极 大 值 可 得 f 在 K 上 的 
极 小 值 的 证 明 . [J 

定理 9 对 任何 局 部 凸 线性 拓扑 空间 中 的 紧 凸 集 均 成 立 ， 它 对 任何 连续 凸 泛 函 也 是 正确 的 . 
Krein-Milman 定理 对 任何 局 部 凸 线性 拓扑 空间 情况 是 正确 的 ， 在 有 限 维 情况 下 ， 它 不 一 定 要 
取 闭 包 ， 例 如 ， 参 见 Holmes[1972， 第 82 页 ]. 
习题 10.1 
1 证 明 每 个 闭 凸 集 是 包含 它 的 一 切 开 半空 间 的 交 . 开 半空 间 是 一 个 形 如 {z : (a, >A HRA. 
2. WE pE co(X) 当 且 仅 当 0E co X— p). 
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3. 证 明 : H SAT AAR, MAS, SHTAS-TERK. MS+TELH-WMs + HRA, HH ;€ 5， 
1€T.) 

4. EH: 车 上 是 一 个 线性 映射 且 K 是 一 个 凸 集 ， 则 LCK) 是 西 的 . RLOOZLA-WAL@) HRA, KH 
rEK.) 

5. HERA: co(AS)=Aco(S), co(S+T)=co (S)+co (T). 

6. 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 闭 凸 集 ， 证 明 : 若 eX, EX H | p-ell 一 distC(p，X)， 则 对 一 切 rE X, 
(=e, r780. 

7. 设 U 是 R" 中 的 一 个 紧 集 ， 证 明 : E uCU, REKEREKE, 1)>0 不 相 容 ， 则 它 包含 一 个 至 多 有 n 十 
1 个 不 等 式 的 不 相 容 子 系统 . 

8. WEH: 若 KK 是 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 闭 是 集 ， 则 对 每 个 点 PEK, EK 中 存在 叭 一 的 最 近 的 点 . 

9，( 续 ) 证 明 上 题 中 定义 的 喘 射 pHk 是 非 扩 张 的 ， 因 此 ， 若 (p,，k1) 和 (ps，ks) 是 映射 对 ， 则 上 一 & WS 
Np pel. 

10, 一 个 有 界 集 能 有 一 个 凸 补 集 吗 ? 


11, 证 明 , 若 X, 是 凸 集 , 则 coCX，U … U XD 是 一 切 凸 组 合 > ;bz 的 集合 ,其 中 r E€ X. 
a 


12. 证明 具 集 的 闭 包 是 凸 的 . 

13. 设 K 是 一 个 凸 集 ， 户 是 K 的 内 点 ， 而 9 是 K 的 任意 点 , 证明; 若 0<b6<1， 则 bp 十 (1 一 0)9 是 K 的 一 个 
WA. 

14. 证 明 : 对 vEU， 若 不 等 式 系统 (x，z)> 0 是 相 容 的 ， 则 对 uE co(U) ,系统 (x，zr)> 0 也 是 相 容 的 . 

15. WEH: 若 S 和 T 是 紧 凸 的 ， 则 co(SUT) 也 是 紧 凸 的 . 

16. EA: 若 XBR 中 的 一 个 有 界 集 ， 则 对 任何 p, 

supi Ip—zl :rE X} = supi l| p- z] :rE co(X)} 

17. EH: 2 U 是 紧 凸 集 且 系统 (uw，z) ORME UEU), MH u 位 于 U 的 极 值 点 集合 时 ， 系 统 (u，z)> 0 
也 不 相 容 . 

18. 证 明 ， 平面 中 任何 凸 集 是 顶点 位 于 给 定 集合 中 一 切 三 角形 的 并 集 . 

19. 设 是 至 少 包含 R" 中 十 2 个 点 的 有 限 集 ， 证 明 它 可 以 写成 X 一 Xi UX, WP oX 站 co( Xi)= BD. 

20. 证 明 R" 中 的 一 个 开 集 的 凸 包 是 开 的 - 

21. 举例 说 明 一 个 闭 集 的 凸 包 不 一 定 是 闭 的 . 


22. 集合 X 可 能 位 于 无 限 维 的 线性 空间 中 , 设 成 是 可 以 写成 Ye， 的 一 切 点 的 集合 ,8 >0, 8 一 lzEX. 
m m 


证 明 Ü H. RAM TEBE AM AI 000. 


23. ÆR 中 ， 设 连接 r 和 > 的 线段 用 zy 表示 ， 对 给 定 的 集合 X。， 用 
Xm =U {3y z € Xy € X} 
来 定义 Xi Xo e Xas ER, Xirsi 二 co Ky). 


10.2 线性 不 等 式 


设 X 是 实数 域 上 的 一 个 向 量 空间 ， 线 性 泛 函 是 X 到 R 中 的 一 个 线性 映射 ， 线 性 不 等 式 是 
一 个 命题 /(z) 之 a， 其 中 f 是 一 个 线性 泛 函 ， 这 类 单个 的 不 等 式 具 有 一 个 半空 间 {x f(z) 之 
中 作 为 它 的 解 集 更 加 有 趣 的 是 线性 不 等 式 系统 /:(z) 之 a; ，iE J， 其 中 了 是 某 个 指标 集 ， 不 一 
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定 有 限 . 
10.2.1 齐 次 方程 组 
我 们 从 与 齐 次 方程 组 有 关 的 线性 代数 定理 开始 ， 然 后 转 到 一 个 类 似 的 与 不 等 式 有 关 的 定 


理 . Af RTZEA SHES.: 
f={r€X: f(x)=0} 


HALS» fis r SORRERA Sis fes e Sn BREER. 
定理 1( 线 性 泛 函 定 理 ) ”对 一 组 线性 泛 函 ， 下 列 性 质 等 价 : 
L PDAs. 


SELS far s fa). 

证 明 12> 性 质 1 是 容易 的 ,事实 上 ,如 果 / 二 Das, Ha EÑN WHH i 
fi(z) =0, 由 此 显然 可 得 fC) = 0. 

BZ, 我 们 对 m 用 归纳 法 , 设 m=1 ABR PON, HH =0, WA=X. MLL, P=X 
且 f 二 0， 因 此 ， 在 此 情形 下 SELS), 车 1 关 0， 取 一 个 点 y 使 f1(y) 二 1， 且 设 z 是 X 中 的 
任意 点 ， 我 们 有 Alr—A@y]=fO—-A@ fi(y)=0, 帮工 一 f(z)yE 9， 由 假设 ， 
T 一 用 (z)y€ "因此 f(z) 一 用 (zx)f(y)=0 或 /=f(y)fh， 于 是 ,，f€ LSD. 

对 归纳 步 ， 假 设 定理 对 整数 m 成 立 ， 假 设 

roar 
设 Y=f%t1， 这 是 的 一 个 子 空间 ， 用 记号 /1Y 表示 了 在 Y 上 的 限制 ， 我 们 有 
fly SALLY 
由 归纳 假设 ， 对 适当 的 A, 
fl1Y= Danly 
台 


现在 两 个 等 价 式 是 (太一 Sas) IY= oml- DAL) D fen 利用 本 定理 mm 一 1 的 情形 ,我 
们 得 出 ,对 某 个 her， 
Das. = Amt fan a 


10.2.2 ”线性 不 等 式 
现在 讨论 关于 线性 不 等 式 的 一 个 完全 类 似 的 定理 ， 代 蔡 泛 函 的 零 空 间 ， 我 们 使 用 半空 间 : 
f= {rE€ X: f(z) >0} 
代替 通常 的 /1 for e fn 的 线性 生成 ， 我 们 考虑 它们 生成 的 锥 ， 
Cf fers shal = (Sas. +A, >0} 
定理 2( MAHA, 1902) 对 线性 泛 函 三 和 上 矿 ， 下 列 性 质 是 等 价 的 ; 
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Leon. 
2. fE CCfis fos r fa). 
证 明 “如果 性 质 2 成 立 ， 则 性 质 1 容易 推出 ， 事 实 上 ， 假 设 


ya Sas, 


Hp a >o. #refs » WH- Mi, f(2)S0, FA MIM BRA f(z) D0. 

反之 ， 我 们 给 出 在 X=R&" HE PIER. W—-PE4N v PARERA ER 
S=, xd, ABE FEC, HP CREECH + far ty fa) REBEL, FEAR 
v， 使 得 

f) < influu) 
设 
k = inf(v,u) 
因为 0EC， 所 以 有 RSO ERO, MÆ UEC, WHS, u) <0. M—-WIEW1, Ame 
C. 车 上 充分 大 ， 则 有 (uw，tux<k， 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 ，k=0 且 对 uec, 
(wif? <0< (vsu) 

由 此 可 得 fw)<os /iv)， 这 表明 性 质 (1) 不 真 . a 

福 科 什 定理 具有 下 列 矩 阵 -向量 形式 . 

EMME OBA RR) BEA 和 向 量 c 的 下 列 性 质 等 价 : 

1. bar, FADO, BM cx D0, 

2. KA y, yO 且 c=ATy. 
10.2.3 相 容 系 统 和 不 相 容 系统 

下 面 我 们 介绍 与 定理 3 类 似 的 一 个 非 齐 次 的 定理 ， 定 理 中 我 们 使 用 下 列 术语 ， 一 个 不 等 式 
系统 /,(x) 之 a; 被 称 为 是 另 一 个 系统 g, (zx) 之 B. 的 后 承 ， 如 果 第 二 个 系统 的 每 个 解 满足 第 一 个 
RK. Alii 

tet gz) > BIH i) Slat filr) >a HB i} 
定理 4( 非 齐 次 的 福 科 什 定理 ) 若 线性 不 等 式 (1) 是 线性 不 等 式 相 容 系统 
gDZB (<i<n 

的 一 个 后 承 ， 则 对 适当 的 0, 富 0， 我 们 有 


/f= Soe, 且 Yop, >a 


证 明 考察 系统 
ga-> a> U<i<n) (CD 
BMC, DERM, We(O>BAgG/A>B. HEM, S/a Ait 
f(x) —da SO (2) 


这 表明 不 等 式 (2) 是 系统 (1) 的 一 个 后 承 ， 现 在 考察 系统 
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gad AS U<i<n) (3) 
如 果 不 等 式 (2) 是 系统 (3) 的 一 个 后 承 ， 则 应 用 福 科 什 定理 的 齐 次 形式 ， 我 们 得 到 


fi-@) = Dargis —B) +60 @20) AKIK 
HP: 一 a) 简 单 地 表示 一 个 向 量 对 。 这 个 结论 可 写成 下 列 形式 


f= Dee. a= DOB. — 0 < Dee. 

这 就 是 要 证 明 的 论断 ， 然 而 ， 我 们 并 没有 完成 证 明 ， 因 为 可 能 发 生 (2) 不 是 (3) 的 后 承 的 情况 ， 
虽然 我 们 已 指出 它 是 (1) 的 一 个 后 承 ， 此 时 ，(3) 存 在 一 个 既 不 是 (1) 也 不 是 (2) 的 解 ， 这样 一 个 
ERT Cus 4) 必须 有 4 三 0， 因为 否则 的 话 它 是 (1) 的 解 ， 从 而 也 是 (2) 的 解 ， 于 是 ，g, (wu) 之 0>> 
f). 由 定理 的 假设 ， 存 在 一 个 向 量 "， 使 得 g;(v) 宇 8. 选取 一 个 正 数 4 使 得 f(x 十 Mo)< X 
是 可 能 的 .因为 当 Xy0 时 ， 上 式 的 右边 通 近 于 0 而 左边 允 近 于 一 个 负数 fw. AW futo 
a 而 g;(u/A 十 v) 之 g,(v) 之 B,， 因 而 这 与 假设 蔬 盾 . a 
10.2.4 矩阵- 向量 形 式 

定理 4 的 矩阵 -向 量 形式 如 下 . 

定理 5( 短 阵 -向 量 非 齐 次 福 科 什 定理 ) FRR 


Ar >b 

MÈ, HAR 

Ar >b r<a 
RAE, MER 

A'y=c yb>a y>0 
MÈ. 
定理 6( 不 相 容 系统 第 一 定理 ) BRR 

Ar =b zr>0 (4) 
不 相 容 ， 则 系统 

Aty>0 by<o0 (5) 
HE. 


证 明 FRA ORM, M 
bg¢K={Ar:r>0} 
因为 K 是 闭 凸 的 ， 应 用 10. 1 节 分 离 定 理 I， 存 在 向 量 y， 使 得 
(yb) < inf’ y,Az) 
因为 在 这 个 计算 中 x 可 能 为 0， 所 以 我 们 有 (y，5b) 二 0， 留 待 我 们 证 明 的 是 A y>0, MRER 
成 立 ， 则 对 某 个 指标 a。，(A'y),<0， 设 x 是 坐标 为 zj 二 X6 的 向 量 ， 于 是 


(yAr) = S)(ATy) 2, = ACATY), —— 20024 A ++ 00) 
名 
因而 对 适当 的 4， 我 们 必 有 (y，Az)<(y，5b)， 这 是 一 个 矛盾 因此，y 是 系统 (5) 的 解 。 图 
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定理 7( 不 相 容 系统 第 二 定理 ) BRR 
Ar<b x>0 
RAF, MÄR 
ATy>0 by<0 yoo 
相 容 . 


证 明 车 系统 (6) 不 相 容 ， 则 改写 (6) 为 
Ar+z=b z>0 :>0 


ca rl- Epe 


at 
0 


我 们 把 系统 (8) 写 成 下 列 形式 


由 定理 6， 系统 
peo by <0 


相 容 ， 这 是 系统 (7) 的 另 一 种 形式 . 

习题 10.2 

L 设 A 为 mXn 短 阵 ， 证 明 下 列 这 些 系统 中 的 一 个 相 容 但 不 会 两 个 都 相 容 ; 
a Az™0, 150, 1#0 

b. ATy>0 
. 设 A 为 mXn 和 矩阵 ， 证 明 下 列 这 些 系统 中 的 一 个 相 容 但 不 会 两 个 都 相 容 : 
a. Ar&0, x>0, zr#0 

b. Ary>0，y>0 

Gè: 这 称 为 Ville 定理 ，1938. ) 


y 


对 某 个 yE Pa ATy <0 RT. 
| SAL MAS, TEM RHE RA mx n EA 有 
max minyTAz < min maxy" Ar 


AEP, EPa P, Pe 


提示 :从 miny Az<max, y Ar #F. 


s 


y (A—AU)z = y"Ar — À 


2 


(博弈 论 的 极 小 - 极 大 定理 ) 证 明 


max miny™Az = min IaxyT Ar 
P,e JEP, EEP, 


' 如 果 U 是 全 部 元 素 为 1 的 mXn 和 矩阵， 证 明 对 一 切 x EP, 和 一 切 yE Pn A 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


定义 P, = (z € Riz DOB Yin, = 1) A DERN m X n ERER MARIA z E P. Ar > 08 A 


提示 ， 若 上 面 习 题 10. 2. 4 中 的 不 等 式 是 严格 的 ， 则 设 X 为 两 个 量 中 间 的 数 ， 利 用 习题 10. 2. 5， 对 矩阵 A 一 


AU 应 用 习题 10. 2. 3. 


een 


' 证明， 车 系统 Ar=0, z>0, 1#0 RHF, MRE AT y<<0 HF. 


“证明: EROR ASO 无 解 ， 则 对 某 个 y, FERI: yO, ATy=0 H b y=1 
EA: ERER ASO 没有 非 负 解 ， 则 不 等 式 AT <0, dy> 有 非 负 解 . 
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10. EH: 若 系统 ASO, x>0. xAO RHF, WRH A y<0, y>0 MB. 

11. GEM: 若 系统 4z=-0，z>0 不 相 容 ， 则 系统 4z<0 HE. 

12. 证 明 : 若 A 是 一 个 nx (n+ DEM, MR ADDO, 140 相 容 . 

13. 证 明 : 对 任意 的 mXn EFA, RR Ar>0HMAYARYRK A y=0, y>0 RAF. 


14. 求 集合 
K= {r€ R’: Ar <b} 


有 界 的 充分 必要 条 件 . 

15, 证 明 下 列 系统 中 的 一 个 相 容 但 不 会 两 个 都 相 容 : 
a Arb 
bATy=0. by=1 


10.3 线性 规划 


术语 线性 规划 与 计算 机 的 程序 设计 无 关 ， 但 是 与 商业 或 经 济 计划 的 规划 有 关 ， 一 个 明确 的 
技术 上 的 意思 是 指 : ER 中 的 一 个 凸 多 面体 集 上 求 ”个 实 变量 的 一 个 线性 函数 的 最 大 值 ， 对 
这 样 的 问题 ， 我 们 采用 下 列 标 准 形式 . 

LP 问题 1( 线 性 规划 问题 : 第 一 标准 形式 ) 设 cER"，bER"，4ERr"， 求 cTz 的 最 大 
值 ， 它 服从 于 约束 TER, Ax<b f r>0. 

我 们 提醒 读者 ， 若 x 二 (z, ，z:，…，z。)"， 则 向 量 不 等 式 x 之 0 表示 对 一 切 i€ {(1，2，…， 


7n}，xi 之 0， 类 似 地 ， 不 等 式 
Ar <b 


表示 对 一 切 iE (1，2，…，mj， 
Diz <b; 
下 面 描述 一 些 常用 的 术语 ， 在 我 们 的 问题 中 可 行 集 是 集合 
K={r€R':Ar<b,zr>0} 
问题 的 值 是 数 
v= sup{c'xt z € K} 


可 行 点 是 K 的 任意 元 察 . 解 或 最 优 可 行 点 是 使 cz 一 v 的 任意 zxE K Mx hH c'r = Dox, #8 


标 函 数 . 因为 问题 是 由 数据 Ab H c 完全 确定 的 ,所 以 我 们 把 它 称 为 线性 规划 问题 (A,6,c. 
10.3.1 转换 问题 的 方法 

几乎 任何 涉及 变量 服从 于 线性 不 等 式 的 线性 函数 的 最 优化 问题 都 可 以 转化 为 线性 规划 格 
R. 做 这 个 转化 通常 需要 下 列 一 个 或 凡 个 观念 ， 

1. 车 希望 极 小 化 crz， 则 这 与 极 大 化 一 crz 相同 . 

2. 任何 形 如 a zx 之 p 的 约 东 等 价 于 一 aTz< 一 R. 

3. 任何 形 如 a r= WAREN Fa Ig, ar<. 

4. 任何 形 如 | a'r] <8 的 约束 等 价 于 arz<8， 一 arz<R 

5. 车 目标 函数 包含 一 个 附加 的 常数 ， 则 它 对 解 没有 影响 ， 因 此 ， rtp MRAM chr 


694 


695 


554 


第 10 章 


的 极 大 值 那 


样 在 同样 的 点 上 存在 . 


6. 如 果 给 定 的 问题 不 需要 变量 zx; 是 非 负 的 ， 则 可 用 两 个 需要 非 负 的 变量 的 差 蔡 代 zx;， 例 


W, z;=u; 


Uy. 


例 1 把 下 列 线性 规划 问题 转换 成 标准 形式 
Min; 7z 一 za 十 za 一 4 


xi tar 3522 
3a, +42, +25 =6 
MY ony +325 | <8 
20, 1 <0 
解 Buy 2, wm, wu =r. RNA 
Max: —7u, — u, ~ uy tu 
Sum tug tus — ay <2 
3u, —hus Hus ~u, <6 
Buy +4uy =u Hu <—6 
约束 u, +2uz +3u; — 3u <5 
Zu — 3u, + 3u <5 
420, m0, w20, wu 20 中 
一 个 给 定 的 线性 规划 问题 (A，5b，c) 可 能 有 和 解 或 者 可 能 无 解 ， 首 先 ， 可 行 集 K 可 能 是 空 
的 ， 因 而 无 解 ， 若 可 行 集 非 空 且 无 输 ， 可 能 发 生 目标 函数 在 K 上 无 上 界 . v= 十 吕 时 ， 无 解 . 


若是 空 的 ， 则 "一 一 co， 无 解 ， 车 K 非 空 且 有 界 ， 则 至 少 存在 一 个 解 。 这 是 为 紧 的 (在 R* 


上 有 界 闭 的 
10.3.2 对 
对 任何 


) 这 个 事实 的 一 个 推论 ， 内 而 目标 函数 ( 它 是 连续 的 ?在 K 上 达到 它 的 上 确 界 . 
偶 问 题 
线性 规划 问题 (A，bp，c)， 我 们 可 以 联系 另 一 个 问题 (一 AT， 一 <， 一 b)， 这 个 问题 


称 为 原 问题 的 对 侦 . 例如， 问题 


Max: 3z;—2z, 


WR: 


Max: 


Tx, +22<18 
3x, +52, <25 
6zi =r: <13 
2120, 2,50 


有 下 列 对 偶 问题 : 


一 18y — 25y2—13y5 


TH Sy + y <2 


一 7?% +392 6y <—3 
AR: 


W220, Z0, ys, 0 


一 个 线性 规划 问题 和 它 的 对 偶 之 间 的 关系 是 对 偶 性 理论 的 主题 .现在 将 讨论 其 某 些 显著 的 


结果 . 
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定理 1( 第 一 线性 规划 和 对 偶 问 题 定理 ) ”车工 是 线性 规划 问题 (A，b，c) 的 一 个 可 行 点 ， 
而 y 是 对 惕 问题 (一 AT， 一 c， 一 5b) 的 一 个 可 行 点 ， 则 
A gd 
著 这 里 出 现 等 式 ， Mc 和 yy 是 它们 各 自问 题 的 解 . 
证 明 Arty 满足 
r>0 Ar<b jpo A 
由 此 可 得 
cr < (Aly) "x = yAr < yb = by 
所 以 这 两 个 问题 的 值 w 和 w 必须 满足 
Trueby 
~b" y S v [S-ar 
Hrs y, WERA clr=v, =b y= v. B 
定理 1 通常 可 用 于 估计 一 个 线性 规划 问题 的 值 w， 如 果 已 知 一 个 可 行 点 x， 且 如 果 已 知 对 
偶 问 题 的 一 个 可 行 点 y， 则 不 等 式 TSn y 确定 一 个 包含 w 的 区 间 ， 
定理 2( 第 二 线性 规划 和 对 偶 问题 定理 ) 车 一 个 线性 规划 问题 及 其 对 偶 有 可 行 点 ， 则 两 个 
问题 同时 有 解 ， 而 且 它们 的 值 互 为 负 的 . 
证 明 由 定理 1 可 以 证 明 存 在 x 和 y 使 得 
z>0 Ar<b y>0 —A'y -c “zr>by 
确实 ,这样 的 对 (+，y) 给 出 原 问 题 的 解 x 和 它 的 对 偶 解 y， 我 们 的 任务 是 证 明 下 列 线性 不 等 式 


RRMA: 

A 0 b 0 

| -jc ERE 
一 cT b 0. 

假定 这 个 系统 不 相 容 并 试图 导出 一 个 矛盾 .由 10. 2 节 中 的 定理 7， 下 列 系统 相 容 ， 


区 站 


u 
E —c™ 0] [l<e 


这 里 w 和 wv 是 向 量 而 4 是 一 个 常数 ， 设 (u，v，4) 满 足 这 个 系统 ， 则 
ATu—X >0 —Av+ib>0 Pu—ev<0 


u>o v>0 azo 
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HABENDO, Wav RCA, b OMG, HAA 'w 对 对 偶 问 题 ( 一 AI， 一 c， 一 六 可 
行 ， 因 此， 由 定理 1， 我 们 有 TA WHA WYRM u—c'vS0, FA. 
车 4=0， 则 47w>>0>>4vr。， 取 对 原 问题 可 行 以 及 取 y 对 对 偶 问 题 可 行 ， 我 们 得 出 一 个 与 


前 面 矛 盾 的 不 等 式 : 
cr 过 (4Ty)T = y Av < 0 < (A7u)"z = ul (Ar) < ub = bu 5 
定理 3( 第 三 线性 规划 和 对 偶 问 题 定理 ) ”车 线性 规划 有 解 或 它 的 对 偶 之 一 有 解 ， 则 另 一 个 
有 解 . 


证 明 因为 对 偶 问 题 的 对 偶 是 原 问题 ， 所 以 只 要 证 明 这 个 定理 的 一 种 情形 ， 假 设 对 偶 问 题 
(一 A"， 一 c， 一 5) 有 一 个 解 yy ， 则 不 等 式 系统 
—ATy<-c y>0 —by>— öy 
不 相 容 ， 我 们 省 略 第 三 个 不 等 式 的 相应 的 系统 当然 相 容 ， 记 不 相 容 系统 为 下 列 形 式 


AT 
[; b> 网 yoy 


现在 利用 10. 2 节 非 齐 次 福 科 什 定理 ， 它 推出 系统 
aoje w op 中 站 


Ar+u=b ac 2b yo z>0 u>o 


的 相 容 性 ， 因 而 


由 此 可 得 
Ar<b cr>by x>0 
因此 ， 巾 定理 1 知 z 是 原 问 题 的 解 . a 
定理 4( 可 行 点 定理 ) Remy 分 别 是 线性 规划 及 其 对 偶 的 可 行 点 ， 这 些 点 是 它们 各 自问 
题 的 解 当 且 仅 当 对 每 个 指标 I, (Ax), =), 使 得 y, 之 0， 并 且 对 每 个 指标 i,，(ATy), =c 使 得 
zi>0. 
证 明 若 z 和 ?是 解 ， 则 由 定理 1 和 2， 
yb = by = y'Ar = r= r'e 
RE BGR y"(b—Az)=0. AH y>0 Ab—-Axr>0, HUN MB i, yb — (Az) ) = 
0， 因 此 ， 每 当 i 是 一 个 使 ,>0 的 指标 时 (Az); 二 b;， 由 对 称 的 论断 可 得 到 另 一 个 条 件 ， 反 之 ， 
对 一 切 i, 假设 y(b, 一 (Az),)=0 且 xz,(c, 一 (ATy),)=0, 则 
by = yb = yAr=rATy= r'e = cr 
由 定理 1 知 ，z 和 > 是 它们 各 自问 题 的 解 . a 
习题 10.3 
1, 转换 下 列 问题 为 标准 的 线性 规划 和 对 偶 线 性 规划 形式 . 
a. Min: 3zl 十 zz 一 5zs 十 2 
n>n 
a[o 
的 来: —x1+4r;>0 


Ti r+ z=0 
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b. Min: | zn t+22+25 | 


n-n=5 
HR: | BST 
a0, 232 


ce Min: || — | zl 


ntn=5 

HR: festan maso 
n24 

2 如果 每 一 个 可 行 点 是 线性 规划 问题 (4，5，<) 的 一 个 解 ， 你 对 线性 规划 问题 (A，5，<) 能 证 明 什么 ? 


10.4 单纯 形 法 


利用 标准 的 技巧 ， 一 个 线性 规划 问题 可 以 赋 于 下 列 形 式 ， 

LP 问题 2( 线 性 规划 问题 ， 第 二 标准 形式 ) 求 crz 的 极 大 值 服从 于 Azx 一 b，z 之 0， 这 里 工 
ER", cER", bE R", AER™. 
10.4.1 基本 概念 

回忆 表达 式 crz 定义 目标 函数 ， 我 们 注意 到 ， 若 一 个 线性 规划 问题 具有 形 如 

Ar <6 
的 约束 ， 则 通过 引进 一 个 向 量 * 过 0 (其 分 量 称 为 松弛 变量 ) ， 我 们 可 得 
Art+u=b 

从 而 得 到 上 面 给 出 的 第 二 标准 形式 . 

对 第 二 标准 形式 问题 ， 可 行 集 是 

K = {x € R':Ar = b,x > 0) 

对 任意 的 EK, RIH 


I(x) 一 (人 ilsi<n 日 zi>>0) 
定义 一 个 工 的 分 量 是 正 的 指标 集 ， 和 矩阵 A 的 列 用 A, ，A,，…，A, 表示 .等 式 
Ar=b 
7E 
Dal =b 


现在 我 们 叙述 一 个 重要 的 定理 . 

定理 1( 线 性 规划 性 质 定理 ) RICK, MEH 2 HRMS: 

la BK MS, 

2. {A, :i€ 1(z)) 是 线性 无 关 的 . 

证 明 假设 性 质 2 成 立 ， 我 们 将 证 明 性 质 1 成 立 ， 设 z 一 bu 十 (1 一 b)v， 其 中 ue K, vEK 
且 0<b<1， 对 每 个 1& ICz)， 我 们 有 

0= z, = t+ (1— Ov, 

记得 ww 之 0 和 vw 之 9， 所 以 我 们 推出 对 于 EI), u=u=0. FRA 


a 


加 


~) 
S| 
S| 
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0 = Au — Av = DA = J, (uw— A 
a 


由 性 质 2 推出 u=, We xz 是 K 的 一 个 极 值 点 . 
现 设 性 质 1 成 立 ， 若 
Dd mw4,=0 


ae 
则 对 GIOR w= 二 0， 显 然 地 
D Critrw)A, = 6 


ca) 


因为 当 iE To). 2, >0, MUM AKO 并 且 如 此 之 小 ， 使 得 当 iE Cr) Ht x, +rw,>0 A 
a. aw>0. Mik, u=r+iw v= rw BRETTA WA r= uto rK 的 极 值 


点 ， 所 以 我 们 得 到 w=v 以 及 w= 二 0， 这 就 证 得 性 质 2 成 立 . a 

推论 1( 有 限 极 值 点 推论 ) THRK 只 可 能 有 有 限 个 极 值 点 . 

证 明 WERK 的 极 值 点 集 ， 对 每 个 zxEE, IVS 2, e, n), MT, Eee, 
(记号 2 表示 集合 S 的 所 有 子 集 族 )， 因 而 定义 在 下 上 的 映射 I 是 一 一 对 应 的 ， 为 证 实 这 点 ， 
War, YEE H«eAy, W 

b=Ar= Dad = 2A. 
fi 


ET 


b=Ay= È yA, = È vA: 
车 I(z)==1(y)， 则 这 与 集合 {A, : iE ICz)} 的 线性 无 关 性 矛盾 ， 巨 单 射 到 2"%*…" 中 的 映射 表 
明天 的 元 素 个 数 不 会 超过 2", a 
Dantzig[1948] 的 单纯 形 法 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 求 K 的 一 个 初始 的 极 值 点 zx ， 第 二 
部 分 从 zx'”" 出 发 ， 生 成 一 个 有 限 的 极 值 点 序列 ， 使 得 目标 函数 随 着 每 一 个 生成 的 点 递增 ， 用 
I, P, RRRA, AET crz 一 crz 一 …、 若 问题 无 解 ， 则 在 算法 的 进程 中 
发 现 这 个 事实 ， 若 线性 规划 问题 有 解 ， 则 在 算法 的 有 限 步 又， 产生 一 个 极 值 点 zx% ， 这 是 一 个 
解 ， 即 它 使 目标 函数 达到 最 大 值 . 
10.4.2 抽象 形 式 
下 面 我 们 描述 算法 第 2 部 分 的 抽象 形式 ， 我 们 采用 下 面 的 假设 . 
假设 1( 非 过 化 假设 ) 可 行 集 K 的 每 一 个 极 值 点 恰 有 m 个 正 分 量 . 
假设 是 K 的 一 个 极 值 点 ， 由 定理 1， 集 合 {A, : iE I(z)} 线 性 无 关 ， 因 此， 由 非 退 化 假 
WR, CHR 的 一 个 基 ( 由 此 原因 ， 我 们 发 现在 文献 中 这 样 的 > 称 为 基本 可 行 点 )， 一 定 存在 
系数 Di,， 使 得 
A,= DDA, (入 j 入 由 


Fay 
Bigla., 我们 取 D,=0. 因而 
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A, = SIDA; 
或 
A=AD 
我 们 定义 
d= D'e 


其 中 是 出 现在 目标 函数 中 的 向 量 ， 注 意 D 和 d 与 x 有 关 并 且 将 在 算法 的 进程 中 改变 . 
对 任意 的 指标 gg I(x) 及 任意 的 4ER， 


b= Ar= DAtaAs -A \D,A; 
名 名 
= Ý aD, + BDA, 
a 


= Zh, 
因此 ， 我 们 有 
Ay =6 
其 中 y=z 一 4D, 十 Ae,， 这 里 D, 表示 D 的 第 4 列 ， 现 在 我 们 的 目标 是 选择 4 Ma 使 y WK WH 
值 点 ( 即 > 之 0) 且 y> z. 
因为 4 人 ITC(z)，PDu =0 A 2,=0, A, y 一， 因为 y 是 一 个 可 行 点 ， 所 以 我 们 需要 
4 宇 0, 现 在 计算 


cy= Dyar —A Dy cD HAD cda 

= a — c1 D, +c, 

= crz 十 Me 一 e) 
为 递增 目标 函数 的 值 ， 我 们 将 选取 9 使 得 Ce. Ece Wa RHE, HM PIE; z 是 一 个 
解 。 否 则 ， 通 常 选取 gq 使 得 c, 一 e, 尽 可 能 大 ， 从 此 9 固定 . 

选取 A 使 4 二 0 且 使 1(y) 至 多 有 m 个 元 素 ， 从 y 的 定义 ,我们 看 到 ISIU lq). A 
为 1(x) 恰 有 m 个 元 素 ， 所 以 选取 》 使 r, 一 MD 项 之 一 为 0， 显 然 其 他 项 之 0， 然 而 ， 首 先 看 到 若 
1<i<n fit Da <0, WR—-W a> 0, yEK. 由 前 面 的 Ty HAR, 我 们 看 到 此 时 limc y= +00, 
因此 ， 由 于 目标 函数 在 K 上 无 界 ， 所 以 解 不 存在 ， 若 对 一 个 或 多 个 i 的 值 有 D>>0， 则 我 们 认 
为 4 从 值 0 递增 ， 一 开始 ， 当 iE 1(z) 时 ，z; 一 4D。 >0， 这 些 项 的 菜 些 项 是 递 威 的， 并 且 当 它 
们 中 的 某 一 项 变 为 0 时， 我 们 取 相 应 的 4， 形 式 上 ， 
z, 


a= min{ 5 :Zi > 0,Dy >o} 


= 


因此 完全 地 确定 了 >， 我 们 要 验证 它 就 是 一 个 极 值 点， 首先， 设 1= mm/D。 ,其 中 请 是 使 Ts>0 
和 Du >0 的 指标 .因而 
IO) S W(x) U {9 \ {p} 
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由 定理 1， 证 明 集合 
{A, +i € I(x) U {9) \ {ph} 
线性 无 关 就 足够 了 ， 假 设 
DRA: +RA,=0, B=0 
ary 
BRH0, WER 
DBA: =0 
oe 
于 是 {A, :iE (x) FREE B=0, Ea). 因此， 此 时 一 切记 都 为 0， 所 以 我 们 可 以 着 
手 讨 论 8,40 的 情形 .由 齐 性 ， 可 以 假定 B= 一 1， 等 式 现在 可 记 为 
A, = D BA p, =0 
To 


我 们 也 有 


A, 一 Èp, A= =>, DA, 
H(A, : i€1(z)} 的 线性 无 关 性 ， 我 们 得 到 及 一 Dy. “但 是 这 不 能 成 立 ， 正如 前 面 提 到 的 ， 因 为 
B=0 而 Da 之 0。 因 此，B, 必 为 0。 至此， 我 们 已 证 明 yE K 且 它 是 一 个 极 值 点 . 

-个 细节 留待 证 明 : 车 cd4， 则 z 是 一 个 解 . 设 是 任意 可 行 点 ， 则 Ar= b= Au= 
A(Du) H} Ax 和 ADu 是 {A,: i€ 1(z)} 的 线性 组 合 ， 由 此 可 得 zx= Du， 于 是 我 们 有 条 件 
CTu<dTu=cTDu=cTrx， 这 就 是 希望 证 明 的 . 

例 1 我 们 将 对 一 个 具体 的 例子 说 明 单 纯 形 法 如 何 操作 .考虑 问题 
Max; F(x) = zi + 2x, + zs 


antr tr =l 
约束 :1z tnta +25 二 1 
x20 a<i<5) 


解 已 知 的 数据 为 


lool _fi oo 
A- 117 e= [i] SSA 100] 


开始 用 z=(0, 1,0,1, 0)7 M2) =(2, 4). 注意 到 {A,，A,} 是 R* 的 基 ， 因 此 ， 由 定理 1 

M, r 是 可 行 集 的 一 个 极 值 点 ， 或 者 说 是 一 个 基本 可 行 点 . 
A 的 每 一 列 是 A, MA 的 线性 组 合 ， 事 实 上 ， 当 然 我 们 有 A 一 4: +A, ASA, A= 
Ao A 一 A, IR As =A: +A» A DER 
0 


ooomo 
-ec 
-oo 
orono 


1 
0 
1 
0 
向 量 d 是 了 的 行 D' 的 线性 组 合 : 
d’ =c'D= DoD = D'+2D?+D' =(2 2 0 0 27 
a 
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向 量 c 一 d 为 

c-d=[-1 010 一 2 
仅 有 -个 分 量 是 正 的 且 4 一 3， 向 量 zx 一 AD,(D, 表示 D 的 第 gq WDA 

x-aD,=[0 1 0 1 oJ"—a[o 0 0 1 of 

=[0 1 0 1-a oF 

Wasil, AN y 向 量 为 
y=2z—-AD, +e, =[0 1 1 0 oJ 

现在 用 y RH x 重复 这 个 过 程 。 这 里 没有 给 出 细节 ， 我们 在 下 一 步 求 出 d=(3, 2, 1, 1, 3)", 
因为 c<d， 所 以 > 是 一 个 解 且 F(y) 一 3. a 


10.4.3 表格 法 


单纯 形 法 的 实际 做 法 通常 是 在 一 个 表格 中 列 出 数据 ， 然 后 按照 一 定 的 规则 依次 修改 它们 来 

完成 的 ， 我 们 将 用 一 个 适当 大 小 的 例子 来 说 明 这 个 算法 的 结构 : 
Max:F(z) = 6x, + 142, 
2z +r <12 
2x, +3x, < 15 
2+72, <21 
x, >0,27, >0 
在 单纯 形 法 的 准备 阶段 ， 我 们 引入 松弛 变量 并 改写 问题 如 下 
Max: F(x) = 62, + 142, +02, +02, +025 

2x) +z: +r, = 12 
2x, +322 +x, = 15 
a +Izr: +z, = 21 
Zi 50.2, È Orr, S04, S025 > 0 


WR: 


HR: 


因此 ， 我 们 有 
Max: F(x) = (6,14,0,0,0)z 


= (6,14, 
(2 1 10 0 12 
2 3 0 1 Olz= fis 
ml 700 | 四 
_ = (21 si sT vzs)" SO 
第 一 个 向 量 是 c= (0, 0, 12, 15, 21). 把 所 有 这 些 数据 集中 在 第 一 个 表格 中 
614000|0 
iio ofz 
3 01 0|15 
1700 1]21 
0 121521| 
单纯 形 法 的 每 一 步 从 一 个 表格 开始 ， 顶 部 的 行 包含 目标 函数 下 的 系数 ，F(z)=cTz 的 当前 值 
显示 在 右上 角 . 表格 中 的 下 面 m 行 表示 体现 等 式 约束 的 方程 组 ， 记 住 对 这 个 方程 组 执行 初等 
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行 运算 不 改变 解 集 、 表 格 的 最 后 一 行 包含 当前 的 z 向 量 ， 注 意 利用 顶部 和 底部 行 容易 计算 
F(x) 一 cTzx， 前 述 的 表格 具有 一 般 形式 
o | Fœ 
A I b 
z( 非 基本 的 ) z( 基 本 的 ) 


10.4.4 表格 法 则 

出 现在 单纯 形 法 中 的 表格 必须 满足 下 列 五 条 法 则 : 

1. 向 量 x 必须 满足 等 式 约束 Az 二 6b. 

2. 向 量 必须 满足 不 等 式 z+ 之 0. 

3. 工 的 nn 个 分 量 ( 指 它 的 非 基本 变量 ) 为 0 其余 的 m 个 分 量 通 常 非 零 ， 它 们 是 指定 的 基本 
变量 . (这 里 mn 和 m 对 应 于 松弛 变量 引进 之 前 原 问 题 有 关 的 值 . ) 

4， 在 定义 约束 的 矩阵 中 ， 每 个 基本 变量 仅 出 现在 一 行 中 . 

5. 目标 函数 下 必须 只 用 非 基本 变量 表示 . 

10.4.5 进一步 说 明 

在 上 例 第 一 个 表格 中 ， 基 本 变量 是 zx ，z, 和 zs， 非 基本 变量 是 r 和 zx, ， 我 们 立刻 看 到 5 
条 法 则 对 此 表格 全 部 成 立 . 

在 每 一 步 ， 考 察 当 前 的 表格 看 看 是 否 允 许 一 个 非 基本 变量 变 为 一 个 基本 变量 来 增加 Fe) 
的 值 ， 在 我 们 的 例子 中 看 到 ， 如 果 人 允许 zi 或 rs 增加 (通过 调整 z，, ，z, rs 来 补偿 )， 则 PCr) 
的 值 将 确实 增加 .因为 下 中 的 系数 14 比 系数 6 大 ， 所 以 在 zx, 中 增加 一 个 单位 比 在 x 中 增加 
一 个 单位 可 以 更 快 地 使 F(z) 增加， 因 此， 我 们 控制 x 使 之 固定 为 0， 允许 x 尽 可 能 多 的 增 
加 .这 些 约束 适合 : 

0<z=12—z 

0 和 zi =15—32, 

0< rz = 21—72z, 
这 些 约束 告诉 我 们 

t12 4 <5 Ts3 
这 些 约束 中 最 必须 遵守 的 是 不 等 式 z, 志 3， 所 以 允许 zx; 增加 到 3， 通 过 3 个 给 定 的 约束 得 到 
Tss ty 和 zs 产生 的 值 ， 因此， 我们 的 新 = 向 量 是 
r=[0 3 9 6 of 
POA RA o n 和 xi ， 现 在 必须 确定 新 表格 与 前 述 5 条 法 则 一 致 、 为 满足 法 则 5， 我 
们 注意 到 zx, 二 (21 一 zx;)/7。， 当 把 它 代入 到 严 中 后 ， 可 求 出 目标 函数 的 新 形式 ， 
F(x) = 62, 十 14zz 
= 6x, 十 14(21 一 zs)/7 = 6x, — 22, +42 

为 满足 法 则 4， 使 用 ?7 作为 主 元 素 应 用 高 斯 消 元 法 (初等 行 运算 )， 其 目 的 是 除了 一 个 方程 外 ， 
把 zx; 从 所 有 其 他 方程 中 消去 ， 所 有 这 些 工作 实施 后 ， 第 1 步 便 完 成 ， 用 第 二 个 表格 开始 第 2 
步 ， 该 表格 是 
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现在 呈现 的 情况 类 似 于 开始 的 情况 ， 非 基本 变量 是 x, Hr, Æx 中 的 任何 增加 将 减少 F(z)， 
所 以 现在 允许 变 为 基本 变量 的 是 xz,。 因 此 ， 我们 控制 xs 使 之 固定 为 0， 并 且 人 允许 r 尽 可 能 多 
的 增加 ， 这 些 约束 适合 : 


o 
w 


0<zx = 9— (13/Dz 
0Sa = 6 (Dz 
0<7zr =21-7 
这 些 不 等 式 导致 
nS63/l3 zı 42/11 <2 
新 的 基本 变量 zx， 只 允许 增加 到 42/11， 从 新 的 表格 中 或 直接 从 上 面 的 约束 方程 中 计算 出 新 的 
zy， a, 和 .x 的 值 ， 新 x 向量 是 
x = [42/11 27/11 21/2 0 0]7 
现在 新 的 非 基 本 变量 是 z, 和 zs ， 为 满足 法 则 5， 我 们 使 用 替换 zx 二 (7/11)(6 一 xz,)， 于 是 
F(x) = 62, 一 2zs +42 
= (42/11)(6 — x) — 225 +42 
=— (42/11) 2, — 225 十 714/11 
因为 下 中 的 两 个 系数 都 是 负 的 ， 所 以 不 必 计 算 第 三 个 表格 .因为 非 基本 变量 r 和 zs 中 无 论 哪 
一 个 变 为 基本 变量 都 不 减少 下 (x)， 所 以 这 标志 着 当前 的 z 是 一 个 解 ， 因 此 ， 原 问题 的 最 大 值 
是 F(42/11，27/11) 一 630/11. 
10.4.6 小 结 
在 这 个 例题 及 给 出 的 说 明 的 基础 上 ， 我 们 可 以 对 任何 给 定 的 表格 所 做 的 工作 总 结 如 下 : 
1. 车 下 中 的 所 有 系数 ( 即 表格 中 的 顶部 行 ) 为 <0， 则 当前 的 zx 是 解 . 
2. 选择 下 中 其 系数 是 正 的 且 尽 可 能 大 的 非 基本 变量 ， 这 个 变量 变 成 一 个 新 的 基本 变量 ， 
WREX xj. 
3. 用 所 在 行 的 新 的 基本 变量 的 系数 a 除 每 个 总， 这 个 赋值 到 新 的 基本 变量 的 值 是 这 些 比 
中 的 最 小 者 ， 因 此 ， 当 b /a 最 小 时 ,我 们 取 r; =b,/ay. 
4. METK a, ， 应 用 高 斯 消 元 法 在 A 的 第 j 列 中 产生 0. 
10.4.7 工作 量 估计 
在 单纯 形 法 的 实际 应 用 中 ， 工 作 量 的 理论 界 和 实际 工作 量 之 间 有 相当 大 的 差别 ， 单 纯 形 步 
数 的 上 界 是 二 项 式 系数 
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n 
人 
然而 实际 上 步 数 通常 不 超过 2m. 即使 在 一 个 适当 大 小 的 问题 中 ， 警 如 说 "一 300，mm= 100， 前 
面 的 二 项 式 系数 的 值 是 天 文 数字 .事实 上 ， 利 用 斯 特 林 公式 (见习 题 10. 4. 1)， 我 们 有 
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10.4.8 其 他 算法 

线性 规划 的 一 个 新 算法 是 由 Karmarkar[1984] 发 表 的 ， 新 算法 声称 ， 当 变量 个 数 达 到 
15 000 或 更 多 时 ， 它 比 单纯 形 法 优越 . 

卡 马 卡 算法 的 工作 量 是 问题 大 小 的 一 个 多 项 式 函 数 ， 而 单纯 形 法 的 工作 量 是 问题 大 小 的 一 
个 指数 函数 ， 这 本 身 并 不 意味 着 新 算法 是 较 好 的 ,但 卡 马 卡 算法 多 年 来 被 证 明 对 许多 极 大 型 问 
题 是 优越 的 。 现 在 认为 对 大 型 线性 规划 问题 ， 它 和 其 他 的 内 点 法 与 单纯 形 法 不 相 上 下 ， 先 前 由 
Khachian 给 出 的 算法 也 有 问题 大 小 的 多 项 式 工作 量 函 数 ， 但 是 那个 方法 绝 不 比 单纯 形 法 有 竞 
争 力 ， 因 为 它 在 逐次 的 步骤 中 需要 越 来 越 高 的 精度 . 
习题 10. 4 
L 大 家 应 该 知道 斯 特 林 公式 ， 它 给 出 n! 的 估计 ， 


nlx valt] 
利用 它 导 出 近似 公式 


Si aaah 
(1) a © temas La) [SI 
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( 100 


3. 利用 木 节 中 提出 的 单纯 形 法 的 要 点 和 表格 求解 下 列 问题 ， 
Max:F(z) = 2x, — 327 


2z + 5x, > 10 
mf + Ba: < 24 
1 20.7: 20 
4 仔细 考虑 本 节 中 给 出 的 单纯 形 法 ， 证 明 : 车 x 是 一 个 解 。 则 <a. 
5. a 利用 表格 重复 求解 本 节 的 第 一 个 例题 . 
b. 利用 单纯 形 法 重复 求解 第 二 个 例题 . 
6 利用 表格 法 ， 求 解 下 列 网 题 : 


2. ( 续 ) 利 用 上 题 验证 
)= 4x 10" 


Max: F(x) = 6z + lår: 
ntr < 12 
2zr + 3a, <15 
ETE s 
Xi 二 ?xz L21 
x02; 30 


改变 第 二 个 不 等 式 为 2x 十 3x: 宇 15、 青 重复 求解 . 
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11.0 概述 


我 们 把 最 优化 理解 为 在 特定 的 区 域 上 求 某 个 多 实 变量 实 值 函数 的 极 小 、 当 我 们 说 求 极 小 
时 ， 通 常理 解 为 求 函 数 的 最 小 值 以 及 最 小 值 出 现 的 点 ， 当 然 ， 上 一 章 专 门 讨论 了 一 种 重要 的 极 
小 化 类 型 ， 即 函数 是 线性 的 ， 并 用 一 组 线性 不 等 式 来 描述 定义 域 ， 因 为 这 些 情况 的 特殊 结构 ， 
所 以 使 用 特定 的 方法 .它们 允许 处 理 上 千 个 变量 和 上 千 个 不 等 式 约束 . 

当 我 们 脱离 线性 函数 这 种 宽松 环境 时 ， 则 比较 混乱 ， 即 使 求 一 个 没有 任何 约束 的 单 变量 的 
函数 的 极 小 ， 也 可 能 具有 挑战 性 。 当 问 题 中 的 函数 有 许多 纯粹 的 局 部 极 小 时 ， 会 出 现 极 大 的 困 
难 ， 因 为 我 们 真正 需要 的 是 整体 极 小 点 ， 在 处 理 有 若干 约束 的 多 变量 函数 的 问题 中 可 能 会 出 现 
更 多 的 困难 ，Nocedal-Wright[1999] 是 一 本 有 关 整 个 最 优化 领域 的 教科 书 ， 几 本 其 他 一 般 性 的 
著作 在 本 章 的 后 面 列 出 . 

最 优化 学 科 自 然 地 分 成 许多 分 支 ， 它 与 所 研究 问题 的 结构 有 关 ， 我 们 已 经 提 到 的 线性 规划 
是 一 个 重要 的 分 支 ， 另 一 个 分 支 是 凸 分 析 ， 其 中 无 论 是 函数 还 是 约束 都 呈现 是 性，Borwein- 
Lewis[2000] 是 专门 讨论 这 个 主题 的 一 本 新 书 ， 一 个 特别 的 主题 是 其 最 优点 必须 在 预先 指定 的 
格 上 (如 在 R" 中 的 整 向 量 的 格 ) ， 它 被 研究 了 40 年 或 更 长 时 间 . 对 这 种 问题 所 用 方法 的 最 新 资 
料 是 Cornuejols[2000]， 若 干 本 书 讨论 了 实施 最 优化 算法 的 计算 机 程序 ， 如 Bhatti[2000]. 

互联 网 是 关于 最 优化 的 资讯 和 计算 机 程序 的 一 个 宽广 的 来 源 ， 例如， 站 点 

http: //plato. la. asu. edu/guide. html 
提供 选择 适当 的 最 优化 软件 的 决策 树 ， 专 门 讨论 遗传 算法 的 站 点 是 

http://www. aic. nrl. navy. mil;80/galist/ 

也 可 见 本 书 附录 A. 新 的 讨论 可 在 

http://www. netlib. org/na-digest/ 
中 的 NA-Digest 中 找到 ， 因 为 网 站 时 常 处 于 流动 的 状态 ， 所 以 用 户 可 以 依靠 搜索 引擎 查找 帮助 
的 原始 资料 可 以 提出 许多 关键 词 ， 诸 如 optimization, simulated annealing, genetic 
algorithms 等 等 . 

在 本 章 中 使 用 的 是 标准 的 术语 ， 我 们 从 一 个 预先 指定 的 = 个 实 变量 的 实 值 函数 / AF, R 
了 的 整体 极 小 点 ， 这 意味 着 对 一 切 点 +， 点 p 满足 f(p) 志 f(z)， 相反 地 ， 局 部 极 小 是 一 个 点 4 
使 得 对 某 个 包含 9 的 开 集 和 在 上 述 开 集中 的 一 切 z 有 /(q) 委 j(z)、 这 是 一 个 较 弱 的 概念 ， 因 
为 整体 极 小 必定 是 一 个 局 部 极 小 ， 求 局 部 极 小 是 较 容易 的 ， 而 要 弄 明白 已 知 的 (任何 ) 局 部 极 小 
点 是 整体 极 小 点 通常 不 是 一 件 简单 的 事情 . 

R" 中 的 一 个 向 量 通常 简 记 为 x， 如 果 需 要 分 量 ， 我 们 用 z= (zi re ry a). 如 果 讨 
论点 (向 量 ) 序 列 ， 则 用 x'”，zx'”，…， 等 等 表示 序列 . 

内 为 多 变量 算法 通常 需要 线 搜索 ， 所 以 单 变量 的 情形 显然 是 一 个 初始 点 ， 这 就 是 下 一 节 的 
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1.1 单 变量 情况 


一 个 向 量 空间 的 一 条 线 用 单个 实 变量 来 刻画 ， 它 具有 形式 
{uttwrte R} 
Hep u 和 v BHA A POEM OA). 车 下 是 定义 在 向 量 空间 上 的 实 值 函数 ， 则 由 等 式 
SC) =Flutbtv) 2 UM / 是 一 个 实 变量 函数 .如 果 线 到 达 靠近 下 的 极 小 点 ， 则 可 以 用 极 
小 化 较 简 单 的 函数 开始 我 们 的 搜索 ， 因 此 ， 我 们 将 考虑 求 任意 函数 f RR 极 小 点 的 一 般 
问题 . 

车 函数 f 处 处 可 微 ， 则 在 一 个 局 部 极 小 点 9 上 ， 必 有 /'(q) 二 0， 在 微 积分 中 学 过 这 个 内 
容 ， 处 理 这 个 问题 的 方法 是 确定 f 的 导数 为 零 的 所 有 点 .检验 每 个 这 样 的 点 ， 看 看 它 是 否 为 局 
部 极 小 点 、 局 部 极 大 点 或 鞍点 。 此 时 ， 鞍 点 定义 为 一 个 点 ， 在 这 个 点 的 函数 值 上 升 或 下 降 与 选 
择 从 这 个 点 离开 的 方向 有 关 . 

这 些 考虑 提出 了 一 个 重要 的 问题 我 们 需要 两 类 算法 ， 第 一 类 使 用 f 的 导数 (如 果 它 有 导 
数 )， 第 二 类 不 使 用 了 的 导数 (即使 它 有 导数 )， 研 究 者 通常 在 选择 代码 时 需要 机 动 性 ， 当 处 理 
多 变量 函数 时 ， 这 个 区 别 更 为 重要 ， 因 为 n 个 变量 的 函数 有 个 偏 导数 ， 每 个 偏 导数 在 局 部 极 
小 点 上 都 必须 等 于 0。 在 一 个 程序 中 使 用 的 这 些 导数 的 编程 可 能 花费 太 多 的 人 力 ， 并 且 当 算法 
在 计算 机 上 运行 时 ， 导 数 的 计算 可 能 很 费 机 时 . 

如 果 由 于 这 样 或 那样 的 原因 ， 不 可 利用 了 的 导数 ， 则 可 采用 一 个 简单 的 搜索 过 程 ， 例 如 ， 
可 选取 一 个 步 长 h( 大 致 地 根据 f 怎样 变化 的 某 些 知识 )， 然 后 可 以 计算 值 (kh),， k=0, +1, 
十 2，…。 用 这 个 方法 用 户 得 到 Fz) 怎 样 变化 的 一 些 资料 ， 以 及 极 小 点 可 能 隐藏 在 哪里 ， 对 任 
意 特定 的 值 ， 容 易 构造 一 个 函数 使 得 一 个 基于 这 种 搜索 的 算法 不 能 工作 ， 但 是 如 果 函 数 不 服 
从 它 可 能 怎样 变化 的 限制 的 话 ， 这 几乎 对 任何 算法 者 成立， 只 需要 连续 性 是 太 弱 了 ， 更 有 用 的 
是 导数 的 界 ， 例 如 对 一 切 z+，| fo) | <M， 如 果 f(z) 在 两 个 点 a 和 6 上 的 数值 已 知 ， 其 中 
4<b， 并 且 M 是 已 知 的 ， 则 在 区 间 [a, blt, 


S > mint fa). fO) — Eo- OM a 
用 中 值 定 理 来 帮助 证 明 此 式 ， 例 如 ， 当 z 在 区 间 [a， 吕 的 左 半 部 分 时 ， 
f(a) — fla) = 万 (9(z 一 a) >— Mr—a) >- $6-a)M 


由 此 立即 得 到 不 等 式 (1)。 当 r 在 区 间 的 右 半 部 分 中 的 证 明 是 类 似 的 ， 如 果 这 样 的 函数 f 已 在 
点 zx 一 马上 采样 ， 则 前 面 的 分 析 指出 


minf (x) > inff(2) > minf (2) 一 去 AM 
现在 搜索 可 以 缩小 到 区 间 [z'" ，zo*p]， 使 得 
min (2) fC") < minf (2) + LAM 
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当然 ， 如 果 区 间 [z”，z“*，] 违 反 这 个 不 等 式 ， 则 
inf fC) > mink f2?), fA )} = 4mm > minf (2) 


rest! 
因为 f(x) 在 该 区 间 上 的 极 小 值 大 于 f 在 一 个 采样 点 上 的 值 ， 所 以 可 以 忽略 不 计 这 个 区 间 . 

若 不 知道 函数 导数 的 性 质 ， 则 可 以 采用 一 个 使 用 函数 的 较 弱 性 质 的 算法 ， 即 可 以 假定 了 是 
连续 的 并 且 在 求 极 小 值 的 区 间 [a，6] 上 是 单 峰 的 ， 单 峰 意 味 f 在 区 间 [a，6] 上 有 一 个 单独 的 局 
部 极 小 值 ， 如 果 / 是 一 个 这 样 的 函数 ， HA, Hr 是 f 在 [a,b] 上 的 一 个 极 小 点 ， 则 /在 [a， 
z ] 中 是 递减 的 而 在 [x" ，6] 中 是 递增 的 。 为 证 明 这 点 ， 相 反 地 假定 f 在 [xz" ，b] 中 不 递增 . 
于 是 ， 存 在 点 uw 和 wv， 使 得 x" <u<vSb A f WDSS). 选择 z… 为 了 在 [v， 所 中 的 极 小 点 ， 
如 果 u 是 zx" 的 一 个 可 能 的 选择 ， 则 选择 v 为 来 代 荐 w， 因为 f(u) 委 fu)， 所 以 这 是 允许 
的 ， 现 在 +" 显然 是 f 的 另 一 个 局 部 极 小 点 ， 因 为 它 是 f 在 [u，5] 上 的 极 小 点 而 且 它 不 是 u. 
另 一 种 情形 的 证 明 是 类 似 的 . 

一 个 称 为 黄金 分 市 搜索 的 算法 可 应 用 于 连续 单 峰 函数 ， 它 利用 数 


r= $5 1) = 0. 618 033 988 7… 


这 个 数 被 古 希 腊 人 看 成 是 绘画 或 建筑 方面 美学 的 最 优 比率 ， 它 是 方程 王 一 1 一 r BL 

在 这 个 算法 的 每 一 步 ， 从 前 面 的 计算 可 知 区 间 [a， 纪 是 可 用 的 ， 取 z 一 a 十 r(6 一 a) 和 y=a 
十 王 (一 a)， 需 要 函数 值 x= /xz) 和 uv 一 了 (?)， 但 是 我 们 将 看 到 ， 在 算法 开始 启动 以 后 ， 对 每 
个 新 区 间 ， 只 需 计算 一 个 新 的 了 值 . 

车 uv， 则 由 /的 单 峰 性 ，/ 的 最 小 值 必 在 [ae，z] 中 ， 这 个 区 间 变 成 下 一 步 的 输入 区 间 . 
注意 现在 已 经 有 这 个 区 间 的 一 个 内 点 上 的 / 值 ， 即 v=/(y)， 容 易 验证 ， 在 这 个 区 间 内 y 的 位 
置 为 y=a 十 r(x 一 a)， 在 下 一 步 中 ，y 扮演 老 的 z 的 角色 ， 并且 必须 计算 在 a 十 (zx 一 a) 的 / 
值 ， 此 时 ， 这 些 替 换 应 该 按 严格 的 顺序 执行 : 

bx 

žag 

uev 

y«atr(b—a) 

ve fly) 
另 一 种 情形 ，u<v 且 最 小 点 必 在 区 间 [y，6] 中 ， 我 们 注意 到 z=y 十 "(5 一 y)， 因 而 所 需 的 替 
换 按 严 格 的 顺序 是 

aey 

yor 

veu 

ze a+rb—a) 

u< f(x) 
这 个 算法 的 做 法 使 人 联想 起 求 函 数 零点 的 对 分 法 ， 该 方法 中 ， 逐 次 的 区 间 长 度 以 因子 0.5 弟 
减 ， 但 是 在 黄金 分 割 搜索 中 ， 区 间 的 宽度 以 近似 于 0. 62 的 因子 递减 ， 这 不 是 令 人 满意 的 . 
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为 说 明 当 导数 可 以 利用 时 所 用 算法 的 种 类 ， 回 亿 对 从 微 积分 得 到 的 方法 所 作 的 注 记 : 仅仅 
求 一 个 使 f(a) =0 HR. 求 出 这 样 的 一 个 点 后 ， 确 定 它 是 否 为 一 个 局 部 极 大 的 ， 一 个 局 部 极 
小 点 ， 或 者 一 个 鞍点 ， 为 求 /的 零点 ， 我 们 可 以 借助 于 牛顿 法 ， 这 导致 迭代 


1g 
ay on LG” (2) 
£ x SRY 


可 以 证 明 ( 见 习题 11. 1.4)(2) 式 中 的 算法 完全 相当 于 用 埃 尔 米 特 插值 构造 的 二 次 函数 Q 的 局 部 
拟 合 函 数 /， 即 要 求 Q 满足 

QP) = f) Aa”) = fa) (zm) = fr) (3) 
完成 这 些 要 求 后 ， 取 Q 的 极 小 点 为 zx "， 实际 上 取 使 Q(z*")=0 的 点 ， 这 样 有 一 个 惊奇 

的 可 能 性 等 待 着 用 户 ，Q 可 能 在 z+**" 有 一 个 局 部 极 大 值 ! 

这 种 策略 的 变种 是 利用 割 线 法 (代替 牛顿 法 ) 去 求 了 零点 附近 的 点 ， 这 就 避免 了 求 /的 公 

式 及 对 它 编写 程序 的 必要 性 ， 当 然 ， 其 他 的 方法 如 对 分 法 可 以 用 于 求 出 的 零点 . 

已 经 提出 用 一 个 插值 多 项 式 近似 函数 的 可 能 性 ， 我 们 可 以 考虑 通常 的 逐 点 插值 而 非 埃 尔 米 

特 插值 ， 此 时 ， 在 三 个 最 新 的 点 zx ，z*-" 和 xz* ?上 用 一 个 二 次 多 项 式 插值 {/， 或 许 所 得 的 

二 次 函数 Q@ 局 部 地 酷似 / 的 特性 ， 并 且 Q 的 极 小 点 可 以 取 作 下 一 点 z**n?， 以 一 个 稳健 的 方式 

实施 这 个 算法 ， 我 们 必须 进一步 决定 如 果 x**" 不 是 前 面 的 点 的 改进 时 要 做 什么 ， 关 于 这 个 课 

题 ， 可 以 参见 Powell[1964]， 本 算法 在 Walsh[1975] 中 也 作 了 讨论 ， 也 可 参见 Dahlquist- 

Bjsrck[1974]。 基 于 插值 的 其 他 算法 是 可 用 的 ， 诸 如 由 Davidon 给 出 的 一 个 在 每 -- 步 使 用 三 次 

多 项 式 的 算法 ， 这 个 算法 在 Walsh[1975] 和 Buchanan-Turner[1992] 中 作 了 讨论 . 

习题 11.1 

.证明 在 黄金 分 制 搜索 算法 中 ， 逐 次 区 间 的 长 度 以 近似 于 0. 62 的 因子 递减 

2. 考虑 极 小 化 了 的 算法 ， 从 用 对 分 法 求 /的 根 着 手 ， 说 明 这 个 简单 的 算法 比 黄金 分 割 搜索 快 多 少 ? 

3 WEBA |F O | 在 区 间 [a， 上 的 一 个 上 界 M， 描 述 一 个 该 区 间 上 计算 函数 / 的 极 小 点 的 算法 ， 用 户 
指定 使 用 的 相等 的 子 区 间 数 N， 采 样 点 是 z? 二 a 十 办， 其 中 h 二 (5 一 a)/N，0<i<N， 根 据 本 节 的 分 析 ， 
在 计算 结束 时 ， 代 码 报告 可 能 是 极 小 点 的 一 切 子 区 间 ， 如 果 有 兴趣 ， 考 虑 迭代 过 程 ， 即 在 第 二 阶段 处 理 第 
一 阶段 残存 的 区 间 ， 等 等. 

4. 证 明 (2) 式 的 算法 等 同 于 像 (3) 式 中 由 埃 尔 米 特 插值 导出 的 算法 . 


11.2 下 降 法 


前 面 已 经 提出 几 个 极 小 化 线性 函数 的 算法 ， 我 们 继续 考虑 极 小 化 个 实 变量 的 函数 这 种 更 
其 挑战 性 的 问题 ， 需 要 一 些微 积分 的 术语 ， 若 / 是 一 个 R" 到 RR 的 函数 ， 则 / 在 点 x 上 的 梯度 
是 向 量 G， 它 的 分 量 是 


G=Ga =f qci<n 
a2, 


它 也 用 Vf(x) 表 示 ， 或 简单 地 用 ORR, ARM RALE RRR SMM RMIAS. CHR 
为 一 个 线性 映射 ， 它 在 “上 的 值 是 zx“(z). 
Stic 的 黑 塞 矩 阵 是 矩阵 五 ， 它 的 元 素 是 
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H, — Hy(2) = 242 agn 
ë 5 EREE? 

它 也 可 解释 为 一 个 弗 雷 歇 导 数 ， 所 以 它 可 用 f ORR. HREARSER, RTS f 

的 泰勒 展开 式 中 的 一 次 项 和 二 次 项 : 


flath) = F EGTA + SAHA + = (1) 


梯度 向 量 点 在 最 速 上 升 方向 ， 并 且 它 的 相反 的 点 在 最 速 下 降 方向 ， 这 个 重要 的 事实 通过 考虑 任 
意 的 单位 向 量 wx， 并 考虑 函数 在 H u 方向 如 何 局 部 变化 来 证 明 . 作为 方向 导数 这 是 容易 计算 
的 ; 它 是 


d 
af tw in 


利用 (1) 式 中 的 泰勒 公式 ，A 用 tu 代替 ， 我 们 得 到 
fet tu) = f(x) HG wh Feta Hut 


由 此 
Afat = GY ut te Haut 


另 一 方面 ， 可 以 利用 复合 函数 微分 的 链 式 法 则 写成 
Bf st) = ul ft) = WIG} mm) = ur Vfl +) (2) 


这 就 避免 了 求助 于 泰勒 公式 ， 取 :一 0， 我 们 得 到 G(zx) "wu 作为 了 在 z 沿 方向 u 的 变化 率 ， 由 柯 
西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ， 这 个 变化 率 不 超过 外 GCCz) ‖ llul = G62 上 ， 另 一 方面 ， 取 wu 是 沿 G(z) 
方向 的 单位 向 量 ， 我 们 可 以 达到 这 个 上 界 . 

求 了 极 小 点 的 一 个 显而易见 的 策略 是 在 任意 点 zx 开始， 确定 以 最 快 的 速率 局 部 递减 的 
方向 ， 即 ， 一 G(r) 的 方向 可 以 在 射线 {zx 一 :G(r) : t 六 0} 上 执行 线 搜索 ,在 这 条 射线 上 /的 
极 小 点 上 ， 我 们 再 开始 计算 新 的 最 速 下 降 方向 ， 等 等 . 

这 个 称 为 最 速 下 降 的 算法 尽管 在 理论 上 有 吸引 力 ， 但 是 它 常常 执行 得 很 差 ， 因 为 它 花费 许 
多 时 间 走 锯齿 形 方向 而 不 转向 整体 极 小 点 ， 其 至 对 二 次 函数 也 可 看 到 这 种 情况 ， 见 4.7 节 
图 4-3， 容 易 证 明 这 个 方法 产生 的 逐次 的 方向 必须 互相 正 交 ， 所 以 锯齿 形 是 这 个 方法 的 一 个 不 
可 避免 的 性 质 ， 较 好 的 是 考察 一 条 线 ， 它 是 最 近 实 施 的 好 几 个 方向 的 平均 或 者 从 开始 重新 考虑 
如 何 选择 适当 的 线 搜索 的 方向 ， 这 一 主题 在 后 面 儿 节 中 继续 讨论 . 

在 最 速 下 降 中 逐次 方向 的 正 交 性 包含 在 下 列 引 理 中 . 

SIR IGRI FP ERM) PER f 在线 { 志 十 tu :LE 愉 } 上 的 极 小 值 在 工 出 现 ， 
Nuit f Aa 的 梯度 . 

证 明 点 并 在 所 描述 的 线 上 ， 因 此 点 x 十 tu BERRRE. EX ga) = frt tu), We 
的 极 小 值 出 现在 0 处 ， 并 且 g'(0) =0. 由 (2) 式 ，g'(D) 二 wTG(z 十 tu)， 由 此 ， 0 一 gf (0) 一 
arGCr). a 

创造 几 个 试验 函数 为 最 优化 程序 提供 基准 ， 这 些 函 数 通常 显示 变量 的 数量 级 范围 或 者 导致 
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极 小 点 的 长 而 扭曲 的 凹 谷 ， 这 里 是 Scales[1985] 给 出 的 五 个 这 样 的 函数 ， 每 种 情况 给 出 一 个 麻 


烦 的 初始 点 . 
Scales HRM: 
F(x) = e +0. 01/z 
TIN 初始 点 为 1.0. 
PRBS BRA 11-1); 
F(x) = 100(zf — 22)? + (1— x) 


初始 点 为 (一 1.2，1..0). 


25 


a a a 
Bec -05 0 05 1 15 


图 11-1 PEND 5 RHA 


Fletcher 和 Powell 的 螺旋 线 函 数 : 
100[ (x; 一 100) + (r—1)?] +23 
初始 点 为 (一 1，0，0).， 这 里 r= AFR, 4 2,50 Bt 2r0=tan a/m), 4 2, <0 ht 2rb 一 
十 tan (z:/z1). 
Wood 函数 : 
100¢2_ — 24)? + (1 — 21)? + 90C, — 23)? + 
A — 23)? +10. Cr: ~ 2)? + Ca, — 17) + 19. 8Cr: — D(z — 1) 
初始 点 为 (一 3， 一 1， 一 3， 一 1). 
鲍威尔 奇异 函数 
F(x) 一 (zi + 10z2)? +5; — 2)? + (ay — 2x5) +10(n — Zz) 
初始 点 为 (3， 一 1，0，1). 
习题 11. 2 
1. 求 课本 中 列 出 的 试验 函数 的 梯度 和 黑 塞 短 阵 . 
MIS) 2 EA: 的 黑 塞 逢 阵 是 0f 的 雅 可 比 行列 式 . 


Rk 化 571 


11.3 二 次 目标 函数 的 分 析 

极 小 化 问题 中 常用 的 策略 是 假定 我 们 的 函数 近似 地 是 二 次 多 项 式 ，z 个 变量 的 一 般 二 次 函 
数 具 有 形式 

fiz) =ar +A @ 

这 里 ,a 是 一 个 标量 , b 是 一 个 个 分 量 的 常 向 量 ，A 是 nXn 对 称 常数 矩阵 ， 等 式 的 右边 (从 
左 到 右 ) 展 开 成 0 次 项 、 精 确 的 一 次 项 和 精确 的 二 次 项 ， 在 两 个 变量 的 情形 中 ， 后 面 的 项 具有 
ZARE ri, ci 和 ztzz， 附 加 在 5 前 面 的 负 号 使 得 我 们 的 分 析 与 4. 7 节 讨论 线性 代数 中 的 斜 
量 法 一 致 ， 如 果 函 数 了 具有 极 小 点 (不 是 极 大 点 或 鞍点 )， 则 和 矩阵 A 必定 是 非 负 定 的 ， 这 个 结 
论 出 自 多 变量 函数 标准 的 二 阶 导 数 检 验 . 


为 知道 这 个 函数 / 需要 精确 地 知道 一 切 可 利用 的 { 


nn 个 变量 的 二 次 多 项 式 空间 的 维 数 . 
因为 二 次 函数 是 任何 给 定 的 二 次 连续 可 微 函 数 的 一 个 良好 的 局 部 化 模型 ， 所 以 将 对 它们 导 
出 某 些 基本 事实 ， 给 出 大 多 数 的 细节 .首先 了 的 完整 形式 是 


Joma Dent 4 六 六 nnhy 
其 次 ， 我 们 计算 三 的 梯度 ， 它 定义 为 具有 分 量 
2f =— ht 4 dts + THA. 


n+2 


z ) 或 +1) Cn 二 2)/2 个 参数 ， 这 是 


ax 


的 向 量 ， 央 为 矩阵 A 对 称 ， 所 以 这 个 等 式 变 成 
2E bt Ays 


ox ed 
因此 ， 梯 度 的 向 量 表达 式 为 
G(x) = Vf(z) = Ar 一 0 (2) 
为 求 SRA, BOS HONEA, IR G(x) 二 0， 注 意 到 当 Ax=6 时 ， 换 育 之 ， 当 x 二 
A "时 出 现 这 种 情况 。 为 证 明 最 后 的 逻辑 步 合 理 ， 必 须 假定 A 是 正定 阵 而 不 仅仅 是 半 正 
RE. 
我 们 需要 一 个 在 任何 线 {w 二 ih : —<1<0) ER /的 极 小 点 的 公式 .我们 有 


fwth) =a wt th) + hot thy AGW + th) 
Sa-w Tht Let Aw + mw" Ah + FER Ah 
因为 w'Ah=h"Aw, WAF: WSR 
Sh Got th) =— oh + wT Ah +h AR 
取 这 个 导数 为 零 并 解 出 :， 得 到 
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p = = Aw)th 
RT AR 
于 是 ， 在 给 定 的 线 上 的 极 小 点 是 
wtoth=wt 二 [公开 人) (3) 


BAER w 处 的 负 梯 度 方向 上 的 点 时 ,利用 A 二 6b 一 Aw 得 到 一 个 特殊 情形 为 


ee eee (b= Aw)" O- Aw) J 
usw h = wt [tw AAG Aw) [OAD 4 


现在 可 用 这 个 分 析 描 述 二 次 函数 最 速 下 降 算法 中 的 一 个 单 步 ， 从 任意 给 定 的 点 w 出 发 
我 们 得 到 (4) 式 中 给 出 的 点 x， 当 然 ， 如 果 已 知 函数 是 二 次 的 ， 则 不 需要 利用 最 速 下 降 ， 代 之 ， 
可 以 直接 计算 临界 点 =A 'bp。， 这 里 假定 A 和 2 是 已 知 的 ， 如 果 A Md 不 是 可 以 直接 利用 的 ， 


则 可 以 利用 揪 什 理论 ， 在 一 组 一 般 位 置 上 的 {”z“) 个 点 上 插值 / 求 出 二 次 西数 ， 即 这 组 点 必 


须 导 致 一 个 非 奇异 的 插值 问题 ， 所 以 不 一 定 落 在 任何 二 次 流 形 上 ， 换 言 之 ， 一 个 非 零 的 二 次 函 
数 Q 不 一 定 存在 从 而 使 插值 点 全 部 满足 Q(z) = 二 0， 在 n=2 的 情形 ， 可 取 的 6 个 点 是 0，eco ， 
eD, 2e, 20 Me +e, 其 中 em=(1，0)，e'?=(0，1)， 这 组 点 的 位 移 和 适当 的 比例 也 
是 满足 的 。/ 在 这 样 一 组 6 个 点 上 的 采样 可 以 直接 得 到 5 个 一 阶 和 二 阶 偏 导数 的 估计 . 

在 一 般 的 ( 非 二 次 ) 情 况 下 ， 我 们 假定 二 阶 偏 导数 的 存在 性 和 连续 性 ， 所 以 可 以 计算 黑 塞 矩 
阵 H(zx) 和 梯度 向 量 G(xz)， 这 样 计算 上 和 /或 分 析 上 的 代价 可 能 是 昂贵 的 ， 但 是 对 这 些 情况 ， 
求 了 的 极 小 点 的 一 个 显而易见 的 候选 方法 是 临界 点 的 牛顿 估计 : 

2 = zh — HP IG”) 

然而 ， 这 个 牛顿 交代 直到 点 序列 进入 到 解 的 相对 较 小 的 邻 域 之 前 似乎 不 太 满意 ，Dahlquist and 
Bj6rek[1974， 第 442 页 ] 中 所 述 的 Biggs 和 Dixon 算法 仅 用 点 v =H) Ga RME 
个 搜索 方向 ， 因 而 ， 在 点 x” 上 ， 如 刚才 所 述 的 算法 计算 we ， 且 在 线 {z 十 tr ERER 
行 一 个 搜索 ， 点 z**" 是 这 个 线 搜索 的 结果 ， 并 且 过 程 是 重复 的 ， 在 一 个 阻尼 形式 中 ， 如 果 
Ha ) 奇 异 或 者 如 果 


GOzeo)ra < max{0, || G2) ‖V[GCzw)7HCzw)GCzw)]) 
则 搜索 方向 向 量 ve 用 u” = Gr ) 代 替 ( 像 最 速 下 降 中 一 样 ). 
11.4 二 次 拟 合算 法 


在 这 个 类 型 中 ， 方 法 设计 为 通过 修正 函数 了 的 近似 黑 塞 矩 阵 或 逆 黑 塞 矩 阵 以 保持 一 步 一 步 
更 新 个 变量 的 二 次 函数 的 模型 ， 一 般 说 来 ， 假 定 函数 S 的 梯度 可 获得 解析 的 形式 ， 易 于 在 任 
何 给 定点 上 进行 计算 ， 黑 塞 矩阵 不 能 解析 地 获得 ， 一 个 显而易见 的 迫切 要 求 是 这 样 的 一 个 方法 
可 快速 地 求 出 二 次 函数 的 极 小 值 . 

以 Davidon、Fletcher 和 Powell 名 字 命 名 的 一 个 著名 的 算法 是 容易 描述 的 ， 为 此 ， 我 们 使 
用 如 下 记号 : 用 C(z) 表 示 f 在 z 的 梯度 ， 黑 塞 矩阵 HOREA J 表示 ， 它 在 每 一 步 是 
可 变 的 ， 这 个 公式 中 的 所 有 向 量 假定 是 列 向量 ， 而 像 or 这 样 的 向 量 是 一 个 行 向 量 . 特别 地 ， 
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vu! 是 一 个 nXn 的 秩 一 矩阵 ， 而 yy 一 个 标量 ， 其 中 v 和 yy 是 向 量 . 

在 执行 程序 之 前 ， 我 们 提供 计算 任意 点 x 上 的 函数 f(z) 和 梯度 向 量 G(z) 的 计算 机 程序 . 
初始 点 O 是 给 定 的 ， 并且 取 丁 为 x 阶 单位 矩阵 工 . 

在 算法 的 第 k 十 1 步 ,已 经 有 了 x“ 和 其 他 数据 ， 我 们 执行 下 列 算法 : 

算法 1 (Davidon-Fletcher-Powell 算法 ) 

1. HE ue JGG”). 

2. AFE r Ah f ERR r” 十 tu 上 的 近似 极 小 值 . 

3. 取 vetu. 

4 Bart Per ty, 

5. 计算 yeGU Ga”), 

6. WJJ +v y wL]. 
这 个 算法 是 共 因 梯 度 法 ， 它 与 4.7 节 的 算法 相似 ， 该 节 中 的 定理 2 可 按 最 优化 理论 的 语言 重新 
叙述 ， 假 定 了 是 二 次 函数 


fx) = a 一 Orz 十 并 zrhz z 


用 指定 的 一 组 搜索 方向 v”, v, EM — RE. HE, AERA, RIA 

1, z” HERH. 

2. 给 定 re, EN OBE 2 +e LRR, f ERDA LAR. 

4.7 节 的 定理 2 称 ， 若 搜索 方向 w" ，v2”，… 形 成 一 个 A 正 交 系 ， 则 得 到 函数 S 的 极 小 值 
不 会 超过 第 "十 1 步 ，4 TER HEY EA; it vA” =0. Davidon-Fletcher-Powell 方法 构造 一 
个 向 量 的 A 正 交 系 ， 向 量 x 出 现在 上 面 描述 的 算法 的 第 1 步 中 . 

与 这 个 方法 有 关 的 原文 是 Davidon[1959] 以 及 Fletcher and Powell[1963]. Luenberger 
[1973] 的 教科 书证 明了 Davidon-Fletcher-Powell 算法 的 基本 定理 . 
习题 11. 4 

证 明 ， 如果 上 述 算法 第 ! 步 和 第 2 步 中 ， 用 ESE G(rzo 2) 一 G(zo)，1<j<4， 则 向 量 v" 形 成 一 个 
A 正 交集 、 


11.5 Nelder-Mead 算法 


一 个 称 为 Nelder-Mead 算法 的 方法 可 用 于 极 小 化 函数 f: RR， 它 是 一 个 直接 搜索 方法 ， 
并 且 它 的 进行 不 含有 函数 /的 导数 和 任何 线 搜索 . 
在 开始 计算 之 前 ， 用 户 指定 三 个 参数 “，B 和 7 HO, BUMBLE, A L 
在 这 个 算法 的 每 一 步 ， 给 出 R" 中 的 一 组 十 1 个 点 : 
(2 2 pry) 


这 组 点 集 应 该 位 于 R" 中 的 一 般 位 置 .这 意味 着 个 点 +x” 一 x，”，1<i<n 的 集合 是 线性 无 关 
的 。 由 此 假设 可 得 原来 点 集 {z”，z” ，-…，z"} 的 凸 包 是 一 个 刀 单 纯 形 ， 例 如 ，2 单纯 形 是 
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R 中 的 一 个 三 角形 ， 而 3 单纯 形 是 R 中 的 一 个 四 面体 ， 为 使 算法 的 描述 尽 可 能 简单 ， 假 定 这 
些 点 被 重新 编号 (如 果 必 要 的 话 )， 使 得 
J) > fA) DS > fa) 
因为 我 们 打算 极 小 化 函数 f， 所 以 点 z” 是 当时 的 点 集中 最 差 的 一 个 点 (因为 它 产生 了 的 最 大 值 ). 
计算 点 


这 是 当时 的 单纯 形 相对 于 最 差 的 顶点 zx'" 的 面 的 形 心 ， 其 次 ， 计 算 反射 点 v= C1 bauer, 
BONE /Cr'”")， 则 这 是 一 个 顺利 的 情况 ， 并 且 试 探 用 REO 重新 开始 ， 然 而 ， 
我 们 首先 计算 一 个 扩大 的 反射 点 w 一 (1 十 7)v 一 yu 并 且 试 验 观察 1(w) 是 否 小 于 Sa). mR 
成 立 的 话 ， 则 用 w 代替 x" 再 开始 ， 否 则 ， 用 v 代替 zx”， 正 如 原来 建议 的 那样 ， 从 一 个 新 单 
纯 形 再 开始 . 
假定 现在 /(v) 不 小 于 f(x). FAO), WA vO RRF. 
处 理 了 所 有 的 SO<f2 ) 的 情形 后 ， 现 在 进一步 考虑 两 种 情况 .首先 ， 若 f(v) 过 
Fe) WIR b= fo AA oR, BBA SAVS), 计算 w=pr+(1—B)u, 


并 试验 是 否 fCw) <b, WAIL, MA w RO EF. UR A BFS Ca ba 


Ba, OSI 1, 缩小 单纯 形 再 开始 . 

下 式 定义 的 值 

(2) — fa) 
TIGHT FQ) I 

称 为 相对 平坦 值 ， 算 法 在 每 个 主 步骤 需要 一 个 停止 检验 ， 一 种 这 样 的 检验 是 看 相对 平坦 值 是 否 
小 ， 可 以 增加 其 他 一 些 确实 产生 改进 的 检验 ， 在 算法 的 程序 设计 中 ， 我 们 应 该 使 f 的 求 值 次 数 
最 小 ， 也 应 该 避免 利用 指标 的 置换 重新 安排 点 使 得 f(x) 宇 f(z") 宇 … 之 f(z"m)， 事实 上 ， 
只 需要 三 个 指标 : 最 大 的 、 次 大 的 和 最 小 的 f(z' ) 的 指标 . 

除了 Nelder and Mead[1965] 原 文 外 ， 我 们 可 以 查询 Dennis and Woods[1987] 以 及 
Torczon[1997] 这 些 文章 ， 不 同 的 作者 给 出 的 算法 的 形式 稍微 有 点 差别 ， 我 们 沿用 了 Nelder 和 
Mead 原来 的 描述 ， 利 用 所 谓 的 增强 下 降 技巧 的 一 种 改进 形式 由 Tseng[1998] 给 出 ， 也 可 见 
Nazareth and Tseng[1998]. 


11.6 模拟 退火 法 


已 经 提出 这 个 方法 并 且 有 效 地 寻找 国难 函数 的 极 小 化 ， 特 别 是 当 它们 有 许多 真正 的 局 部 极 
小 点 的 情况 . 

已 知 函数 f: RR, MR 中 的 任何 zx， 必 须 能 计算 SOH. RITAR 了 的 整体 极 
小 点 ， 即 求 点 z' 使 对 R" 中 的 一 切 =*， 有 f(x* ) 和 7(z). RAZ, fa) SF inker fa). W 
法 生成 点 zx "”，z'”，… 的 序列 ， 并 且 希 望 miny<sf KAF inf fC) ( 当 >co 时 ). 

BET OCEN, WETH 的 计算 就 足够 了 ， 在 zx 的 一 个 大 的 邻 域 中 生成 一 定数 量 
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的 随机 点 uP, uO, oy uO, BTR 了 的 值 ， 在 序列 中 选取 点 u, uP, or, u™ 
之 一 为 下 一 个 点 z+ ?选取 指标 j 使 得 
fu?) = min{ flu?) fU), FU D} 
如 果 FUM<f(2), WR? =u, 否则， 对 每 个 i， 我 们 对 uP HAR 
p= ee? 0 9] Gd<i<m) 
指定 一 个 概率 p,， 这 里 是 一 个 由 代码 的 用 户 选 择 的 正 参 数 ， 我 们 用 m 个 概率 的 和 除 每 个 p: 
来 规范 化 概率 ， 即 计算 


s= Dp 
然后 作 一 个 替换 

pix pi/S 
Boa. eu, uO, e, PELE, BRAM ENE SE TK p. MHL 
R P AE a, 


作 这 个 随机 选择 最 简单 的 方法 是 调用 随机 数 生成 元 ， 在 区 间 (0，1) 中 得 到 一 个 随机 点 有 

选取 i 作为 使 

ES pit prt + pi 
成 立 的 第 一 个 整数 ， 因 此 ， 若 <p, WBS, cP =, Hp <e<p, + p., WR i=, 
ZV sy, GH. 

概率 p 的 公式 取 自 热力 学 理论 ， 关 于 它 的 推导 ， 读 者 可 以 查阅 Metropolis et al. [1953] 
或 Otten and van Ginneken[1989] 的 原文 .估计 其 他 的 函数 可 扮演 这 个 角色 . 

复杂 地 选择 xz*" 的 目的 是 离开 真正 的 局 部 极 小 值 ， 为 此 ， 算 法 必须 偶尔 地 在 当时 的 点 中 
选择 一 个 位 于 高 处 的 点 ， 因 而 存在 一 个 机 会 使 得 后 继 的 点 可 以 开始 移动 到 一 个 不 同 的 局 部 极 
小 点 . 

作 一 些小 小 的 修正 ， 算 法 可 以 用 于 一 般 的 函数 f: XR, SOP X 是 任意 集合 ， 例 如 ， 在 
货 郎 担 问 题 中 ，X 是 一 组 整数 (1，2，…，N} 的 一 切 置换 集 ， 所 需要 的 全 部 是 一 个 生成 随机 
置换 的 过 程 以 及 对 函数 f 求 值 的 代码 

这 个 算法 的 Fortran 程序 可 以 在 Netlib 中 找到 ， 


http://www. netlib. org 
11.7 遗传 算法 


由 于 需要 防止 从 停止 在 一 个 真正 的 局 部 极 小 点 上 开始 搜索 ， 在 最 优化 理论 中 一 个 新 的 进展 
导致 一 类 称 为 遗传 算法 的 方法 ， 这 些 方法 的 思想 来 自 于 生物 科学 的 观察 ， 算 法 有 一 个 随机 的 组 
成 部 分 ， 人 迫使 极 小 化 搜索 远离 当时 的 局 部 极 小 值 . 

这 类 算法 是 由 Holland[1989] 所 描述 的 ， 并 且 关 于 这 个 主题 的 一 本 著作 不 久 以 后 出 版 ， 见 
Lawrence[1991]. 这些 算 法 只 需要 函数 (典型 地 是 定义 在 R" 上 ) 的 值 是 可 计算 的 一 一 不 需要 
导数 ， 货 郎 担 问题 的 遗传 算法 出 现在 Karloy[1993] 中 . 


23 


724, 


576 第 11 章 


通常 为 描述 这 样 一 个 算法 怎样 工作 ， 我 们 假设 f 是 一 个 R" 上 的 正 函数 ， 不 知道 (zx) 的 极 
小 值 ， 但 是 它 肯定 大 于 或 等 于 0。 若 缺乏 任何 较 好 的 信息 ， 则 称 SOAs 的 劣 性 ， 我 们 寻找 
一 个 最 小 劣 性 的 +， 组合 一 对 点 产生 一 个 或 多 个 新 点 .在 这 个 过 程 中 ， 低 劣 性 的 两 个 点 比 高 劣 
性 的 点 对 具有 较 高 的 组 成 新 点 的 概率 ， 在 这 个 方法 中 点 复制 的 概率 反比 于 它 的 劣 性 ， 一 个 新 点 
由 其 他 的 两 个 点 组 合 产生 的 方式 与 手头 上 的 问题 有 关 ， 在 算法 的 开始 ， 利 用 随机 数 产生 一 组 随 
机 配置 的 点 ， 如 果 有 充分 的 知识 使 这 项 工作 值得 去 做 的 话 ， 则 随机 点 的 分 布 可 以 预先 规定 ， 因 
为 组 合 的 是 原始 对 象 总 体 的 点 对 ， 所 以 在 计算 中 存在 大 比例 或 大 规模 并 行 性 的 可 能 性 ， 许多 点 
对 可 以 同时 组 合 . 


11.8 上 是 规划 


这 个 术语 表示 当 求 极 小 化 的 函数 是 凸 的 并 且 求 极 小 化 的 域 是 是 集 时 产生 的 特殊 的 最 优化 问 
题 ， 在 6, 9 节 中 定义 和 讨论 了 凸 集 ， 函数 了 的 凸 性 是 指 每 当 z 和 y 在 了 的 定义 域 中 且 a 之 0， 
BOM ate=1 Bt 
flar + By) < af (x) + Bf) 
如 果 这 样 的 一 个 函数 是 定义 在 R' 的 一 个 凸 子 集 上 ， 则 它 可 以 用 下 列 形式 的 函数 来 通 近 ， 


F(a) = mal Dasz; —6] 

类 似 地 ， 凸 域 可 以 用 下 列 形式 的 集合 来 近似 表示 
= {z : G(r) <0} 

其 中 GRAM BRM, N 

Gtx) = max[ Yaz, — 64) 
相应 地 ， 我 们 考虑 由 画 数 对 (F，G) 描 述 的 一 个 一 般 性 问题 ， 它 指 的 是 求 服从 于 约束 G(x) <0 
的 下 的 极 小 点 ， 注 意 用 上 面 的 记号 ， 倘 车 关键 性 的 指标 ONL, MAER A 和 向 量 4 来 完 
整地 描述 这 个 问题 ， 假 定 短 阵 A 满足 Haar 条 件 ，A 的 每 个 n 个 行 向 量 组 线性 无 关 ， 我 们 也 候 
REM K 非 空 ， 定 义 A 的 行 向 量 为 : 

A, = (ansaa an) a<i<m) 

HEREKE r 为 


rla) = Sayz,—b, = (A,r) -b (ER, [Li<m) 


在 算法 的 每 一 步 ， 给 出 一 组 指标 了， 其 中 JC{1，2，…，m} ， 它 要 求 

1. J 恰好 有 nn 十 1 个 元 素 . 

2. BY J 的 一 个 元 素 在 范围 {1，2，…，&} 中 . 

3. R" 的 原点 位 于 行 向 量 组 (A, : i€ 几 的 凸 包 中 . 

这 个 典型 步骤 如 下 ， 首先， 计算 向 量 ER 和 实数 +4， 如 果 i€ J 且 i<h, W rC) =A; 
WR iE J Hi>k, 使 得 x(z) 二 0， 这 个 计算 需要 解 一 组 有 n+ 个 未 知 数 ( 即 z 的 分 量 和 数 1) 
Kinti 个 线性 方程 。 我们 用 手头 上 的 和 4 计算 F(z) 和 GCz). 车 GCz)<0 和 F(z)=4， 则 
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算法 停止 ，z 是 解 ( 即 F(z) 达 到 极 小 值 的 K 的 点 ). EG, 则 xz&K， 选 择 一 个 指标 a 使 
得 c> Ar. (2) >0. GUO 和 F(x)>>X4， 则 选择 一 个 指标 a 使 得 a<k 且 r(x)>>4. 利用 
6.9 节 的 交换 定理 ， 可 求 出 一 个 指标 8E J ， 该 指标 具有 这 样 的 性 质 ， 即 R" 的 原点 位 于 {A, : 
fel Mat, EPJ SJU \ 1B}、 下 一 步 从 这 个 新 的 集合 了 开始. 

定理 1( 有 限 终止 定理 ) 在 有 限 步 数 之 内 ， 上 面 的 算法 产生 一 个 点 EK, ARAALE 
F(x) 是 一 个 极 小 值 . 

这 个 定理 及 其 证 明 可 在 Goldstein[1966] 中 找到 . 


11.9 约束 极 小 化 


在 前 节 中 讨论 了 约束 极 小 化 的 一 种 重要 的 情况 ， 如 何 对 待 更 一 般 的 问题 中 不 可 利用 域 和 函数 的 
凸 性 的 情况 呢 ? 一 个 简单 的 方法 提出 了 罚 函 数 概念 ， 这 是 一 个 把 约束 集 外 的 点 变 得 非常 大 的 一 个 函 
数 ， 罚 函数 可 以 和 目标 函数 相 加 ， 并 且 可 以 利用 前 面 讨论 的 方法 搜索 和 函数 的 无 约束 极 小 值 . 

更 特殊 些 ， 假 定 求 极 小 值 的 目标 西数 是 f HRR ga RAZ, ERA K= 
dat gO ER f(z) 的 极 小 值 ， 约 束 问 题 等 价 于 /十 g" 的 无 约束 极 小 化 ， 其 中 罚 函 数 依赖 
于 g(r)>0 或 g(x)<0 满足 条 件 g' (x)=oo 或 g(x)=0， 如 人们 可 能 猜测 的 那样 ， 这 个 人 为 
HAR g" 太 粗糙 因而 在 数值 过 程 中 并 不 实用 ， 代 之 ， 当 g(z) 上 升 到 临界 值 0 以 上 时 ， 我 们 应 
该 使 用 一 个 迅速 上 升 的 光滑 函数 .例如 ,可 使 用 替代 的 g* (z) 一 cxp(g&(z)) 一 1. 

另外 可 使 用 的 罚 函 数 是 g’ (zx) 二 max{0，ag(x)}， 其 中 a 是 一 个 由 专业 人 员 选 择 的 正 参 数 . 


11.10 BERRY 


AVENE REE RAL LI — RS is fo oo fa 的 同时 极 小 化 ， 可 以 设想 
好 几 个 最 优化 准则 ， 例 如 ， 我 们 可 求 


pe 
的 极 小 值 或 者 求 

maxf (x) 
的 极 小 值 ， 这 两 种 方法 将 直接 导致 一 个 实 值 函数 的 极 小 化 问题 ， 这 类 问题 在 本 章 的 前 面 几 节 已 
作 了 讨论 . 


在 帕 雷 托 最 优化 中 ， 我 们 寻找 一 个 点 xz" 使 得 没有 其 他 的 点 y 满足 不 等 式 /,(y) 二 /,(x* )， 
ISiSn, RUB RORY 2° 称 为 已 知 的 函数 族 的 帕 雷 托 最 优点 . 

再 次 需要 集合 凸 性 以 及 11. 8 节 中 定义 的 函数 的 凸 性 的 概念 . 下 列 定理 给 出 帕 雷 托 最 优点 
的 必要 条 件 ， 本 定理 及 下 一 个 定理 取 自 Aubin[1998]. 

定理 1( 帕 雷 托 极 小 必要 条 件 定理 ) 设 户 , 户 ,…, 瑟 是 定义 在 菜 个 向 量 空间 中 的 一 个 西 集 上 
的 凸 实 值 函 教 , 若 ” 是 这 个 函数 族 的 一 个 帕 雷 托 极 小 点 , 则 存在 一 个 非 零 非 负 向 量 (Ch Aas A) 


使 得 zx” 极 小 化 ASC). 


(726) 
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ER 设 函数 的 凸 域 是 X， 用 
Fla) = Cfi lE) fea fx (2) 
BEX ft XR. 在 R" P, 定义 w<v 意 味 着 对 一 切 i:，u, 志 v,， 而 ucv 意味 着 对 一 切 i, w< 
v 我们 也 取 
K = {u € Rt u> f(x) MR x € X) 
我 们 证 明 集合 K 是 凸 的 假设 wx，vE 天 ， 则 对 某 个 适当 的 >，>EX， 有 zu> fM v> fly). 
车 0<X<1 及 9=1 一 *， 则 由 每 个 函数 f 的 凸 性 ， 有 
du; + Ov, > Af (2) HOY > fiax + Oy) = filw) 
其 中 ,w=X7 十 9y， 由 X WE. wX 的 一 个 点 ， 刚 才 所 写 的 式 子 表明 hz 十 gu> fw), A 
此 ，Au 十 PvE K 并 且 K 是 凸 的 . 
现在 证 明定 理 . 假设 zx" 是 函数 族 f, 的 一 个 帕 雷 托 极 小 点 ， 我 们 断言 f(x" ) 不 在 K 中 . 
事实 上 ， 如 果 flo ) 属 于 K， 则 对 XX 中 的 某 个 z， 一 定 有 f> f(z)， 直 接 与 帕 雷 托 最 优 
点 的 含意 矛盾 .应 用 10. 1 节 中 的 分 离 定理 I， 在 R" 中 得 到 一 个 从 K 中 分 离 (x* ) 的 超 平面 ， 
于 是 ， 对 某 个 非 零 向 量 hE R" MKH Hu, (h, f(t, u). BAK 包含 一 切 形 如 
f(z) 十 p 的 向 量 , 其 中 xEX，pER" A p>0, MUA 
(hy f(x" )) S hy f(z)) + (hyp) 
考虑 非常 大 重 的 p, RNB ASO, BER p 的 下 确 界 给 出 
thy fla")? < th, fiz)? 


这 断言 x" HEX EAMG AS. n 
a 
定理 2( 帕 雷 托 极 小 充分 条 件 定理 ) FRx MM max f(x) 或 biCz) ,其 中 0 之 0 且 
各 


S18 > 0, 则 ARRA fofr fe 的 一 个 由 雷 托 最 优点 。 


证 明 假设 不 是 一 个 帕 雷 托 最 优点 ， 则 存在 一 个 点 y BMD i, AOS). lt, 
max, fi(y)<max, f(x"). MI, z 不 极 小 化 maxf;(z)， 对 也 8.f,(z) 情 况 可 类 似 地 证 明 . a 


例 1 RAWS, ADU, MH LER, Mz 一 消 是 函数 系 {1，/5) 的 一 个 


HIERDE WE AOSA ) 可 得 到 结论 | y | <ALL ?一 1 1 < 二， 这 些 y 的 不 


等 式 是 互 斥 的 ， 定理 1 证 明 中 提 到 的 集合 K 是 
K = {u € Rita >r Mu > (2-1 HR rE X) 


FER us tae ARR ME Kx = [5.2 aR. a, RE 2 的 证 明 中 那样， 


点 工 "实际 上 极 小 化 函数 fit fi:  x* 也 极 小 化 max, f;， 所 以 此 例 同样 说 明定 理 2. a 
习题 11.10 
HE BBUF 是 本 的 , 则 当 》 > O B marfi, HAT 也 是 本 的 . 


附录 A ”数学 软件 一 览 


全 世界 有 大 量 的 数学 软件 可 用 ， 并 且 其 数量 日 益 增加 ， 为 了 获得 最 新 的 信息 ， 可 浏览 因 特 
网 上 的 万 维 网 ， 在 因特网 上 ， 可 以 搜索 到 用 户 所 关心 的 特定 应 用 领域 中 的 常用 数学 软件 . 

把 数学 软件 分 成 如 下 3 类 是 有 益 的 : 1) 不 受 版 权限 制 ，2) 可 免费 获得 ( 某 些 功能 限制 使 
用 )，3)7 有 专利 权 ( 需 要 特许 契约 )、 不 受 版 权限 制 有 一 个 特殊 的 法 律 意义 ， 指 的 是 任何 用 途 都 
人 允许， 包括 修改 、 转 售 等 等 ， 通 过 因特网 ， 人 们 可 以 下 载 不 受 版 权限 制 或 可 免费 获得 的 软件 ， 
并 且 在 许多 情况 下 ， 能 获得 商业 软件 包 的 免费 演示 版 ， 因 特 网 上 的 某 些 软件 是 有 使 用 限制 的 ， 
例如 作者 的 版 权 ， 只 以 研究 与 教学 为 目的 的 使 用 不 受 作者 的 版 权限 制 (类 似 的 例子 是 ACM 
Collected Algorithms 的 代码 ， 它 受制 于 ACM 软件 版 权 和 特许 契约 )、 另 一 方面 ， 专 有 软件 必 
须 从 销售 软件 的 开发 公司 或 计算 机 商店 购买 或 租借 ， 是 否 在 软件 能 使 用 之 前 付费 不 只 是 着 眼 于 
软件 的 分 类 . 例如， 仔细 考虑 下 面 这 些 看 上 去 矛盾 的 例子 : (1) 付费 买 不 受 版 权限 制 的 软件 ( 比 
如 ，CD-ROM 上 的 Netlib)，(2) 付 费 买 容易 得 到 的 软件 一 一 你 能 免费 下 载 某 些 软件 ， 但 是 如 
果 用 于 非 教育 目的 ， 那 么 你 最 好 递送 一 张 支票 ，(3) 使 用 免费 赠送 的 软件 ， 但 它 是 有 专利 的 ， 
在 你 得 到 它 之 前 需要 签署 一 个 特许 契约 . 

在 这 个 附录 中 ， 我 们 对 某 些 数学 软件 作 一 些 简 要 介绍 并 且 指 出 其 在 因特网 上 的 万 维 网 
(www) 地 址 ， 用 户 可 以 在 这 些 地 址 上 发 现 补充 信息 和 一 些 软件 。 我 们 还 要 提 到 若干 个 系统 ， 
这 些 系 统 有 助 于 搜索 求解 特定 问题 的 数学 软件 ， 因 为 软件 的 开发 速度 如 此 之 快 ， 以 至 于 任何 一 
份 软件 清单 都 会 很 快 过 时 ， 所 以 这 里 提供 的 不 是 一 张 全 面 的 清单 . 

因为 数学 软件 是 用 各 种 程序 设计 语言 编写 的 并 且 适 用 于 多 种 计算 机 体系 结构 ， 所 以 怎样 更 
有 条 理 地 介绍 这 些 软件 是 一 件 困难 的 事情 ， 我 们 受到 Lozier and Olver[1994] 有 关 数 学 特殊 函 
数 的 精彩 评述 的 影响 ， 他 们 按照 软件 包 、 中 间 程 序 库 、 综 合 程序 库 和 交互 系统 等 类 别 来 组 织 软 
件 ， 首 先 ， 软 件 包 包含 有 一 个 或 多 个 子 程序 ， 这 些 子 程序 是 用 来 求解 数值 数学 的 一 个 子 域 中 的 
特殊 问题 ， 其 次 ， 中 间 程 序 库 通常 是 适用 于 小 型 计算 机 或 PC 机 的 子 程序 ， 有 些 库 包含 用 一 种 
或 多 种 计算 机 语言 编写 的 实用 数学 函数 的 集成 ， 它 们 有 可 能 是 由 计算 机 设备 制造 商 或 编译 器 的 
开发 者 编写 ， 另 外 ， 有 些 适 用 于 PC 机 的 中 间 程序 库 是 通用 数学 程序 库 的 子 库 . 第 三 ， 综 合 程 
序 库 包含 的 子 程序 已 被 吸收 到 许多 特征 统一 的 高 质量 软件 中 ， 比 如 ， 统 一 的 文本 、 统 一 的 使 用 
方式 和 差错 处 理 条 件 ， 最 后 ， 交 互 系统 至 少 是 带 有 一 组 功能 强大 的 键盘 命令 的 交互 式 计算 机 环 
境 ， 以 便 用 户 能 避免 编译 -连接 -运行 的 循环 ， 数 学 软件 通常 要 经 历 一 个 改良 过 程 ， 从 期 刊 或 报 
告 中 介绍 的 原始 思想 到 被 算法 科学 界 普通 接受 ， 最 终 ， 把 算法 合并 到 大 型 数学 程序 库 或 成 熟 的 
交互 式 计算 机 系统 中 去 . 

我 们 先 提 及 在 因特网 上 寻找 常用 数学 软件 的 某 些 搜索 系统 ， 然 后 给 出 与 数学 软件 研究 和 开 
发 相关 的 一 般 信 息 ， 最 后 ， 讨 论 若干 综合 程序 库 和 交互 系统 ， 以 及 一 些 中 介 程 序 库 或 数学 软件 
包 的 例子 . 
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Al 搜索 系统 
A.1.1 Guide to Available Mathematical Software (GAMS) 
这 是 一 个 大 型 在 线 式 的 附录 前 后 参照 索引 的 虚拟 数学 及 统计 软件 资料 档案 库 ， 它 适用 于 计 
算 科学 和 工程 学 . 它 是 国家 标准 技术 研究 所 (NIST) 的 一 个 开发 项 目 。 这 个 项 目 给 科学 家 和 工 
程 师 提供 可 重复 使 用 的 计算 机 软件 的 更 便捷 的 人口 。 用 户 以 问题 决策 树 为 向 导 来 搜索 适当 的 软 
件 以 便于 解决 特殊 的 问题 ， 或 者 搜索 包 / 模 块 名 .GAMS 不 提供 实体 的 资料 档案 库 ， 而 只 提供 
显而易见 的 由 NIST 等 来 维护 的 多 重 资料 档案 库 的 人 口 . 用户 可 以 在 
http: //gams. nist. gov? 
上 获得 摘要 、 文 档 和 源 代码 ，GAMS 具有 附加 搜索 特征 的 一 个 Java 界面 可 以 在 
http://gams. nist. gov/HotGAMS 
上 找到 .有 关 数 学 软件 的 其 他 一 些 信息 源 可 以 在 
http://gams. nist. gov/OtherSources. html 
上 找到 ， 其 中 包括 目录 、 期 刊 、 免 费 的 以 及 来 自 教育 和 其 他 软件 供应 商 的 可 用 程序 包 . 
A.1.2 Netlib 
这 是 数学 软件 、 文 档 ( 论 文 、 报 告 等 )、 数 据 库 ( 地 址 清单 (电子 邮件 和 常规 信件 )、 会 议 、 
性 能 数据 等 ) 和 其 他 实用 的 数学 信息 的 资料 档案 库 ， 用 户 可 以 执行 一 个 关键 字 搜索 来 获得 数学 
软件 以 及 搜索 以 前 每 周 的 NA-Digest 在 线 通讯 稿 的 议题 ， 这 是 一 个 为 数值 分 析 工作 者 和 其 他 研 
究 人 员 的 社团 提供 服务 而 开发 的 系统 ， 用 户 可 以 通过 
http://www. netlib. org 
进入 这 个 系统 ， 另 外 ， 用 户 也 可 以 从 
http://netlib. org/na-net/ 
进入 NA-Net 系统 ， 它 服务 于 科学 计算 界 ， 为 其 成 员 提供 e-mail 数据 库 、 有 关 用 户 信息 的 名 录 
服务 和 NA-Digest 一 一 每 周 热点 主题 的 论文 汇集 ， 其 他 一 些 相关 的 成 果 如 下 : 
+ HPC-Netlib 是 Netlib 的 高 性 能 分 支 ， 可 以 从 
http: //www. nhse. org/hpe-netlib/ 
上 得 到 ， 它 提供 有 关 高 性 能 数学 软件 (不 管 是 用 于 研究 还 是 商业 ) 的 资料 ， 并 且 还 给 出 
诸如 软件 选择 和 执行 的 路 标 . 
* Matrix Market 可 以 从 
http://math. nist. gov/MatrixMarket 
进入 ， 它 提供 一 个 进入 数值 线性 代数 算法 比较 研究 中 使 用 的 测试 数据 资料 档案 库 的 便 
利 人 口 . 
”PTLib 是 有 关 并 行 系统 的 高 质量 软件 和 工具 的 资源 ， 它 在 
http://www. nhse. org/ptlib 


名 ”因特网 上 的 信息 是 变化 的 ， 这 里 列 出 的 网 址 未 必 都 能 用 。 一 一 编辑 注 
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上 可 以 找到 ， 它 是 国家 高 性 能 计算 和 通信 软件 交换 站 的 一 部 分 - 
A.2 一 般 信息 


A. 2. 1 Conferences 
这 是 有 关 会 议 信息 的 公告 ， 可 以 在 因特网 上 获得 相关 的 信息 ， 比 如， 从 
http://www. netlib. org/confdb/Conferences. html 
可 以 进入 Netlib Conferences Database， 它 包含 即将 召开 的 会 议 、 讲 演 、 以 及 与 数学 和 计算 机 
科学 领域 相关 的 其 他 会 议 的 信息 . 此外，Atlas Mathematical Conferences Abstracts 在 
http; //at. yorku. ca/amea 
上 为 全 世界 数学 家 提供 会 议 公告 和 会 议 摘要 ， 多数 会 议 公告 可 从 下 面 列 举 的 科学 社团 和 协会 直 
接 得 到 . 


A.2.2 Graduate 


这 是 涉及 数值 分 析 和 科学 计算 的 程序 ， 遍 布 世界 各 地 ， 比 如 得 克 萨 斯 大 学 奥斯汀 分 校 的 计 
算 与 应 用 数学 (CAM) 程 序 的 细节 可 以 在 
http://www. ticam. utexas. edu/cam 
上 得 到 ， 在 万 维 网 上 可 以 获得 许多 有 关 其 他 研究 生 程序 的 资料 . 
A.2.3 Homepages 


这 是 中 各 种 研究 兴趣 团体 建立 的 ， 例 如 ， 
”区 间 运 算 的 最 近 的 研究 进展 : 
http://es. utep. edu/interval-comp/main. html 
o 最 优化 软件 的 决策 树 
http://plato. la. asu. edu/guide. html 
个 人 的 主页 ， 比 如 本 书 作 者 的 主页 是 : 
。 David Kincaid 主页 
http://www. cs. utexas. edu/users/kincaid 
。 Ward Cheney 主页 
http://www. ma. utexas. edu/users/cheney 
多 数 专业 社团 和 协会 都 有 主页 ， 比 如 下 面 列 出 的 社团 和 协会 . 
A.2.4 Journals 


这 是 为 了 传播 最 新 研究 进展 和 相应 的 算法 与 数学 软件 而 出 版 的 、 本 书 的 参考 书目 包含 了 许 
多 主要 的 数值 分 析 期 刊 的 清单 ， 其 中 有 些 期 刊 读者 可 以 在 因特网 上 获得 其 目录 甚至 论文 的 全 
文 ， 出 版 研究 期 刊 和 传播 数学 软件 的 组 织 有 ， 
+ Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM) (工业 与 应 用 数学 协会 ) : 
http://www. siam. org 
+ Association for Computing Machinery (ACM) (计算 机 协会 ) : 


z 
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http://www. acm. org 
。 American Mathematical Society (AMS)( 美 国 数学 学 会 ) : 
http://www. ams. org 
。 Mathematical Association of America (MAA)( 美 国 数学 协会 ) : 
http://www. maa. org 
+ International Association for Mathematics and Computers in Simulations (IMACS) (fi 
际 数学 和 计算 机 仿真 协会 ): 
http://www. imacs _ online. org 
» Journal of Approximation Theory (JAT): 
http://www. math. ohio-state. edu/JAT 
例如 ,《ACM Transactions on Mathematical Software(TOMS)) 出 版 审定 过 的 论文 和 计算 
机 程序 / 包 ，ACM 算法 的 指导 原则 要 求 软件 是 具有 适当 文档 独立 成 套 的 ， 有 一 个 样板 输出 的 测 
试 程序 ， 以 及 能 较 好 地 将 其 移植 到 各 种 计算 机 上 .TOMS 的 主页 
http://www. acm. org/toms 
上 有 算法 论文 目录 的 搜索 表 和 有 关 软 件 链接 的 搜索 表 ， 从 ACM、Netlib 和 许多 其 他 源 点 可 以 
得 到 软件 ， 用 户 能 从 
http://www. acm. org/pubs/calgo 
上 的 ACM Collected Algorithms 获得 资料 ， 分 类 系统 是 用 来 编制 算法 案 引 的 ， 而 且 这 些 算法 
的 数据 库 得 到 很 好 地 维护 ，ACM Digital Library 是 文献 信息 ， 引 文 和 论文 全 文 的 源 点 ; ET 
以 在 
http://acm. org/dl 
上 得 到 ,文献 数据 库 对 注册 访问 者 是 免费 的 ， 进 入 全 文 数据 库 是 按 订 阅 服务 次 数 计 费 的 ， 许 多 
新 的 和 经 典 的 数学 著作 可 以 在 
http://siam. org/books/ 
上 得 到 ， 数 学 期 刊 ， 比 如 《SIAM Journal of Numerical Analysis), (SIAM Journal of Scientific 
Computing) 和 其 他 许多 期 刊 ， 可 以 在 
http: //siam. org/journals/journals. htm 
上 得 到 ， 其 他 一 些 期 刊 为 特殊 的 科学 学 科 中 的 软件 及 其 相关 信息 的 交换 提供 平台 ， 例 如 ， 期 刊 
(Computer Physics Communications》 发 表 有 关 物 理学 和 物理 化 学 的 计算 方面 的 论文 并 伴 有 审定 
过 的 计算 机 程序 ， 期 刊 fYApplied Statistics 发 表 统计 计算 的 文献 资料 并 伴 有 审定 过 的 统计 软件 . 
最 近 ， 已 出 现 有 关 数 值 分 析 算法 进展 的 专门 论文 的 纯 电 子 期 刊 ， 因 特 网 上 得 到 的 这 些 期 刊 的 论 
文 可 以 本 地 打印 .这 类 期 刊 之 一 是 在 
http://etna. mes. kent. edu 
上 的 《Electronic Transactions on Numerical Analysis). 


A.2.5 Mathematics Archive WWW Server 


这 是 提供 进入 各 种 各 样 数 学 资源 的 有 组 织 的 因特网 人口 ， 重 点 是 那些 用 于 传授 数学 和 教育 
软件 的 材料 ， 它 可 以 在 
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http: //archives. math. utk. edu 

上 得 到 . 
A.2.6 Mathematics Information Servers 

这 是 万 维 网 上 一 份 详尽 的 数学 服务 器 清单 ， 涉 及 许多 院 系 、 电 子 期 刊 、 预 印 论文 的 原始 资 
料 以 及 有 关 数 学 软件 的 资料 。 它 可 以 在 

http://www. math. psu. edu/MathLists 

上 得 到 . 
A.2.7 News Groups 

用 于 以 无 节制 论坛 的 方式 张贴 邮件 ， 这 些 邮件 讨论 的 内 容 广泛 而 形式 为 问答 式 ， 关 于 数学 
软件 的 一 些 USENET 新 闻 组 是 

sci. math. num-analysis 
sci. math, research 
sci. math. symbolic 

A.2.8 Newsletters 

在 因特网 上 发 布 公告 和 有 关 数 学 软件 的 一 般 信息 .范例 有 : 

， NA-Digest， 数 值 分 析 在 线 通信 : 

http://www. netlib. org/na-digest-html/index, html 
”MGNerDigest， 多 重 网 格 在 线 通信 : 
http://www. mgnet. org/mgnet-digest. html 
，AT-Net， 通 近 论 网 络 与 在 线 公 报 : 
http://www. uni-giessen. de/www-Numerische-Mathematik/at-net 

A.2.9 Research 

世界 各 地 都 有 数值 分 析 与 科学 计算 的 中 心 和 研究 所 ， 比 如 ， 在 得 克 萨 斯 大 学 奥斯汀 分 校 
网 站 

http://www. utexas. edu 
中 的 得 克 萨 斯 计算 与 应 用 数学 研究 所 (TICAM) : 
http://www. ticam. utexas. edu 
和 数值 分 析 中 心 (CNA): 
http://www. ma. utexas. edu/CNA 

在 美国 ， 大 量 的 数学 软件 可 从 国家 实验 室 (Argonne[ANL]、Fermilab、Lawrence Berkeley 
[LBNL], Lawrence Livermore[LLNL], Los Alamos[ LANL], Oak Ridge[ORNL], Pacific 
Northwest, Sandia 和 Stanford Linear Accelerator 等 ) 、 国 家 超级 计算 机 中 心 (圣迭戈 超级 计算 
机 中 心 [LSDSC]、 在 劳伦斯 。 伯 克利 的 国家 能 量 超级 计算 机 中 心 [NESC] 等 ) 和 各 种 政府 机 构 
《国家 标准 技术 研究 所 [NIST] 等 ) 获 得 ， 用户 可 以 直接 链接 到 所 有 的 国家 实验 室 、 超 级 计算 机 
中 心 和 高 性 能 研究 中 心 . 
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。 高 性 能 计算 中 心 清单 : 

http://www. nhse. org/univ _ hpcc. html 
* 美国 政府 实验 室 和 机 构 清单 : 

http://www. nhse. org/gov _ sites. html 
A.2.10 Textbooks 

教科 书 与 相关 的 数学 软件 能 广泛 地 得 到 ， 许 多 数值 分 析 和 数值 方法 的 教科 书 与 相关 的 软件 
一 起 供给 ， 或 者 已 把 软件 与 书 合 在 了 一 起 .在 这 些 书 中 ， 对 每 个 问题 所 涉及 的 领域 人 们 能 找到 
分 析 数 学 的 一 般 讨 论 、 算 法 的 表述 和 以 一 种 或 几 种 计算 机 语言 编写 的 计算 机 程序 算法 的 实际 实 
现 ， 算 法 可 能 列 在 课本 中 ， 也 可 以 购买 软盘 或 者 免费 获得 软件 ， 感 兴趣 的 读者 可 从 因特网 上 下 
载 软件 ， 例 如 支撑 本 书 的 软件 可 以 在 下 列 网 站 : 
http://www. ma. utexas. edu/CNA/NA3 
或 
ftp://ftp. brookscole. com/dir/brookscole/Mathematics/Texts _ by _ Authors/ Kincaid _ Cheney 

中 得 到 ， 在 那里 ， 用 户 可 以 下 载 样板 计算 机 程序 ， 这 些 程序 或 者 用 各 种 计算 机 程序 设计 语言 编 
Gi 或 者 使 用 高 级 数学 软件 系统 .同时 ， 还 能 得 到 本 书 最 新 的 勘误 表 .， 此 外 ， 支 撑 初 级 教科 书 
«Numerical Mathematics and Computing, 4th Edition)(Cheney 和 Kincaid 编著 ) 的 软件 可 在 下 
列 网 站 得 到 ; 
http://www. ma. utexas. edu/CNA/NMC4 


A3 综合 程序 库 


综合 程序 库 是 以 统一 的 风格 和 高 质量 及 稳健 的 规格 写成 的 大 型 数学 程序 的 集成 ， 这 里 列举 
一 些 综合 程序 库 . 
A. 3. 1 CERN RFE 
这 是 由 网 洲 粒子 物理 实验 室 提供 的 。 这 个 程序 库 主 要 是 支撑 高 能 物理 研究 ， 但 是 它 包含 许 
多 一 般 数学 上 使 用 的 程序 ， 这 个 程序 库 经 销 给 外 单位 时 带 有 某 些 限制 ， 它 在 
http: //consult. cern. ch 
上 可 以 得 到 . 
A.3.2 CMLIB 
这 是 国家 科技 研究 所 (NIST) 的 核心 数学 程序 库 . 它 是 一 个 大 约 有 750 个 高 质量 的 不 受 版 
权限 制 的 Fortran 子 程序 的 集成 ， 而 且 这 些 子 程序 很 容易 移植 ， 这 个 库 中 的 子 程序 解决 数学 和 
统计 学 中 许多 标准 的 问题 ， 它 包含 通常 在 其 他 地 方 可 得 到 的 软件 程序 ， 例如，BLAS、 
EISPACK, FISHPACK, FCNPACK, FITPACK, LINPACK #1 QUADPACK. 可 访问 
http: //gams. nist. gov 
A. 3.3 ESSL/PESSL 
这 是 一 个 IBM 计算 机 上 使 用 的 工程 和 科学 子 程序 库 . 它 是 一 个 适用 于 在 各 类 IBM 计算 机 
上 求解 科学 和 工程 应 用 问题 的 达到 目前 最 新 水 平 的 450 个 以 上 数学 程序 的 集成 ， 程 序 库 对 特殊 
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的 IBM 计算 机 体系 结构 (例如 工作 站 和 并 行 计算 机 ) 作 了 协调 . 它 可 以 调用 以 Fortran, C 或 
C++ 编写 的 应 用 程序 ，PESSL 是 IBM 工程 和 科学 子 程序 库 (ESSL) 的 并 行 实现 ， 它 由 在 BM 
计算 机 系统 及 IBM 工作 站 群 中 支持 并 行 处 理 的 可 升级 的 数学 程序 组 成 . 并 行 ESSL 支持 单程 
序 多 重 数据 (SP kM D) 程 序 设计 模型 ， 它 或 者 利用 信息 传递 界面 ( M PT) 信号 处 理 程序 库 或 者 利用 
M PI 插入 程序 库 ， 请 访问 
http://www. ibm. com 
A. 3.4 IMSL 程序 库 
这 是 由 Visual Numerics 有 限 公司 开发 的 C 代码 或 Fortran 代码 数值 和 图 像 程序 库 ， 这 个 
程序 库 包含 一 个 大 型 的 子 程序 和 函数 子 程序 库 (500 个 以 上 ) 的 集成 ， 它 提供 进入 数学 和 统计 学 
中 数值 方法 高 质量 实现 的 人 口 。 这 些 程序 库 经 过 30 多 年 演变 而 来 ， 它 们 在 各 类 计算 机 平台 上 
使 用 都 是 有 效 的 ， 它 们 的 子 集 在 PC 机 上 使 用 也 是 有 效 的 。Visual Numerics 中 其 他 可 以 利用 的 
数学 软件 产品 是 PV-WAVE 和 Stanford Graphics， 请 访问 
http://www. vni. com 
A.3.5 LibSci 
这 是 为 适用 于 Cray 计算 机 系统 开发 的 通用 的 数学 和 科学 程序 库 ， 例 如 ， 它 包含 线性 代数 、 
快速 傅 里 叶 变换 、 滤 波 、 打 包 / 解 包 和 向 量 聚 集 / 分 散 ， 这 个 程序 库 在 
http://www. netlib. org/scilib 
上 可 以 得 到 . 
A. 3.6 NAG 程序 库 
这 是 科学 家 、 工 程 师 、 研 究 员 和 软件 开发 人 员 的 Fortran77/90 代码 或 C 代码 数值 和 统计 
程序 库 ， 涉 及 数学 、 统 计 和 最 优化 的 应 用 程序 ， 它 由 Numerical Algorithms Group(NAG) 开 发 
的 ， 这 些 软件 库 具有 综合 的 数值 性 能 ， 是 数值 专家 和 统计 专家 协作 编写 的 代码 ， 程 序 库 的 最 大 
版 本 具有 1000 个 以 上 的 程序 ， 其 中 若干 软件 经 过 20 多 年 演变 而 来 ， 具有 目前 最 新 水 平 的 产品 
在 从 PC 机 到 超级 计算 机 的 80 多 个 计算 机 平台 上 都 具有 稳健 的 性 能 ， 此 外 ，NAG 建立 了 第 一 
个 完整 的 标准 Fortran 90 编译 器 ， 并 且 根据 NAG， 人 们 可 利用 计算 机 代数 系统 Axiom， 信 
息 在 
http://www. nag. com 
上 可 以 得 到 . 
A.3.7 SLATEC 
这 是 由 能 源 部 (DOE) 和 能 源 科技 中 心经 售 的 一 个 大 型 Fortran 数学 子 程序 集成 ， 用 户 可 
以 从 
http://www. energy. gov 
上 或 者 从 Netlib 的 
http://www. netlib. org/slatec 


上 得 到 ， 它 具有 可 移植 性 、 良 好 的 数值 技术 、 良 好 的 文档 、 稳 健 性 和 质量 保证 等 特点 ， 这 个 程 
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序 库 最 初 是 为 政府 研究 实验 室 联 盟 的 超级 计算 机 提供 可 移植 的 、 私 人 拥有 的 数学 软件 ， 原 缩写 
词 代表 涉及 的 国家 实验 室 (Sandia、Los Alamos 和 Air Force Technical Exchange Committee). 
后 来 ,程序 库 委 员 会 接纳 了 另外 三 个 国家 实验 家 (Lawrence Livermore, Oak Ridge 和 Sandia 
Livermore) LA RTE Lawrence Livermore 的 国家 能 源 超级 计算 机 中 心 和 国家 标准 和 技术 协会 ， 

除了 上 面 列举 的 程序 库 以 外 ， 其 他 一 些 一 般 的 数学 软件 程序 库 是 NSWC、NUMAL、 
NUMPAC, PORT, Scientific Desk 和 VECLIB 等 . 


A.4 交互 系统 


一 般 来 说 ， 一 个 完整 的 交互 数学 软件 系统 含有 一 组 强大 的 用 户 进入 计算 机 终端 或 工作 站 的 
指令 ， 在 屏幕 上 显示 直接 的 响应 ， 它 可 能 是 一 个 计算 (数值 的 或 符号 的 ) 或 是 一 个 视觉 显示 ， 例 
如 ， 一 个 图 表 或 图 形 。 因 为 不 存在 编译 -链接 -执行 循环 ， 所 以 减轻 了 程序 设计 的 负担 ， 通 过 定 
制 指令 集 或 图 标 可 以 扩展 交互 系统 的 性 能 ， 交 互 系统 可 把 非 数 值 工作 和 数值 计算 结合 起 来 ， 看 
来 在 一 个 交互 式 计算 机 环境 内 做 图 像 计算 和 符号 计算 似乎 是 最 好 的 ， 由 于 这 个 原因 ， 一 个 新 趋 
势 是 把 数值 计算 与 符号 计算 和 图 像 可 视 化 结合 成 为 一 个 完全 的 交互 系统 

计算 机 代数 系统 具有 在 数值 数学 中 有 用 的 特殊 性 能 ， 一 种 这 样 的 特性 是 任意 精度 或 多 精度 
浮 点 运算 ， 一 般 来 说 ， 程 序 设计 语言 使 用 计算 机 硬件 做 计算 机 运算 使 得 精度 是 固定 的 ， 计 算 机 
代数 系统 的 主要 目的 是 作 精 确 的 数学 运算 ， 具 有 浮 点 运算 是 它 的 另 一 个 性 能 ， 尽 管 如 此 ， 我 们 
得 到 的 一 个 意外 收获 是 能 够 在 这 个 系统 内 执行 任意 精度 的 浮 点 运算 ， 除 非 用 户 另 有 说 明 ， 符 号 
系统 通常 避免 引入 不 精确 结果 的 求 值 以 及 计算 符号 表达 式 ( 数 表示 为 具有 任意 长 的 分 子 和 分 母 
的 有 理 分 数 或 表示 为 符号 )， 用 户 可 以 要 求 以 任意 长 的 精度 执行 数 的 浮 点 运算 . 

下 面 是 一 些 交互 数学 软件 系统 的 样 例 . 

A.4.1 CPLEX 

这 是 一 个 用 于 求解 线性 规划 问题 的 软件 包 ， 它 包括 整数 、 混 合 整数 以 及 网 络 线性 规划 问 
题 ，CPLEX 可 作为 一 个 交互 程序 或 作为 一 个 可 调用 的 子 程序 库 使 用 ，CPLEX 交互 问题 求解 程 
序 允 许 用 户 进 入 、 修 改 和 求解 来 自 计 算 机 终端 的 问题 . 当 一 次 求解 一 个 问题 或 者 设计 一 个 解法 
时 这 是 特别 有 用 的 .可 调用 的 程序 库 提供 访问 CPLEX 最 优化 、 公 用 程序 、 问 题 修正 、 查 询 和 
直接 来 自 CR Fortran 程序 的 1/0 程序 的 人口。 请 访问 

http://www. cplex. com 
A.4.2 HIQ 

这 是 一 个 基于 对 象 的 数值 分 析 和 数据 可 视 化 软件 包 ，HiQ 利用 兼 有 工作 表 界 面 、 交 互 分 
析 、 数 据 可 视 化 、 一 个 扩充 的 数学 程序 库 和 一 个 脚本 程序 设计 语言 的 一 套 方法 解决 数学 、 科 学 
和 工程 问题 ，HiQ 对 Macintosh 和 Power Macintosh 计算 机 是 一 个 交互 的 问题 解决 环境 ， 它 可 
以 在 

http://www. ni. com 


上 得 到 . 
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A.4.3 Maple 
这 是 一 个 包含 符号 的 、 数 字 的 、 图 像 的 和 程序 设计 的 性 能 的 交互 符号 计算 系统 ，Maple 执 
行 方程 求解 、 线 性 代数 、 微 积分 和 复 分 析 ， 并 且 具 有 实质 上 无 限 的 精度 ，Maple 是 作为 与 符号 
计算 有 关 的 计算 机 代数 操作 的 一 个 交互 系统 开发 的 ， 但 是 加 入 了 许 许 多 多 扩充 的 性 能 ， 从 个 人 
计算 机 和 工作 站 到 超级 计算 机 等 各 种 类 型 的 计算 机 它 都 可 使 用 ， 它 可 以 在 
http://www. maplesoft. com 
上 得 到 . 
A.4.4 Mathematica 
这 是 一 个 用 于 数值 计算 、 符 号 计算 和 图 像 计算 以 及 可 视 化 的 交互 软件 系统 ， 用 户 可 以 把 
Mathematica 的 输出 信息 (计算 、 图 像 和 动画 等 ) 和 原始 文本 在 Mathematica 系统 中 完整 地 结合 
起 来 ， 作 为 用 于 展示 或 技术 报告 的 完整 的 备用 电子 文件 ， 可 得 到 多 种 Mathematica 应 用 程序 
库 ，MathLink 是 一 个 通信 协议 ， 它 允许 Mathematica 和 其 他 计算 机 程序 包 ， 如 Matlab 或 
Excel 之 间 交换 信息 ， 基 于 模式 匹配 的 程序 设计 语言 可 用 于 扩充 Mathematica RAMEE. MA 
PC 机 到 科学 工作 站 ， 再 到 大 规模 的 特大 型 计算 机 ， 在 20 多 个 平台 上 都 可 使 用 Mathematica, 
请 访问 
http://www. mathematica. com 
A.4.5 Matlab 
这 是 一 个 提供 计算 、 可 视 化 和 特殊 应 用 软件 工具 箱 的 计算 环境 ， 和 矩阵 记号 用 于 产生 带 有 一 
组 涉及 数值 计算 的 标准 算法 的 内 置 指令 的 甜 阵 实验 室 ， 可 用 一 个 面向 矩阵 的 语言 进行 大 规模 的 
计算 和 数据 分 析 ， 交 互 2D 和 3D 图 像 的 性 能 对 数据 的 分 析 、 变 换 和 可 视 化 是 有 用 的 ，Matlab 
可 动态 地 链接 C 或 Fortran 程序 ， 对 PC 机 、 工 作 站 和 超级 计算 机 等 各 种 类 型 的 计算 机 都 可 使 
用 该 程序 包 ，Matlab 具有 大 于 20 个 的 工具 箱 ， 可 用 于 特殊 的 应 用 ， 例 如 ， 信 号 和 图 像 处 理 、 
控制 系统 设计 、 频 域 识别 、 稳 健 控制 设计 、 数 学 、 统 计 、 数 据 分 析 、 神 经 网 络 和 模糊 逻辑 、 最 
优化 以 及 样 条 ， 此 外 ， 用 Maple V 带 工具 箱 界面 也 可 作 符号 计算 ， 它 可 以 在 
http://www. mathworks. com 
上 得 到 . 
A.4.6 Octave 
这 是 一 种 高 级 语言 ， 通 常 和 Matlab 兼容 ， 并 且 主 要 用 于 数值 计算 ， 它 为 数值 求解 线性 和 
非 线性 问题 以 及 执行 其 他 数值 实验 提供 指令 行 界面 ，Octave 中 包含 大 量 的 工具 ， 这 些 工具 用 
于 求解 通常 的 数值 线性 代数 问题 和 求 非 线性 方程 求 根 、 求 常用 函数 的 积分 、 处 理 多 项 式 以 及 求 
常 微分 方程 和 微分 代数 方程 的 积分 ， 借 助 于 以 Octave 自己 的 语言 编写 的 用 户 定义 的 函数 或 利 
用 以 不 同 程序 设计 诸 言 编写 的 动态 加 载 的 模块 ， 可 以 扩充 和 定制 Octave. GNU Octave 是 一 个 
免费 的 软件 ， 根 据 免费 软件 基金 会 出 版 的 GNU 公众 许可 证 ， 它 可 以 重新 分 配 或 修改 ， 它 在 
http://www. octave. org 


上 可 以 得 到 . 
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A.4.7 REDUCE 
这 是 为 数学 家 、 科 学 家 和 工程 师 感 兴趣 的 普通 代数 计算 设计 的 一 个 交互 计算 机 代数 系统 . 
尽管 对 那些 能 用 手工 处 理 的 问题 REDUCE 可 作为 一 台 代 数 计算 器 使 用 ， 但 是 它 的 主要 目的 是 
用 来 处 理 那些 只 能 用 计算 机 计算 的 问题 ， 请 访问 
http://www. uni-koeln. de/REDUCE/ 
还 有 一 些 不 同 于 列举 在 此 的 某 些 符 号 代数 计算 机 系统 ， 例 如 Axiom, Derive, GANITH, 
Macsyma, Magma, Mathcad, Milo, MuPAD、 Pari, Schur 和 SymbMath. 


A5 中 间 程 序 库 和 软件 程序 包 


可 利用 许多 中 间 程 序 库 和 软件 程序 包 求解 各 类 数学 问题 . 一些 主要 的 不 受 版 权限 制 的 软件 
样 例如 下 : 
A.5.1 FITPACK 

这 是 一 个 在 张力 作用 下 利用 样 条 执行 曲线 拟 合 和 曲面 拟 合 的 数学 程序 库 ， 其 特色 包括 具有 
各 种 维 数 的 基 和 目标 空间 、 带 有 明显 极点 的 近似 数据 和 近似 积分 、 导 数 以 及 近似 曲线 的 长 度 . 
它 在 

http://www. netlib. org/fitpack 

上 可 以 得 到 . 
A. 5.2 ITPACKV/NSPCG 

这 是 利用 迁 代 法 求解 大 型 稀 下 线性 方程 组 的 子 程序 包 ， 软 件 的 特色 包括 自动 参数 估计 和 实 
现 精确 的 终止 准则 ， 这 些 程序 包 可 用 于 求解 椭圆 偏 微分 方程 的 有 限 差分 或 有 限 元 模型 形成 的 线 
性 方程 组 ，ITPACKV 是 具有 基本 迭代 格式 的 向 量化 软件 包 ， 这 些 格式 为 雅 可 比 、 逐 次 超 松弛 
(SOR), HEK SOR 以 及 用 切 比 雪夫 或 共 二 梯 度 法 加 速 收 敛 的 约 化 方程 组 ， 在 NSPCG 的 程序 
中 也 涉及 各 种 加 速 技 术 ， 包 括 共 思 e 梯 度 、 切 比 雪夫 加 速 和 非 对 称 方程 组 带 预 处 理 ( 或 基本 迭代 
法 ) 的 广义 共 示 梯度 法 ， 这 些 程序 包 是 作为 得 克 萨 斯 大 学 奥斯汀 分 校 数 值 分 析 中 心 的 ITPACK 
项 目的 一 部 分 开发 的 ， 请 访问 

http://www. ma. utexas. edu/CNA 

A. 5.3 LAPACK 

这 是 包含 求解 联 立 线性 方程 组 、 线 性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 、 特 征 值 问题 和 奇异 值 问题 的 
程序 ， 也 提供 有 关 的 矩阵 分 解 (LU、 楚 列 斯 基 、QR、SVD、 舒 尔 和 广义 舒 尔 )， 它 们 是 与 诸 
如 舒 尔 分 解 重新 排序 和 估计 条 件数 的 计算 有 关 的 .处 理 稠密 的 和 带 状 的 矩阵 ， 但 不 处 理 一 般 
的 稀 朴 矩阵 ， 在 所 有 的 领域 中 ， 对 实 阵 和 复 阵 在 单 精度 和 双 精 度 两 方面 提供 相似 的 功能 ， 请 
访问 

http://netlib2. cs. utk. edu/lapack/index. html 

A.5.4 MINPACK 


这 是 一 个 求解 非 线性 方程 组 和 非 线性 最 小 二 乘 问题 的 程序 库 ， 我 们 可 选择 使 用 自动 地 计算 
雅 可 比 甜 阵 的 程序 也 可 为 雅 可 比 答 阵 提供 程序 ， 请 访问 
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hitp://www-fp. mes. anl. gov/ote/Guide/SoftwareGuide/index. html 

A.5.5 ODEPACK 

这 是 求解 已 知 初 值 的 常 微分 方程 的 子 程序 集成 ， 这 些 程序 对 用 线 方法 求解 不 定常 偏 微分 方 
程 时 形成 的 常 微分 方程 的 求解 特别 有 用 .它们 是 由 Lawrence Livermore 国家 实验 室 (LLNL) 所 
开发 的 ， 这 个 程序 包 的 主页 是 

http://www. linl. gov/CASC/odepack 

A.5.6 PDE2D 

这 是 在 一 般 的 二 维 区 域 和 三 维 盒 体内 求解 线性 和 非 线性 不 定常 、 定 态 及 特征 值 偏 微分 方程 
组 的 一 个 有 限 元 代码 ， 它 能 处 理 诸如 弹性 、 扩 散 、 热 传导 、 势 能 和 流体 力学 等 领域 中 的 问题 . 
它 具 有 一 个 交互 接口 和 大 量 的 图 像 输 出 能 力 ， 它 在 

http://members. aol. com/pde2d/ 

上 可 以 得 到 . 
A.5.7 PETSc 

这 是 求解 偏 微分 方程 及 相关 问题 的 科学 计算 的 一 个 便携式 可 扩充 的 工具 箱 ， 它 是 一 套 创建 
大 范围 应 用 的 数据 结构 和 程序 ， 这 些 应 用 由 并 行 的 线性 和 非 线 性 方程 求解 程序 和 无 约束 最 小 化 
模块 所 组 成 ，Argonne 国家 实验 室 (ANL) 支 持 这 个 项 目 并 且 是 主要 的 发 布 站 点 : 

http://www-fp. mes. anl. gov/petsc 

A.5.8 ScaLAPACK 

这 是 由 几 个 公共 机 构 (Oak Ridge 国家 实验 室 ， 莱 斯 大 学 ， 加 州 大 学 伯克利 分 校 和 洛杉矶 
分 校 ， 伊 利 诺 伊 大 学 ， 田 纳西 大 学 Knoxville 分 校 ) 协 作 完 成 的 成 果 ， 它 由 四 个 部 分 组 成 ， 稠 密 
带 状 矩阵 软件 (ScaLAPACK)、 大 型 稀 朴 特征 值 软件 (PARPACK 和 ARPACK)、 直 接 法 求解 
稀 朴 方程 组 软件 (CAPSS 和 MFACT) 和 选 代 求解 大 型 稀 玻 方程 组 的 预 处 理 求解 程序 (ParPre). 
它 在 

http://netlib2. cs. utk. edu/scalapack/index. html 

上 可 以 得 到 . 
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Absolute error (绝对 误差 )，55 

Abstract form (抽象 形式 )，702 

ACM, 734 

Adams-Bashforth formula (IE 4 W - E ft W E A 
3). 550 
fifth-order CEM), 550 
fourth-order (UBT), 555, 570 
second-order (二 阶 ) 555 

Adams-Bashforth-Moulton, predictor 
method (亚当 斯 - 巴 什 福 思 - 莫 尔 顿 ， 预 估 - 校 正 
方法 ) 569 

Adams-Moulton formula (亚当 斯 - 莫 尔 顿 公式 )，551 
fifth-order (五 阶 )，551 
fourth-order 《四 阶 )，555，570 

Adaptive approximation 〔 自 适应 通 近 )，460 

Adaptive quadrature (A iG MER BL). 507 

Adaptive quadrature algorithm ( 自 适应 求 积 算 
法 )，551 

Adaptive Runge-Kutta-Fehlberg ( 自 适应 龙 格 -- 库 塔 一 
BAR SLR) 
algorithm (算法 ) 545 
method (方法 )，544 

Aitken acceleration GEW IMM). 259, 260 

Aitken Acceleration Theorem 〈 艾 特 肯 加 速 定 
理 )，260 

Algorithm, see Pseudocode (算法 ， 见 伪 代 码 ) 

Algorithm, B-spline coefficients (算法 ，B 样 条 系 
数 )，370 

Aliasing OYE RR). 457, 459 

Alternative approach to characteristics ( 另 一 种 特征 线 
法 )，657 

Alternative forms of Taylor's Theorem (泰勒 定理 的 
另 一 种 形式 )，10 


correction 


AMS, 735 

Analysis of errors (误差 分 析 ) 186 

Analysis of linear multistep methods (线性 多 步 法 的 
分 析 ) 552 

Analysis of quadratic objective functions (二 次 目标 函 
数 的 分 析 )，719 

Analysis of roundoff errors in Gaussian algorithm (高 
斯 算法 中 的 伟人 误差 分 析 ) 245 

Annihilates ( 零 化 )，514 

Annuity (年 金 )，99 

Antidifferentiation ( 反 微 分 )，479 

a posteriori bounds (后 验 估计 界 )，246 

Applications of B-splines (B 样 条 的 应 用 )，377 

Approximate inverse GEM), 202 

Approximate zero (近似 零点 ) ，74 

Approximating functions (函数 通 近 )，306 
coherent theory (协调 理论 ) 514 

Approximation formula, f(x) GEMAR, f'(a), 
468 

Approximation formula, f" (x) GEMAR, f"(2)), 
469 

Approximating functionals, Sard’s theory ( 通 近 泛 函 ， 
Sard 理论 )，513 

A-orthogonal (A 正 交 的 )，237 

A-orthogonal property (A ERHI), 722 

A-orthonormality (A 标准 正 交 性 )，235 

Associated matrix-vector norm《〈 对 应 的 矩阵 -向 量 范 
数 )，188 

Assumption (8), 702 

A stability (A 稳定 性 )，612 

Attracted (31), 127 

Attraction, basin of (R31, 4), 127 

Automatic differentiation (自动 微分 )，476 

Autonomous (自控 的 )，569，597 
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Back substitution〈 向 后 回 代 )，150，151，170 
algorithm (算法 )，151 
permuted upper triangular system (置换 的 上 三 角 
方程 组 )，151 

Badness ( 劣 性 )，725 

Backward error analysis (向 后 误差 分 析 )，72 

Backward SOR (向 后 SOR), 221 

Badly conditioned problems ( 劣 态 问题 )，64 

Bairstow's algorithm (贝尔 斯 托 算法 )，119 

Bairstow's method (贝尔 斯 托 方法 )，117 

Banach space (Banach 空间 )，405 

Banded matrix (#PARSE PE), 596 

Barycentric form (重心 形式 )，326 

Barycentric interpolation formula (重心 插值 公 
式 )，326 

Base B system (基数 为 有 的 数 系 ) 38 

Basic concepts (基本 概念 )，254 

Basic feasible point (基本 可 行 点 )，703，705 

Basic functions (460%), 635 

Basic Functions of Bivariate Polynomials, Theorem on 
(二 元 多 项 式 的 基 函 数 定理 ) 424 

Basic Gaussian elimination (基本 的 高 斯 消 元 法 )，167 

Basic variables (基本 变量 )，7?07 

Basic vectors ( 基 向 量 )，593 

Basin of attraction (吸引 盆 ) 127 

Basis for Null Space, Theorem on ( 零 空间 的 基 定 
理 )，32 

Basis for the Space St (空间 St 
Theorem on (定理 ) 377 

Benchmarks (基准 )，717 

Bernoulli numbers〈 伯 努 利 数 )，392，504 

Bernoulli Polynomials (AHEM), 519, 520 
Lemma on (418), 521 

Bernstein polynomials ( 伯 恩 斯 坦 多 项 式 )，320 

Bessel functions，J,( 贝 塞 尔 函数 ,J.)，34,71 

Bessel funetions，Y,( 贝 塞 尔 函数 ，Y.)，70 

Bessel s Inequality ( 贝 塞 尔 不 等 式 )，398 
Lemma on ( 引 理 )。399 


的 基 )，377 


Best approximation (EIE), 392, 393 
Bézout's Theorem (NHW), 426 
Big O. functions (KO, M¥), 18 
Big O. sequences (KO, FFF), 17 
Binary system (— wt), 37, 38 
Binomial coefficient (二 项 式 系数 ) 321 
Birkhoff interpolation (4 ARRIM), 340 
Bisection algorithm (对 分 算法 )，76 
Bisection method( 对 分 法 )，74 
Bisection Theorem (对 分 定理 )，79 
Binomial Theorem (二 项 式 定理 )，323 
Bohman-Korovkin Theorem ( Bohman-Korovkin 定 
理 )，321 
Boolean sum，F@G( 布 尔 和 ，EGDQ) ，422 
Boolean product, PQU#HAKB, PQ), 422 
Boundary-value problems ( 边 值 问题 )，572 
collocation (配置 法 ) 593 
Existence Theorem (存在 性 定理 )，573 
finite-differences (有 限 差分 )，589 
shooting methods (打靶 法 ) 581 
Bounded (有 界 的 )，33 
Boundedness (有 界 性 )，21 
Bounded sequence (有 界 序列 ) 33 
Branches (4}), 23 
B-splines (B REX), 366 
applications (i¥ fA), 377 
degree 0 (0 %&), 366 
degree 1 (1%), 367 
derivative (导数 )，371 
integral (积分 )，373 
positivity ( 正 性 )，368 
properties (性 质 )，368 
support of (支撑 )，368 
theory (理论 )，366 


CAM (CAM), 734 

Cc, 318 

Canonical form (和 典范 型 )，658 

Carathéodory’s Theorem (卡拉 泰 奥 多 里 定理 ) 410 
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Cardinal functions (2%). 312 

Cardinal property( 基 性 质 ) ，421 

Cartesian grid (篇 卡 儿 网 格 )，421 

Cartesian product (W + JLA®). 421 

Cauchy criterion (HIME), 102, 198 

Cauchy-Schwarz inequality ($ Ai - i A RR $ 
式 )，516 

RN Library (CERN JẸ), 738 

Centroid ( 形 心 )，723 

Chain rule ( 链 式 法 则 )，531 

Change of intervals (区 间 变 换 ) 485 

Changes of variables (变量 代 换 )，574 

(特征 线 法 )，642，643，650 

Characteristic curves (特征 曲线 )，643，651，658 

general theory (一 般 理论 ) 645 
Characteristic equation (特征 方程 )，213，256 
(特征 多 项 式 )，29， 


Characteristic 


Characteristic polynomial 


256, 599 
Characteristics, alternative approach (特征 线 法 ， 另 
-种 方法 )，657 


Characterization Theorems (特征 定理 )，412 

Characterizing Best Approximations (刻画 最 佳 通 近 的 
特征 )，406 
Theorem on (定理 )，395 

Chebyshev acceleration ( 切 比 雪夫 加 速 )，224 
Lemma 1 ( 引 理 1)，225 
Lemma 2( 引 理 2)，225 
Lemma on Polynomial P,, Recurrence Relation 
(多 项 式 P, 引 理 ， 递 归 关 系 )，226 
Lemma on Chebyshev，Recursive Formulas( 切 比 
FRIM. 递归 公式 )，227 

Chebyshev algorithm ( 切 比 雪夫 算法 ) ，228 

Chebyshev Alternation Theorem ( 切 比 雪夫 交替 定 
FE). 320, 416 

Chebyshev method ( 切 比 雪夫 方法 )，227 

Chebyshev nodes ( 切 比 雪夫 结 点 )，366 

Chebyshev polynomial, second kind〈 切 比 雪夫 多 项 
式 ， 第 二 类 )，224-225，487，491 

Chebyshev polynomials ( 切 比 雪夫 多 项 式 )，225， 
315, 316. 401 


Chebyshev solution of linear equations (线性 方程 组 的 
切 比 雪夫 解 )，411 

Chebyshev theory ( 切 比 雪夫 理论 ) 405 

Chebyshev's quadrature formulas (H) it E k RRA 
R), 492 

Cholesky algorithm ( 楚 列 斯 基 算 法 )，158 

Cholesky factorization ( 楚 列 斯 基 分 解 )，149，153， 
155，157 

Cholesky Theorem on LLT-Factorization 〈 楚 列 斯 基 
LL" 分 解 定理 )，157 

Choosing nodes (选取 结 点 )，318 

Chopped to ndigit approximation (截断 nn 位 近 
MD, 39 

Chopping (E), 44, 45, 46 

Classification, partial differential equations (分 类 ， 
偏 微分 方程 )，652 

Closed half-space ( 闭 半空 间 ) ，685 

CMLIB，738 

CNA, 737 ` 

Coarse grid ( 粗 网 格 ) 667 

Coarse grid correction scheme ( 粗 网 格 校正 格 
式 )，673 

Collocation (配置 法 ) 593, 594, 636 

Column equilibration (339 #4). 181, 203 

Column vector ( 列 向 量 ) 140 

Column version ( 列 形式 )，159 

Columns ( 列 ),，140 

Columnwise diagonally dominant ( 列 对 角 占 优 ) ，182 

Companion matrix( 友 阵 ) 306 

Complete Horner's algorithm (3229 WW), 114 

Complete inner product, properties ( 复 内 积 ， 性 
Bi, 447 

Compiete pivoting (43:76), 173 

Complex Fourier series (54 (#2 tH), 446 

Complex Newton’s method (36 4 #13), 126 

Complex numbers( #80, 254 

Component (分 量 ) 274 

Composite rule (复合 法 则 )，481 

Cornposite Simpson s rule (复合 辛普森 法 则 ) ，484 

Composite trapezoid rule (复合 梯形 法 则 )，481 
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Comprehensive Libraries (综合 程序 库 )，738 
Computer arithmetic (计算 机 算术 运算 )，37 
Computing (计算 ) 
roots of polynomials (多 项 式 的 根 )，109 
values of exponential polynomial (指数 多 项 式 的 
值 )，458 
Condition (条 件 )，66 
Condition number (条 件数 )，66，67，68，190，191 
Conditioning (调节 ) 64, 66 
Conditioned (条 件 的 )，241 
Cone (HE), 690 
Conferences (R), 733 
Conjugate (340), 218, 254 
number (%), 117 
Conjugate directions (383), 235 
Conjugate direction methods ($648 7y (BE), 235 
Conjugate gradient method (E98 SR BER), 232, 237 
algorithm (算法 ) 
Conjugate transpose (JESE HE), 219, 255 
Consistency ( 相 容 性 ) 558 
Consistent ( 相 容 )，681 
Consistent, method (HIF, WE), 558 
Consistent systems (HEF), 681, 691 
Constrained minimization (约束 极 小 化 ) 726 
Continuation methods ( 延 拓 法 )，130 
Continued fractions ( 连 分 式 ) 438 
Continuity (连续 性 )，3 
Continuity Theorem (连续 性 定理 )，415 
Continuous (连续 的 )，4 
Continuously Differential Solution, Theorem on (if 
续 可 微 解 定理 )，133 
Continuous problem (连续 问 
Contours (等 高 线 )，235 
Contractive (压缩 的 )，101 
Contractive function/mapping (压缩 函数 /映射 )，101 
Contractive Mapping Theorem (压缩 映射 定理 )，102 
Converge cubically (三 次 收 钙 )，106 
Convergence ，aorder (Mt, a 阶 )，17，96 
Convergence, boundary-value problem (iit +E, W 
值 问 题 )，591 


), 630 


Convergence of interpolating polynomials (插值 多 项 
KAMAE), 318 
Convergence, linear (收敛 ， 线 性 )，16，17 
Convergence, orders of (KK, Bt), 15. 17 
Convergence, quadratic (MC, =%k), 17 
Convergence, sequences ( 收 和 分， 序列 ) 17, 197 
Convergence, superlinear (i %, # & HE), 16, 
17, 97 
Convergent, continued fraction ( 渐 近 分 式 ， 连 分 
式 )，439 
Conversion, series to continued fractions (转换 ， 级 
BACAR), 439 
Convergent method (收敛 方法 )，557 
Convergent , nth (iia, nt), 439 
Convex (A), 86, 682 
Convex combinations ( 凸 组 合 ) 409 
Convex hull ( 凸 包 ) 409, 684, 722 
of compact sets ( 紧 集 的 )，410 
Convex sets ( 凸 集 )，409 
Convex programming ( 凸 规划 )，725 
Convexity ( 西 性 )，409，681，725 
Corollary on( 推 论 ) 
Best Approximation Necessary and Sufficient 
Condition (最 佳 通 近 ， 充 要 条 件 ) 
Corollary 1 (推论 1), 408 
Corollary 2 (推论 2)，408 
Corollary 3 (推论 3), 408 
Corollary 4 (推论 4) 411 
Bivariate Polynomials( 二 元 多 项 式 ) 425 
Diagonally Dominant Matrix (对 角 占 优 矩 阵 )， 
Corollary 1 (推论 1) 178 
Corollary 2 (推论 2 ，179 
Exponential Polynomials( 指 数 多 项 式 )， 
Corollary 1 (推论 1) 449 
Corollary 2 (推论 2) 449 
Finite Extreme Points (有 限 极 值 点 )，702 
Similar Matrix (相似 矩阵 )，266 
Unitarily Similar Matrix( 西 相似 矩阵 ) 267 
Cosine integral (RRA), 391 
CPLEX, 740 
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Crank-Nicolson method (32 * 3% - ERR BRA 
法 )，625 

Critical set, critt (Mi FEM, crit(f)), 407 

Crout's factorization ( 克 劳 特 分 解 )，153 

Cubic B-splines (二 次 B PEAR). 595 

Cubic splines (三 次 样 条 )，350 

Curvature (曲率 )，355 


D 


Damping effect (阻尼 作用 )，672 
Damping of errors (误差 的 阻尼 )，669 
Damping version (阻尼 形式 )，721 
Davidon-Fletcher-Powell algorithm (Davidon-Fletcher- 
Powell 算法 )，721 
Decay constant (WEW); 549 
Decimal system (十 进 制 )，37，38 
Decoupled GRF), 678 
Defective matrix (亏损 矩阵 ) 263 
Definition of (定义 ) 
Haar Subspace〈 险 尔 子 空间 )，413 
Infimum (下 确 界 ) 22 
Interpolation with Repetitions (重复 结 点 播 
值 )，345 
Phy 454 
Matrix Exponential (矩阵 指数 )，600 
R(n), 453 
Supremum (EMH), 21 
Deflate matrix (降低 矩阵 的 阶 数 ) 303 
Deflation 〈 降 阶 )，113，268 
Deflation process ( 降 阶 过 程 )，268 
Degree at most k (至 多 次 )，437 
Degree of a term (项 的 次 数 ) ，424 
Degree of, multinomial z( 次 数 ， 多 项 式 2°), 437 
Degrees of freedom (A Hi AE), 351 
Delay differential equation (延迟 微分 方程 )，534 
Denormalized numbers (不 可 规格 化 数 )，44 
Derivative (导数 )，5 
Derivatives, B-splines (导数 ，B 样 条 )，370 
Lemma on ( 吉 理 )、371 
Descent methods (下 降 法 )，716 


Deviation (2%), 392 

Deviation array (偏差 数组 ) 461 

Diagonalizable matrices (HJ 3$ f4 (6PF), 600, 601 

Diagonally dominant matrices (对 角 占 优 和 矩阵 ) 177 

Diagonal matrices (对 角 阵 )，600 

Diagonal structure (对 角 结 构 ) 149 

Difference equations (差分 方程 )，28，65 

Difference quotient ( 差 商 )，94 

Differentiable (可 微 )，5 

Differential equation, retarded argument (微分 方程 ， 
延迟 变量 ) 534 

Differentiation, numerical (微分 ， 数 值 的 ) 466 

Differentiation via polynomial interpolation (多 项 式 插 
值 的 微分 )，470 

Diffraction of light ( 光 的 衍射 )，75 

Diffusion equation (扩散 方程 )，615 

Dilogarithm function 〈 二 重 对 数 函数 )，391，538 

Direct method (直接 法 ) 237, 256 

Direct method for computing eigenvalues (计算 特征 值 
的 直接 法 )，256 

Direct search method (直接 搜索 法 ) 722 

Directed rounding (直接 合 人 )，42 

Dirichlet problem (Dirichlet 问题 )，629，636 

Discrete problem (离散 问题 )，630 

Discretization (离散 化 )，616 

Discretized (离散 ) ，2 

Discriminant (判别 式 )，652 

Displacement operator (位 移 算 子 )，28 

Distance, function to spline space 距离， 函数 到 样 
条 空间 )，385 
Theorem on( 定 理 )，368 

Divided-difference properties ( 均 差 性 质 )，332 

Divided differences ($93), 311, 327, 329, 330 
table (#8), 331 

Divided-differences algorithm ( 均 差 算法 )，331 

Divided differences with repetitions ( 带 重复 结 点 的 均 
#), 345 

Doolittle’s algorithm (Doolittle 算法 ) 159 

Doolittle’s column version (Doolittle 的 列 形式 )，159 

Doolittle's factorization (Doolittle 分 解 )，153，155 
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Doolittle’s row version (Doolittle 的 行 形式 )，159 
Double-precision (MBE), 41, 58 

Dual (XH), 697 

Dual problem (对 偶 问 题 )，697 

Duality theory (对 偶 理 论 )，697 


E 


Economical version of singular-value decomposition 
(奇异 值 分 解 的 紧凑 形式 )，295 

Eigenvalue(s) (特征 值 )，213，255，597 

Eigenvalue problem (特征 值 问题 )，257，298 

Eigenvector(s) (特征 向 量 )，255，597 

Elementary matrix( 初 等 矩阵 ) 143 

Elementary operations( 初 等 运算 ) 141 

Elementary row and column operations (初等 行 运算 
和 初等 列 运算 ) 304 

Elliptic (椭圆 ) 652 

Elliptic integral (椭圆 积分 )，538 

Elliptic integral, second kind (i M B14}, 第 二 
类 )，538 

Elliptic partial differential equations (i BH (Ñ 5} Jy 
w). 

Embedded Runge-Kutta, procedures (i A $È # -JE 
H, 方法 )，546 

Embedded Runge-Kutta, formulas (i A È W-E, 
AR), 548 

Entire function (5%), 318 

Equilibration (均衡 化 ) 203 

Equivalent (等 价 ) 164 

Equivalent class (等 价 类 )，231 

Equivalent systems (等 价 方程 组 )，141 

Error analysis (误差 分 析 )，78，84，486 
bisection method 《对 分 法 )，78 
functional iteration, fixed points (函数 选 代 ， 不 
动 点 )，104 
Gaussian quadrature (高 斯 求 积 )，496 
Newton-Cotes formula (牛顿 - 科 英 公式) 486 
Newton’s method (牛顿 法 ) 84 
secant method (MAE), 95 
Wendroff's implicit method ( Wendroff 隐 式 方 


Æ), 663 

Error function, erf(x) (RRB, erf(x)), 22, 
390, 537 

Error in polynomial interpolation (多 项 式 搬 值 中 的 误 
差 )，314 

Error vector (误差 向 量 ) 192, 200 

Errors (误差 )，84 

Errors, at the mesh points (误差 ， 在 格 点 上 )，626 

ESSL, PESSL , 738 

Euclidean 5-norm ( 欧 几 里 得 l; 范 数 )，187 

Euclidean norm ( 欧 几 里 得 范 数 )，219，255 

Euler-Maclaurin formula (Ek fit - Æ w HF MAR), 
504, 519, 522 

Euler's formula ( 欧 拉 公式 )，446 

Euler's method ( 欧 拉 方 法 ) 534, 609 

Evaluation of functions (函数 求 值 )，59 

Excess in row i( 第 i 行 的 超过 量 )，185 

Exchange (交换 )，418 

Exchange method (交换 方法 )，418 

Exchange Theorem (交换 定理 ) ，418 

Existence (存在 性 )，573 

Existence and uniqueness of solution ( 解 的 存在 性 和 
唯一 性 )，524 

Existence, of best approximation (it {$ J i (4 F tE 
te). 393 

Existence Theorem, boundary-value Theorem (存在 
性 定理 ， 边 界 问题 )，573 

Expanded reflected point (扩大 的 反射 点 )，723 

Explicit functions (ARAB), 22 

Explicit method (s) (it st X $), 552, 557, 
615, 618 

Exponent (指数 ) 40 

integrals, E, (z) (指数 积分 ， 
E,(2)), 69 

Exponential polynomial (指数 多 项 式 )，448，451 

Extended-precision (扩充 精度 ) ，41 

Extrapolation (外 推 )，221 

Extremal property, Theorem on ( 极 值 性 质 ， 定 
Æ), 402 
Chebyshev polynomials of second kind (第 二 类 切 


Exponential 
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比 雪夫 多 项 式 )，487 
Extreme point(s) ( 极 值 点 )，686 
Extremum problem ( 极 值 问题 )，393 


F 


Fabers Theorem (法 贝尔 定理 )，320 

Factorization phase ( 4} Bt 8), 170, 171 
algorithm (算法 )，171 

Factorizations LU (LU 分解)，152 

Factorizations PA=LU (PA=LU 分 解 )，173 

Factor Theorem (因子 定理 )，110 

Family of all subsets of a set (集合 的 所 有 子 集 
We), 702 

Farkas Theorem( 福 科 什 定理 )，690 

Fast Fourier sine transformation (快速 傅 里 叶 正弦 变 
换 )，677 

Fast Fourier transform (快速 传 里 叶 变 换 )，451，677 
algorithm (算法 )，455 

Fast methods for Poisson's equation ( 泊 松 方程 的 快速 
方法 )，676 

Feasible point (可 行 点 )，136，695 

Feasible set《〈 可 行 集 )，136，695，701 

Fibonacci sequence ( 斐 波 那 契 序列 ) 27, 70 

Fine grid ( 细 网 格 ) 667 

Finite-difference (有 限 差 分 )，629，639 
methods (方法 )，616 

Finite-element method (有 限 元 素 法 )，641 

First-degree spline (一 次 样 条 )，460 

First-order partial differential equations (一 阶 偏 微 分 
方程 )，642 

First standard form (第 一 标准 形式 )，695 

First Lemma, Interval Endpoints (第 一 引 理 ， 区 间 端 
点 )，124 

First Lemma, 
阵 )，267 

First Theorem, Inconsistent System (第 一 定理 , 不 
相 容 系统 )，693 

First-variational equation (第 一 变 分 方程 ) 585 

FITPACK, 742 

Fixed point(s) (不 动 点 }，100，101 


Unitary Matrix (3% — 3 8, A 


f(x). 48 

{lz©y), 48 

Flatness (平坦 值 ) 723 

Floating-point arithmetic ( 浮 点 算术 运算 )，43 “ 

Floating-point error analysis ( 浮 点 误差 分 析 ) ，47 

Floating-point numbers ( 浮 点 数 )，37 

Fortified descent( 增 强 下 降 )，723 

Fortran 90, intrinsic procedures (Fortran 90， 内 部 过 
程 )，42 

Fortran 90, language (Fortran 90， 语 言 )，42 

Forward differences (向 前 差分 ) 264 

Forward elimination (向 前 消 元 法 )，170 

Forward SOR (向 前 SOR), 221 

Forward substitution (向 前 回 代 )，150，151 
permuted lower triangular system (置换 的 下 三 角 
方程 组 )，151 

Fourier coefficients ( 伟 里 叶 系数 )，445 

Fourier method ( 传 里 叶 方法 )，621 

Fourier Series ( 储 里 叶 级 数 )，445 
Theorem on (定理 )，446 

Fourth-order Runge-Kutta method( 四 阶 龙 格 -- 库 塔 方 
法 )，541 

Fractal (分 形 )，128 

Fréchet derivative (Fréchet $9), 716 

Freely accessible software (可 免费 获得 的 软件 ) 731 

Frequency (频率 ) 670 

Fresnel integral ( 菲 涅 耳 积分 )，391，538 

Frobenius norm ( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 )，195 

Full pivoting (全 主 元 )，186 

Fully implicit method (全 隐 式 方法 )，624 

Functional iteration (函数 迭代 )，100 

Fundamental matrix (基本 矩阵 ) 604 

Fundamental polynomials for interpolation (基本 插值 
BAL). 480 

Fundamental Theorem of Algebra (代数 基本 定理 )， 
109, 254 


GAMS, 732 
Galerkin method (WMT $), 634, 635, 636, 664 
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Gaussian elimination (高 斯 消 元 法 ) 169 
algorithm (算法 )，167 
complete pivoting (全 主 元 )，173 
scaled row pivoting (尺度 行 主 元 )，169 
Gaussian Quadrature (高 斯 求 积 )，492，493 
Theorem on (定理 )，493 
Gauss-Jordan method (高 斯 -着 尔 当 方法 )，186 
Gauss-Seidel iteration (高 斯 - 赛 德尔 迭代 )，216 
Gauss-Seidel method (高 斯 - 赛 德尔 方法 )，209 
General integration formulas (一 般 积 分 公式 )，484 
General linear multistep method (一 般 线性 多 步 
法 )，611 
General LU-factorization (一 般 LU 4#), 154 
General position (一 般 位 置 )，720 
General Newton interpolation formula (一 般 牛 顿 插值 
公式 )，346 
General theory of characteristic curves (特征 曲线 的 一 
般 理 论 ) ，645 
Generalized eigenvalue problem (广义 特征 值 问 
题 )，306 
Generalized Pythagorean law (广义 毕 达 哥 拉 斯 定 
律 )，398 
Generic intrinsic procedures (类 属 内 部 过 程 ) 42 
Genetic algorithms (遗传 算法 ) ，724 
Genocchi, 334 
Gerschgorin disks (Gerschgorin Blt), 269 
Gerschgorin’s Theorem (Gerschgorin 定理 )，268 
Global convergence (整体 收敛 )，98 
Global errors (整体 误差 )，553，557 
Global minimum points (整体 极 小 点 )，711 
Global roundoff error (整体 会 人 误差 ) 533 
Global truncation error (整体 截断 误差 )，533，561 
Golden section search (黄金 分 割 搜索 )，714 
Gradient (梯度 )，716，719 
Gram Matrix (格拉 姆 矩阵 ) 403 
Theorem on (定理 )，403 
Gram-Schmidt (格拉 姆 - 施 密 特 ) 
algorithm (算法 )，275 
process (过 程 )，236，274，399 
sequence (序列 )。275 


Graphical interpretation (图 形 解释 ) 83 
Graduate programs (Graduate 程序 ) 734 
Greatest lower bound(glb) (最 大 下 界 (glb))，21 
Green s function (格林 函数 )，579 

Grid correction (网 格 校 正 )，672 

Growth factor (增长 因子 )，252 

Guard bits( 保 护 位 )，44，49 


Guide to available mathematical software, 732 
H 


Haar (HAR), 429 

Haar condition (8 AR RHE), 726 

Haar subspace ( 险 尔 子 空间 )，413 

Half-space(s)《〈 半 空间 )，689，690 

Half-space, closed (半空 间 ， 闭 ) 685 

Halley's method (Halley 方法 ) 92 

Harmonic GHH), 636 

Harmonic series (调和 级 数 ) 61 

Heat equation (热传导 方程 )，2，615 

Helix function( 螺 旋 线 函数 )，718 

Hermite interpolation ( 埃 尔 米 特 插值 )，338 

Hermite interpolation, Theorem on ( 埃 尔 米 特 捅 值 定 
理 )，340 

Hermite interpolation error estimate ( 埃 尔 米 特 插值 误 
差 估计 )，344 

Hermite-Genocchi formula (Hermite-Genocchi 公式 ) , 
334，338 

Hermite's quadrature formula ( 埃 尔 米 特 求 积 公 
式 )，492 

Hermitian matrix (IKKE), 219, 267 

Hessenberg matrix ( 海 森 伯 格 矩阵 ) 299 

Hessian (WER), 716 

Heun's method (Heun 方法 ) 541 

Higher-degree natural spline (高 次 自然 样 条 )，358 

Higher-order divided differences (MH), 329 

Higher-Order Divided Differences, Theorem on (高 阶 
均 差 定理 )，330 

Higher-order ordinary differential eguations〈 高 阶 常 
微分 方程 )，565 

Higher transcendental functions( 高 等 超越 函数 ) 389 
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Hilbert matrix (和希 尔 伯 特 矩阵 )，68，404 
of order n (n Bt), 68 
of order n+1 (n 十 1 Bt). 69 

Hilbert space ( 希 尔 伯 特 空间 )，685 

HiQ, 740 

Hole at zero (在 零点 的 孔 )，41 

Homepages (EW), 734 

Homogeneous problem ( 齐 次 问题 ) 340 

Homotopic ( 同 伦 的 )，131 

Homotopy ( 同 伦 )，130，131 

Horner's algorithm (RAW). 53, 112, 310 
complete (完全 的 )，114 

Horner's method, Theorem ( 震 纳 方法 ， 定 理 )，116 

Householder's QR-Factorization (Æ M RRE QR 分 
WH), 280, 281 

Householder transformations (EWE AR MER), 280 

HPC-Netlib , 733 

Hyperbolic partial differential equations ( 双 曲 型 偏 微 
分 方程 )，652，660 

Hyperbolic (ah MH), 652 

Hyperbolic problems ( 双 曲 型 问题 )，660 

Hypothetical computer Marc-32 (假想 计算 机 Marc 
32)，40 


Idempotent (HF), 296 
Identity matrix (单位 矩阵 )，142 
Identity permutation (GER), 184 
IEEE standard floating-point (IEEE 标准 浮 点 ) 
arithmetic (算术 运算 ) 43 
representation( #7). 43 
Ul conditioned matrix (病态 矩阵 )，68，193 
Ill conditioned problem (病态 问题 )，66 
IMACS, 735 
Implicit functions 〈 降 函数 )，22，86 
Implicit Function Theorem (WAKEH), 23 
Implicit method (s) (ARAB), 552, 557 
Implicit midpoint method ( 隐 式 中 点 方法 )，614 
Implicit numerical methods( 隐 式 数值 方法 ) 552 
Implicitly (R), 22 


IMSL Libraries (IMSL FE), 738 

Inconsistent (AIF), 291, 635, 682 

Inconsistent systems (AAA AG), 691 

Indirect method (间接 法 )，207 

Inequalities, systems of linear (A&R, 线性 系 
HR), 689 

Infinity (EFK), 42 

Infimum (inf) (下 确 界 (inf))，21 

Infimum, Definition of( 下 确 界定 义 ) 22 

Initial-value problem ( 初 值 问题 )，136，524 

Injective ( 单 射 )，34 

Inner product《 内 积 )，255，447 

Inner product axioms (内 积 公理 )，394 

Inner-product space (内 积 空间 )，274，394 

Inner-product space properties, Lemma on (内 积 空间 
性 质 ， 引 理 )，395 

Integer (整数 )，42 

Integer representation( 整 数 表示 )，42 

Integral equation (积分 方程 )，536 

Integral of B-splines (B 样 条 积分 )，370 

Integral of B-splines , Lemma on (B 样 条 积分 ， 引 
理 )，373 

Integration, numerical (积分 ， 数 值 的 )，465，478， 
492, 502, 507 

Integration via polynomial interpolation (通过 多 项 式 
插值 的 积分 )，480 

Interactive systems (交互 系统 ) 739 

Interior point (内 点 )，686 

Intermediate libraries 《中 间 程 序 库 ) ，742 

Intermediate-Value Theorem for Continuous Functions 
(连续 函数 的 介 值 定理 )，5 

Internet (因特网 ) 731 

Interpolate (插值 )，309 

Interpolating function, smoothest possible (4 ffi i 
数 ， 可 能 是 最 光滑 的 )，354 

Interpolation (插值 
by B-splines, Theorem (B 样 条 ， 定 理 )，381 
in higher dimensions (在 高 维 中 ) 402 
matrix〈 矩 阵 )，378 
by multiquadrics (多 重 二 次 )，436 
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phase (阶段 ) 669 
polynomials in Newton's form (牛顿 型 多 项 
式 )，310 
problem (问题 )，420 
with repetitions, Definition (E H f$ ñ, Æ 
义 )，345 
Interval arithmetic (区 间 算 术 运算 )，59 
Interval halving( 区 间 减 半 法 )，74 
Intrinsic procedures in Fortran 90 (Fortran 90 的 内 部 
过 程 )，42 
Inverse (34), 143 
Inverse function 38 BH), 583 
Inverse left GH, Z), 142 
Inverse power method (# AEH)» 261, 262 
Inverse right (it, Æ), 142 
Invertible (ATi), 143 
Involution (Xt), 284 
Tnvolutory (对 合 的 )，284 
lterated contraction (多 重 收缩 )，108 
Iteration matrices (&ARHERE), 220, 230 
Gauss-Seidel (高 斯 - 赛 德尔 ) 221 
Jacobi ( 雅 可 比 )，220 
Richardson 〈 理 查 森 )，220 
SOR，221 
SSOR，221 
Iterative GAL), 208 
Iterative improvement ( 选 代 改 进 ) 201, 202 
Iterative methods (Æ ft), 207, 237 
convergence Corollary (收敛 性 推理 )，216 
Iterative refinement ( 先 代 细 化 )，197，200，201 
ITPACKV，244，724 


J 


Jacobi iteration (method) 〈( 雅 可 比 选 代 ( 法 ))， 
208，212 

Jacobian in Bairstow's method, Theorem (贝尔 斯 托 
法 中 的 雅 可 比 行列 式 定理 )，120 

Jacobian ( 雅 可 比 ) 
determinant (行列 式 )，119 
linear system (线性 方程 组 )，88，89 


matrix (EBF), 88, 89, 613 
system (方程 组 )，89 
JAT, 735 
Jordan blocks (#75 438). 601 
Jordan canonical form (车 尔 当 标 准 形 )，602 
Journals (期 刊 )，734 
electronic (电子 的 )，736 
Julia set ( 茄 利 亚 集 )，128 


K 


Karmarker algorithm ( 卡 马 卡 算法 ) 710 

Kepler's equation ( 开 普 勒 方程 ) 73 

Kernel ( 核 )，197 

Kind in Fortran (Fortran 中 的 类 别 )，43 

Knot array ( 结 点 数组 ) ，461 

Knots (44 A)» 349 

k-step multistep method (k 步 多 步 法 ) 552 

Kolmogorov's Characterization Theorem (AK MX 
夫 特 征 定理 )，407 

Krein-Milman Theorem, Finite-Dimensional Version 
(Krein-Milman 定理 ， 有 限 维 形式 )，686 

Kronecker delta ( 克 罗 内 克 8) ，312 


L 


t-norm (h 范 数 )，187 

@-norm (h: 范 数 )，187 

人 -norm (te 范 数 )，187 

Lagrange form〈 拉 格 朗 日 型 )，312，343 

Lagrange form of the interpolation polynomial ( 拉 格 
朗 日 型 插值 多 项 式 )，312 

Lagrange interpolating polynomials ( 拉 格 朗 日 插值 多 
HR), 312 

Lagrange interpolation ( 拉 格 朗 日 插值 )，339 

Lagrange interpolation formula ( 拉 格 朗 日 插值 公 
式 )，312 

Lagrange polynomial ( 拉 格 朗 日 多 项 式 )，312 

Laguerre algorithm ( 拉 盖 尔 算 法 )，121 

Laguerre iteration ( 拉 盖 尔 迭代 ) 121 

Laplace equation ( 拉 普 拉 斯 方程 ) 629 

Lax-Wendroff method (拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 )， 


索引 
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660, 661 
Least-squares problem (h< 3€ 1H), 273, 279 
Least-squares theory (最 小 二 乘 理论 )，392 
Least Upper Bound Axiom (最 小 上 界 公理 )，21 
Least upper bound (lub) (最 小 上 界 (lub))，21 
Left inverse ( 左 逆 )，142 
Left-shifted normalized binary number ( 左 移 规范 化 二 

进 制 数 )，40 
Legendre polynomials ( 勒 让 德 多 项 式 )，400，405 
Leibniz formula 〈 莱 布 尼 蒋 公式)，336 
Lemma ( 引 理 )，413 
Lemma on ( 引 理 ) 

Bernoulli Polynomials ( 伯 努 利多 项 式 ) 521 

Bessel's Inequality ( 贝 塞 尔 不 等 式 )，399 

Best Approximations Properties (最 佳 逼近 性 

质 )，406 

Closed Convex Set Properties ( 闭 止 集 性 

质 )，409 

Closed Interval Endpoints ( 闭 区 间 端 点 ) 124 

Convex Hull of Compact Set ( 紧 集 的 凸 包 ) ，410 

Derivative of B-Splines (B 样 条 的 导数 )，371 

Discretization Error (离散 化 误差 )，664 

Gaussian Quadrature Formula (高 斯 求 积 公 

R), 496 

Generalized Pythogrean Law (J™ XU HE ik WEL MBE 

mI), 398 

Gram Matrix (格拉 姆 矩阵 ) 403 

Inconsistent System (不 相 容 系统 ) ，693 

Inner-Product Space Properties (内 积 空间 性 

质 )，395 

Integral of B-Splines (B 样 条 的 积分 )，373 

Interpolation Matrix, Lemma 1 (插值 矩阵 ， 引 

理 1)，378 

Interpolation Matrix, Lemma 2 (插值 矩阵 ， 引 

理 2)，379 

Interval Endpoints, Lemma 1 (区 间 端 点 ， 引 理 

D, 124 

Interval Endpoints, Lemma 2 (区 间 端 点 ， 引 理 

2), 125 

Linear Independence of B-splines, Lemma 1 (B 


样 条 线性 无 关 ， 引 理 1)，373 
Linear Independence of B-splines, Lemma 2 (B 
样 条 线性 无 关 ， 引 理 2)，374 
Normalized Polynomials, Lemma 1 (规范 多 项 
式 ， 引 理 1) 225 
Normalized Polynomials, Lemma 2 (规范 多 项 
式 ， 引 理 2)，225 
Orthogonality in Steepest Descent (最 速 下 降 中 的 
正 交 性 )，717 
Partition of Unity for B-Splines (B 样 条 的 单位 分 
#), 371 
Positivity of B-Splines (B 样 条 的 正 性 )，368 
Quadratic Form (二 次 型 )，232 
Recurrence Relation of B-Splines (B 样 条 递归 关 
BR), 369 
sin(A+B), 679 
Smoothness of B-Splines (B 样 条 的 光滑 
性 )，372 
Solution of Homogeneous Equation ( 齐 次 方程 的 
解 )，135 
Spectrum ( 谱 )，303 
Support of B-Splines (B PERM KM), 368 
Symmetric and Orthogonal Matrix (对 称 正 交 矩 
阵 )，678 
The Least Squares Problem (i /) = 3% fA 
Æ), 279 
Tridiagonal Matrix Eigenvalues and Eigenvectors 
(三 对 角 阵 特征 值 和 特征 向 量 )，621 
Unitary Matrix( 西 阵 ) ，267 

Length (长 度 )，187 

Level lines (水 平 线 )，235 

Lexicographic ordering (字典 次 序 ) 633 

LibSci, 739 

Limit (极限 )，3 

Linear case (线性 情况 )，590，652 

Linear convergence (RHM), 16 

Linear difference operator (线性 差分 算 子 )，29 

Linear differential equations (线性 微分 方程 )， 
29, 597 

Linear function (tt RB), 264, 324, 583 
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Linear functional (HÆ), 513, 689 

Linear Functional Theorem (HEZ HEH), 689 

Linear inequalities (RHE BR), 681, 689, 690 
Theorem on (定理 )，411 

Linear mapping (线性 映射 ) 324 

Linear multistep method (线性 多 步 法 ) 552 

Linear programming (线性 规划 )，135，681，695 

Linear span (线性 生成 )，689 

Linear systems (线性 方程 组 )，139 

Linearity (线性 性 )，321 

Linearization (线性 化 ) 14 

Linearize and solve (线性 化 与 求解 )，88 

Linearizing the function (线性 化 函数 )，83 

Linearly independent on a set (在 集合 上 线性 无 
关 )，373 

Linear programming problem (线性 规划 问题 )，695 
first standard form 〈 第 一 标准 形式 )，695 
second standard form (第 二 标准 形式 )，700 

Lipschitz condition (Lipschitz 条 件 )，526 

Little ©, functions Cho, FAR), 19 

Little ©, sequences (小 O， 序 列 )，18 

Local convergence( 局 部 收敛 )，98 

Local errors( 局 部 误差 )，557 

Local maximum (局 部 极 大 值 )，713 

Local minima (局 部 极 小 )，711-713 

Loca] multivariate interpolation method (局 部 多 元 播 
值 方法 ) 432 

Local roundoff error (局 部 会 人 误差 )，533 

Local truncation error (局 部 截断 误差 )，531， 
533，560 

Localization of roots, Theorem 〈 根 定位 ， 定 
理 )，111 

Localizing eigenvalues (特征 值 的 定位 )，268 

Localizing roots (zeros) ( 根 ( 零 点 ) 定 位 )，110 

Localizing Theorem (定位 定理 )，110 

Long operations (ops) (长 运算 (ops))，175 

Loss of precision (精度 丢失 ) ，57 

Loss of Precision, Theorem on (精度 丢失 ， 定 
理 )，57 

Loss of significance (有 效 位 丢失 )，55 


Lower bounds (下 界 )，21 

Lower triangular structure (下 三 角 结 构 )，150 

LP Problem (LP 问题 )，695 

LU-decomposition (factorization) (LU 分 解 (因子 分 
解 ))，149，152，246 
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MAA, 735 

Machine epsilon (机 器 的 e), 43 t 

Machine largest number (机 器 最 大 数 ) 43 

Machine number (机 器 数 )，41，46 

Machine precision (机 器 精度 ) 41, 43 

Machine rounding (机 器 会 人 )，42 

Machine smallest number (机 器 最 小 数 ) 43 

Maclaurin series (EAFA), 7, 388 

Magnitude (K/h), 187, 218 

Maple, 740 

Mantissa (尾数 ) 40 

Marc-32, 40 

Marching method (行进 方法 ) 660 

Marsden's identity (Marsden 恒等式 )，375 

Mathematica, 741 

Mathematical archive WWW server (数学 档案 库 万 维 
网 服务 器 )，736 

Mathematical information servers (数学 信息 服务 
器 )，736 

Mathematical preliminaries (数学 预备 知识 ) 3 

Mathematical software and libraries (数学 软件 和 程序 
HE), 97, 731, 738 

Mathematical software, overview (数学 软件， 一 
览 )，731 

Mathematics of scientific computing (科学 计算 的 数 
学 )，1 

Matlab，741 

Matrix algebra (矩阵 代数 ) 140 

Matrix, banded (矩阵 ， 带 状 的 ) 596 

Matrix condition number (和 矩阵 条 件数 )，68，191 

Matrix eigenvalue problem (和 矩阵 特征 值 问题 )，257 

Matrix equation( 算 阵 方程 )，621，628 

Matrix exponential (矩阵 指数 )，599 
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Matrix method (矩阵 方法 )，621 

Matrix norms (矩阵 范 数 ) 188 

Matrix properties (矩阵 性 质 ) 142 

Matrix-vector (矩阵 -向 
forms( 形 式 )，692 
Farkas Theorem ( 福 科 什 定理 )，691 
nonhomogeneous Farkas Theorem (dE FF Kk #8 A 
IRID, 692 

Maximum deviation points (最 大 偏差 点 )，461 

Maximum norm (最 大 范 数 )，197 

Mean-Value Theorem (中 值 定理 )，9 

Mean-Value Theorem [or Integrals (积分 中 值 定 
HD, 19 

Meray, 319 

Mesh points (网 格 点 )，617 

Method of collocation (配置 法 )，594 

Method of interval halving (KAREE), 75 

Method of undetermined coefficients (待定 系数 法 )， 
482, 483, 551 

Metric ( 度 规 )，195 

MGNet-Digest, 736 
Midpoint rule (中 点 法 则 )，490 

Milne method (米尔 时 方法 )，560 

Milne's rule (米尔 恩 法 则 )，507 

Minimal solution《 极 小 解 )，291 

Minimax solution( 极 小 化 极 大 解 )，638 

Minimum point ( 极 小 点 )，720 

MINPACK , 743 

Min-Max Theorem of Game Theory ( 博 奕 论 的 极 小 - 
极 大 定理 ) ，694 

Model problem( 模 型 问题 )，676 

Modified Euler's method (修正 的 欧 拉 方法 )，541， 
546, 610 

Modified Gram-Schmidt algorithm (修正 的 格拉 姆 - 施 
密 特 算法 )，276 

Modulus ( 模 )，254 

Modulus of continuity (连续 模 ) ，384 

Monic (H—). 495 

Monic polynomial ( 首 一 多 项 式 )，317 

Monomial matrix (单项 矩阵 ) 147 


Monotonic Convergence of Laguerre Method, Theorem on 
( 拉 盖 尔 法 的 单调 收 敏 性 ， 定 理 )，125 

Moving least squares (活动 最 小 二 乘法 ) 434 

Multigrid method (多 重 网 格 方法 ) 667 

Multi-index (多 重 指标 ) 437 

Multinomial (EHR), 437 

Multiple root( 重 根 )，32 

Multiple shooting (4 #47 Æ), 585 

Multiplicity of a root ( 根 的 重 数 ) 110 

Multipliers (HF), 164, 172 

Multiquadries (多 重 二 次 )，436 

Multistep (多 步 )，557 

Multistep methods (多 步 法 ) ，549 


N 


msimplex (n 单纯 形 )，722 

NA-Digest，736 

nth convergent (n 次 渐 近 分 式 )，439 

nth roots of unity (n 次 单位 根 )，319 

NAG Libraries (NAG 程序 库 )，7?39 

NaN ( 非 数字 )，42 

Natural cubic spline (自然 三 次 样 条 )，352 

Natural ordering (自然 次 序 ) 631 

Natural splines, theory of higher degree ( H MR FES» 
高 次 理论 ) 358 

Nearby machine numbers (接近 的 机 器 数 )，44 

Nelder-Mead algorithm (Nelder-Mead 算法 )，722 

Nested multiplication (MEM), 20, 112, 310 

Netlib, 733 
conference database (会 议 数 据 库 ) 733 

Neumann series GEP HMM), 197 

Neville’s algorithm 〈 尼 维尔 算法 ) 337 

News groups (新 闻 组 )，736 

Newsletters (通讯 稿 )，736 

Newton-Cotes formula (牛顿 - 科 蒋 公式 ) ，480 

Newton divided difference method (牛顿 均 差 方 
法 )，341 

Newton form interpolation polynomial (牛顿 型 插值 多 
项 式 )，309 

Newtonian scheme (牛顿 格式 ) 428 
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Newton-Raphson iteration (牛顿 - 拉 弗 木 迁 代 )，81 

Newton's algorithm (牛顿 算法 )，81-82 
higher-dimensional (高 维 )，586 

Newton's interpolation formula (牛顿 插值 公式 )， 
309, 332 

Newton's iteration for polynomials (Z 3R t + BL 
代 )，!16 

Newton's method (牛顿 法 )，81，585 

Newton's method for two nonlinear equations (两 个 非 
线性 方程 的 牛顿 法 )，88 

Newton's Method ‘Theorem (牛顿 法 定理 )，85 

Nilpotent (ME% By), 602 

Nodes (444%), 312, 314, 327, 378 

Nodes, choosing (4A, W), 318 

Node set geometry ( 结 点 集 几何 图 形 )，426 

Nonbasic variables ( 非 基本 变量 ) 707 

Nondegeneracy assumption 〈 非 退化 假设 )，702 

Nonhomogeneous Farkas Theorem ( 非 齐 次 福 科 什 定 
理 )，691 

Nonhomogeneous problem ( 非 齐 次 问题 )，605 

Noninterpolatory approximation methods (4 48 {A i 3 
方法 ) 383 

Nonlinear equations ( 非 线性 方程 ) ，73，613 

Nonnegative Definite ( 非 负 定 )，162 

Nonsingular ( 非 奇 异 )，143 

Nontrivial solution ( 非 平凡 解 )，255 

Normal equations (EMA FE), 69, 279, 396, 435 

Normal matrix (正规 矩阵 )，271 

Normalized binary number (规格 化 二 进 数 ) 40 

Normalized floating-point form (规格 化 浮 点 形 
式 )，41 

Normalized scientific notation (规格 化 科学 记 数 
法 )，39 

Normed linear space ( 赋 范 线性 空间 )，197 

Normed space 〈 赋 范 空间 ) 405 

Norms ( 范 数 )，186 

Not a Number ( 非 数字 (NaN))，42 

NSPCG，244，724 

Null space ( 零 空 间 ) 29 
of a functional (2 of), 689 


Numerical analysis (数值 分 析 ) + 1 

Numerical differentiation (数值 微分 )，465，466 

Numerical instability (数值 的 不 稳定 性 )，64 

Numerical integration (数值 积分 )，478 

Numerical integration via interpolation 《基于 插值 的 数 
值 积分 )，480 

Numerical linear algebra (数值 线性 代数 ) 254 

Numerical procedure (数值 计算 过 程 )，369 

Numerical solution of ordinary differential equations 
( 常 微分 方程 数值 解 )，524 

Nyquist frequency (奈奈 斯 特 频率 )，457，458 


o 


Objective function (目标 函数 )，136，695，700 

Octave, 741 

ODEPACK, 743 

One-dimensional ray (一 维 射线 ) 232 

One-to-one (一 一 对 应 ) 34 

One-variable case ( 单 变量 情况 ) 712 

Onto (E), 34 

O -notation ( O 记号 ), 17-18 

O -notation (O ig), 16 

Operation counts (运算 量 ) 175, 675 

Optimal extrapolated Richardson method (最 佳 外 推理 
查 森 方法 )，223 

Optimal extrapolation Jacobi method (最 佳 外 推 雅 可 
比方 法 )，223 

Optimal feasible point solution 《最 优 可 行 点 解 )，695 

Optimization (最 优化 )，711 

Orbit (轨道 )，557 

Order of algorithm (算法 的 阶 )，552 

Order of the multi-index a( 多 重 指标 a 的 阶 )，437 

Order of the multistep method (多 步 法 的 阶 ) 554 

Orders of convergence (KAK), 15, 17, 96, 105 
cubically (=x), 106, 108 
linear (线性 )，17 
order a (aK). 17 
quadratic (二 次 ) 17, 85 
superlinear ( 超 线性 )，17，97 

Ordinate array ( 纵 坐标 数组 )，461 
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Origin shift (原点 位 移 ) 302 

Orthogonal ( 正 交 )，233，273，397 

Orthogonal factorizations ( 正 交 分 解 )，273 

Orthogonal Polynomials, Theorem on 〈 正 交 多 项 式 ， 
定理 )，400，496 

Orthogonal projection ( 正 交 投 影 )，284，402 

Orthogonality condition( 正 交 性 条 件 )，640 

Orthonormal (标准 正 交 )，273，397 

Orthonormal base (标准 正 交 基 )，399 

Orthonormal system (标准 正 交 系 )，397，665 

Other forms of Taylor's formula (泰勒 公式 的 其 他 形 
xt), 10 

Overflow CER), 45 


P 


Parabolic equations( 抛 物 型 方程 ) 
explicit method ( 显 式 方法 )，615 
implicit method ( 隐 式 方法 ) 623 
Parabolic type WM), 615, 652 
Pareto optimization (AMHER), 727 
Parseval identity (Wi ME BLAS FRX), 404 
Partial differential equations, numerical solution ( 仿 
微分 方程 ， 数 值 解 )，615 
Partitioned matrices (分 块 矩 阵 ) 145 
Partition of unity, B-splines (单位 分 解 ，B 样 
条 )，370 
Pascal's triangle (帕斯卡 三 角形 )，338 
PCG, 244 
PCGPAK2, 244 
PDE2D, 743 
Peano kernels ( 佩 亚 诺 核 )，514 
Peano Kernel Theorem ( 佩 亚 诺 核定 理 )，515 
Penalty function (RO, 727 
Penrose properties (Penrose 性 质 ) 293 
Perfect rounding (完全 会 人 )，46 
Perfidious polynomial (Perfidious 多 项 式 )，71 
Periodic, phenomena (周期 ， 现 象 )，445 
Permutation (#8), 184 
Permutation matrix ERB), 171 
Permutation vector (置换 向 量 ) 151 


Permuted lower triangular system (置换 的 下 三 角 方 程 
组 )，151 

Permuted upper triangular system (置换 的 上 三 角 方 
程 组 )，151 

PETSc，743 

Pivot element ( 主 元 素 )，164 

Pivot row ( 主 行 )，164，169，170 

Pivoting ( 选 主 元 )，163，167 

P-matrix (P PF), 162 

PQ-factorization(PQ 分解)，162 

Point of attraction (R31 A), 127 

Point evaluations 点 赋值 )，513 

Poisson's equation( 泊 松 方程 )，638，676 

Polynomial function (多 项 式 函数 )，8 

Polynomial Interpolation, Theorem on (多 项 式 插值 ， 
定理 )，309 

Polynomials, computing zeros of (多 项 式 , RF 
点 )，109 

Positive (FAY), 321 

Positive definite (EMMY). 145, 219, 232 

Power method (Mik), 257, 258, 262 

Power series (HRM), 7, 388 

Powell's singular function(Powell 奇异 函数 ) 718 

Preconditioned conjugate gradient (fi At BEE HE) 
algorithm (MIE), 243 
method (方法 )，240 

Precondition( 预 处 理 )，241 

Preconditioning( 预 处 理 的 )，204 

Predict ( 预 估 )，551 

Predictor-corrector method ( 预 估 - 校 正方 法 ) 551 

Principal minor (主子 式 )，156 

Problems without time dependence (定常 问 
Galerkin methods (WMI @ 9%), 634 
finite-differences (有 限 差分 法 ) 629 

Product PQ( 和 PQ), 422 

ProductI( 积 D), 20 

Properties of B-splines (B 样 条 的 性 质 )，368 

Proprietary software (有 专利 权 的 软件 ) 731 

Pseudo Inner-Product ( 伪 内 积 ) 447, 448 
Theorem on (定理 ) 448 


)，629 
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Pseudocode ( 伪 代 码 )，155 
adaptive approximation ( 48 MiMi), 461-462 
adaptive quadrature, algorithm 〈 自 适应 求 积 ， 
算法 )，511 
back substitution (向 后 回 代 )，150，151 

permuted upper triangular system (置换 的 上 
三 角 方 程 组 )，151-152 
Bairstow's algorithm, M steps (贝尔 斯 托 算法 ， 
M 步 )，119-120 
basic Gaussian elimination (基本 高 斯 消 元 
法 )，167 
permuted system〈 置 换 后 的 方 释 组 )，175 
bisection algorithm (对 分 法 )，76-78 
boundary value problems ( 边 值 问题 )，657 
explicit method (RAH), 618 
implicit method (A Aik), 625 
method of characteristics (特征 线 法 )，657 
Chebyshev acceleration, method ( 切 比 雪夫 加 
速 ， 方 法 ) 228 
Cholesky factorization ( 楚 列 斯 基 分 解 )，157-158 
conjugate gradient iteration (3t 9% HB BE ik 
AR), 238 
Formal conjugate gradient algorithm (E 3¢ 3 48 
梯度 算法 )，237，241 
derivative approximation (导数 近 似 ) 
central difference (中 心 差分 )，469 
left-sided difference (左边 差分 )，467 
divided differences (#42), 331 
Doolittle factorization (Doolittle 分 解 )，155 
extrapolation (外 推 )，228 
fast Fourier transform (快速 传 里 叶 变 换 )， 
455-456 
finite-difference method (有 限 差分 法 )，633 
forward substitution (向 前 回 代 )，150，151 
permuted lower triangular system (置换 的 下 
三 角 方程 组 )，151 
General LU-factorization (一 般 的 LU 分 解 )，154 
Gaussian elimination (高 斯 消 元 法 》 
pivot row ( 行 主 元 )，169 
factorization phase (分 解 阶段 ) 171-172 


solution phase (求解 阶段 ) 172 
Gaussian quadrature, S-point (高 斯 求 积 ，5 
RO, 494 
Gauss-Seidel iteration (高 斯 - 赛 德尔 先 代 )，217 
Gram-Schmidt algorithm (格拉 姆 - 施 密 特 算 
法 )，275 
Gram-Schmidt algorithm, modified (格拉 姆 - 施 
密 特 算法 ， 修 正 )，276-277 
Horner's algorithm (WAW), 112, 310 
Horner's algorithm, complete (W AW $, 3% 
4), 14 
Horner's method (WAHE), 21 
Householder transformation (Æ Mi R Ak M 3 
换 )，280 
iterative method, scaling (迭代 法 ， 缩 放 比 例 ) ， 
212-213 
Jacobi iteration ( 雅 可 比 迭 代 )，212 
Laguerre's algorithm (fiat AR WHE), 124 
LU-factorization, general (LU 分 解 ， 一 M 
的 )，154 
multigrid damping errors example (多 重 网 格 阻尼 
误差 的 例子 )，670 
multigrid, Gauss-Seidel method (多 重 网 格 ， 高 
斯 - 赛 德尔 方法 )，668-669 
multigrid V-cycle (多 重 网 格 V MIF), 674-675 
nested multiplication GRIER), 112 
Newton's algorithm (牛顿 算法 ) 87 
Newton's algorithm, implicit function (牛顿 算 
法 ， 隐 函数 )，87 
Newton's interpolation polynomial, coefficients 
(牛顿 插值 多 项 式 ， 系 数 ) 311, 332 
Newton’s method, polynomial (牛顿 法 ， 多 项 
式 ), 115 
Power method (#E¥%), 258-259 
preconditioned conjugate gradient (BUsb#83¢ YE #8 
BER). 241, 242-243, 243-244 
QR-algorithm, basic form (QR 算法 ， 基 本 形 
式 )，299 
QR-algorithm, shifted (QR 算法 ， 位 移 ) 303 
Richardson extrapolation ( Hl # # Sh HE), 
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473, 476 
Richardson iteration ( 理 查 森 选 代 )，211 
Romberg algorithm ( 龙 贝 格 算法 ) 504 
Runge-Kutta-Fehlberg method ( 龙 格 - 库 塔 ~ 费 尔 
贝 格 方法 ) 545-546 
Runge-Kutta method ( 龙 格 - 库 塔 方法 ) 542 
secant algorithm ( 割 线 算法 )，95 
Shepard interpolation (Shepard 插值 )，430 
Shifted QR-algorithm (位 移 QR WHE), 303 
Simpson's, adaptive (辛普森 ， 自 适应 ) 511 
solving Ar=6 given PA=LU (给 出 PA=LU 
Ax =b), 174-175 
solving tridiagonal system ( 解 三 对 角 方 程 
组 )，180 
solving y'A=c' given PA= LU (给 出 PA=LU 
My™A=c"), 175 
spline, cubic ( 样 条 ， 三 次 )，353 
spline, first-degree ( 样 条 ， 一 次 )，350 
steepest descent (最 速 下 降 ) 234 
synthetic division (综合 除法 )，2]，112 
Taylor-series method (泰勒 级 数 方法 )，530-531 
Taylor-series method for systems, order three 
(方程 组 的 奉 勒 级 数 方法 ， 三 阶 )，568 
tridiagonal (三 对 角 )，180 
tri tridiagonal (tri 三 对 角 )，625 
V-cycle, multigrid method (V 循环 ， 多重 网 格 
方法 )，674-675 
Pseudoinverse (广义 逆 )，287，290 
Pseudonorm ( 拟 范 数 )，229，447，448 
Pseudo-rounding ( 伪 舍 人 )，46 
Public domain software (不 受 版 权限 制 软件 ) 731 
PTLib，733 
Pythagorean generalized (广义 毕 达 哥 拉 斯 )，398 
Pythagorean law ( 毕 达 再 拉 斯 法 则 )，274，395，398 
Pythagorean rule CEMR), 274 


Q 


Qmatrix (Q), 162 
QR algorithm of Francis, eigenvalue problem (3 BABE 
MORRE. FGF IB). 298 


QR-factorization (QR +9), 282, 299 

Quadratic convergence (FHF WM), 17, 85 

Quadratic-fitting algorithms (二 次 - 拟 合算 法 ) 721 

Quadratic form( 二 次 型 )，145 

Quadratic function( 二 次 函数 )，719 

Quadratic norm( 二 次 范 数 )，236 

Quadrature formulas( 求 积 公式 )，492 

Quasi-interpolation operators( 拟 插值 算 子 )，383 

Quasilinear second-order equations ( 拟 线性 二 阶 方 
程 )，650 

Quotient and Remainder, Theorem on ( 商 和 余 式 定 
理 )，118 


R 


Radius of convergence ( 收 敏 半径 )，388 
in Laguerre's method, Theorem on ( 拉 盖 尔 法 中 
的 ， 定 理 )，121 

Range reduction( 值 域 约 化 ) 59 

Rapid convergence (RM MBO» 18 

Rate of change (变化 率 )，717 

Ratio test (比率 检验 法 ) 388, 390 

Rayleigh-Ritz method (4 #J-B RAH), 639 

Real quadratic factor, Theorem (% = wk WK, E 
理 )，117 

Reciprocal function ( 互 反 函数 ) 391 

Recurrence relation (递归 关系 ) 226 

Recursive formulas, continued fractions (递归 公式 ， 
HEAR), 439 

Recursive trapezoid rule〈 递 归 梯 形 法 则 )，502 

REDUCE，741 

Reduced argument ( 约 化 自 变 量 )，59 

Reduction to upper Hessenberg form ( 约 化 到 上 海 森 
伯 格 形 )，299 

Reflections (反射 )，280 

Region of absolute stability (绝对 稳定 性 区 域 ) 612 

Regions of stability (稳定 性 区 域 )，549 

Relative error (相对 误差 )，44，55，67，191 

Relative error analysis (相对 误差 分 析 )，49 

Relative size of the perturbation (扰动 的 相对 大 
A), 67 
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Remainder function (RHEW), 388 

Remainder Theorem (剩余 定理 )，110 

Remez first algorithm ( 列 梅 兹 第 一 算法 )，417 

Representable real number( 可 表示 的 实数 )，40 

Research centers (研究 中 心 )，736 

Residual functions ( 残 差 函数 )，726 

Residual vector ( 残 差 向 量 ) 192, 200 

Restriction (限制 )，373，672 

Restriction of f to K (f 在 K 上 的 限制 )，373 

Restriction and grid correction (限制 和 网 格 校 
JE), 672 

Retarded argument, differential equation with (延迟 
变量 ， 徽 分 方程 )，534 

Riccati transformation (里 卡带 变换 )，614 

Richardson extrapolation ( 理 查 森 外 推 )，465-475 
algorithm (算法 ) 474 

Richardson Extrapolation, Theorem on ( 理 查 森 外 推 ， 
定理 )，475 

Richardson iteration (method) ( 理 查 森 选 代 ( 方 
法 ))，211 

Ridge function ( 岭 函 数 )，428 

Right inverse (4731), 142 

Righ-side rectangle rule (右边 矩形 法 则 )，490 

Ritz method (HR HH), 639 

Robust (稳健 的 )，97 

Rolle's Theorem (PREM), 9 

Romberg integration ( 龙 贝 格 积分 )，502 
algorithm (算法 )，504 

Roots of equations (方程 的 根 )，73，254 

Roots of unity (单位 根 )，319 

Rounding (# A), 38 
directed (直接 )，42 
down CF), 38 
up CE), 44 

Roundoff error analysis (4 A i224} 47) 
Gaussian algorithm (高 斯 算法 ) 245 

Roundoff errors (会 人 误差 )，37，533 

Round down (F&A), 38 

Round to even( 伟 人 到 偶数 ) 42 

Round to n decimal places (伟人 到 n 位 小 数 )，38 


Round to nearest ( 含 人 到 最 接近 数 ) 42 
Round toward 0 (向 0 含 人 )，42 
Round toward 一 co( 向 一 co 伟人 )，43 
Round toward 十 cc( 向 十 ce 舍 人)，42 
Round up (ERA), 39 
Rounded (#%# A), 39 
Rounding bit(@ A(z), 44 
Rounding up (@ E), 44 
Row equilibration ( 行 均衡 化 ) ，203 
Row vector ( 行 向 量 )，140，271 
Row version ( 行 形式 )，159 
Rows (47), 140 
Runge function ( 龙 格 函 数 ) 319 
Runge Kutta-Fehlberg method ( 龙 格 -- 库 塔 - 费 尔 贝 格 
方法 ) 544 
Runge-Kutta-Gill method , fourth-order ( 龙 格 - 库 塔 
一 Gil 方法 ， 四 阶 )，547 
Runge-Kutta-Merson method ( 龙 格 - 库 塔 - Merson 方 
法 )，548 
Runge-Kutta methods ( 龙 格 - 库 塔 方法 ) 539 
Runge-Kutta formula ( 龙 格 -- 库 塔 公式 )， 
adaptive ( 自 适应 )，544-546 
embedded GRA), 546 
fifth-order (HBT), 548 
fourth-order (四 阶 ) 541 
classical( 经 典 )，569 
second-order (二 阶 )，540，541 
third-order, formula (三 阶 ， 公 式 )，546 
Runge-Kutta procedure for systems (方程 组 的 龙 格 ~ 
库 塔 方法 )，569 
Runge-Kutta-Verner method, fifth-order ( 龙 格 - 库 塔 
~ Verner 方法 ， 五 阶 ) 548 


S 


Saddle point (鞍点 )，713 

Sard’s theory, approximating functionals (Sard 理论 ， 
MZK), 513 

Scal-APACK, 743 

Scale array (尺度 数组 )，170 

Scales’ function (Scales 函数 ) 717 
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Scientific computing (科学 计算 )，1 

Schoenberg process (Schoenberg 过 程 ) 387 

Schoenberg Theorem (Schoenberg 定理 )，516 

Schoenberg-Whitney Theorem ( Schoenberg-Whitney 
定理 )，379 

Schur's factorization (#F4R 5} ME)» 265 ~ 

Schur's Theorem ( 舒 尔 定理 )，266 

Schwarz inequality《 施 瓦 艾 不 等 式 )，395 

Search directions (搜索 方向 )，722 

Searching system (搜索 系统 ) 732 

Secant algorithm ( 割 线 算法 )，95 

Secant method ( 割 线 法 )，93，94，582 

Secant method, order of convergence (WE, WKH 
Br), 96-97 

Second lemma on unitary matrix ( 西 阵 的 第 二 引 
理 )，267 

Second-order differential equations (二 阶 微分 方 
程 )，590 

Second-order linear equations (二 阶 线性 方程 ) 587 

Second order Runge-Kutta method (二 阶 龙 格 - 库 塔 方 
法 )，540，541 

Second standard form (第 二 标准 形式 )，700 

Second Theorem on Inconsistent Systems (不 相 容 系 
统 第 二 定理 )，693 

Self-adjoint ( 自 伴 的 )，405，639 

Separation Theorems (分 高 定理) 684-686 

Sequence converges to a vector (序列 收敛 于 向 
量 )，197 

Sequences (序列 ) 15 

Shepard interpolation (Shepard 插值 )，430 

Shift operator (位 移 算 子 )，28 

Shifted inverse power method {UM HH), 262 

Shifted matrix (fr #58 RE), 262 

Shifted power method (位 移 堵 法 )，262 

Shifted QR-factorization (位 移 QR 分 解 )，302 
algorithm (算法 )，303 

Shooting (打靶)，582 

Shooting methods (TÆ), 581 

SIAM, 734 

Similar matrices (MEF), 214, 265 


Simplex (单纯 形 )，334 

Simplex algorithm (单纯 形 算法 )，700 

Simple root (#248), 31, 67, 494 

Simple zero (HBA), 84 

Simpson's rule (辛普森 法 则 )，483，508 
composite rule (复合 法 则 ) ，484 

SIAM，734 

Simulated annealing (模拟 退火 法 ) 723 

Sine integral (ERA), 389 

Single-step methods ( 单 步 法 ) 549 

Singular (奇异 ) 339 

Singular-value decomposition (奇异 值 分 解 )，287-295 

Singular Value Decomposition Theorems (奇异 值 分 解 
定理 ) 294-295 

Singular values (奇异 值 )，295 

Skew-symmetric (反对 称 ) 148 

Slack variables (松弛 变量 ) ，700 

SLATEC，739 

Slow convergence (#12), 18 

Smooth CEM, 354 

Smoothest possible interpolating function (可 能 是 最 
光滑 的 插值 函数 )，354 

Smoothness of B-splines, lemma on (日 样 条 的 光滑 性 
引 理 )，372 

Software packages (软件 包 )，742 

Solution ( 解 ) 
algorithm (算法 )，172 
in complete generality (完全 一 般 性 的 )，603 
of homogeneous equation，lemma( 齐 次 方程 的 ， 
引 理 ) 135 
nonlinear equations 《 非 线性 方程 ) 73 
phase〈 阶 段 )，170，172 

solving system of linear equations ( 解 线性 方程 
#4), 139 

SOR, 218 

SOR method (SOR 方法 ) 218, 634 

Space C(X) (空间 COO), 405 

Sparse systems (WAF BH), 208, 632 

Spectral norm ( 谱 范 数 )，190 

Spectral radius ( 谱 半 径 )，190，213 
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Spectrum (sp) Gif(sp)), 270 

Spline function ( 样 条 函数 ) 349 

Spline interpolation ( 样 条 插值 )，349 

Spline in tension (有 关 张 力 的 样 条 )，358 

Spliting matrix (RIEBE), 209 

Square-roots, computing 平方根， 计算) ，86 

Square summable (平方 可 和 )，405 

Stability (稳定 性 )，557，558，621 

Stability analysis (稳定 性 分 析 )，619，661，663 
Fourier method (MEM H), 621 

Stable (稳定 的 )，33，64，620，624 
method (方法 ) 558 

Stable difference equations (稳定 的 差分 方程 )，33 

Stable and unstable computations (稳定 计算 和 不 稳定 
计算 )，64 

Standard form (标准 形 )，695，700 

Steady state (稳定 状态 )，609 

Steepest ascent (最 速 上 升 )，716 

Steepest descent (最 速 下 降 ) 232, 234, 716, 717 

Steffensen's method (Steffensen 方法 ) ，90 

Sticky bit( 保 留 位 )，44 

Stieltjes matrix (斯 蒂 尔 切 斯 矩阵 )，159 

Stiff equations (刚性 方程 )，608 

Stirling's formula (斯 特 林 公式 )，710 

Stopping criteria (停止 准则 )，75 

Strong Unicity, Theorem on ( 强 唯一 人 性， 定理 ) 414 

Strongly stable ( 强 稳定 的 ) 564 

Sturm-Liouville boundary-value problem〈 施 图 姆 - 刘 
维尔 边 值 

Subordinate matrix norm (从 属 矩 阵 范 数 )，188 

Subtraction of nearly equal quantities (几乎 相等 量 的 
Mak), 56 

Subtractive cancellation (减法 相 消 )，468，469 

Successive's Newton iterates (逐次 牛顿 选 代 ) 117 

Successive overrelaxation (逐次 超 松弛 )，218 

Sufficiently close to a zero (充分 接近 于 零 )，84 

Subfunctions ( 子 函数 )，586 

Subintervals( 子 区 间 )，586 

Superlinear convergence (@RHEKRO, 16, 97 

Support CEH), 366 


Supremum (sup), Definition ( W 5# (sup). 
WO, 21 

Surjective (HAY), 34, 184, 292 

Symmetric (对 称 )，140，232 

Symmetric group 对称 群 )，184 

Symmetric matrix( 对 称 阵 ) ，140 

‘Symmetric and positive definite (对 称 正定 )，157 

Symmetric successive overrelaxation (SSOR) method 
(对 称 逐 次 超 松弛 (SSOR) 方 法 )，221 

Synthetic division (综合 除法 ) 112 

Systems, easy-to-solve (方程 组 ， 容 易 求解 )，149 

Systems of differential equations (微分 方程 组 )，610 

Systems of equations (方程 组 )，662 

Systems of first order (一 阶 方程 组 )，634 

Systems of first-order differential equations (一 阶 微分 
BRA), 565 

Systems of higher-order differential equations (高 阶 微 
分 方程 组 )，566 

Systems of homogeneous equations ( 齐 次 方程 
组 )，689 

Systems of linear equations (线性 方程 组 )，139 

Systems of linear inequalities (线性 不 等 式 系统 )，689 

Systems of nonlinear equations ( 非 线性 方程 组 ) 88 

Systems ordinary differential equations, higher-order 
〈 常 微分 方程 组 ， 高 阶 )，565 
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Tableau (表格 ) 706 

Tableau method (表格 法 ) 706 

Tableau rules (表格 法 则 )，707 

Tangent expansion (切线 展开 ) 716 

Tangent line (切线 ) 83 

Taussky Maxim (Taussky 准则 )，159 

Taut spline (ERR), 358 

Taylor polynomial (泰勒 多 项 式 )，388 

Taylor series (泰勒 级 数 )，388 

Taylor series method (泰勒 级 数 方法 ) 530 
for systems (用 于 方程 组 )，567 

Taylor's formula form (BARKER) 
Sath, y+k), 11 


$ aa 635 
f, 9 近 特性 )，395 
rth). 10 Chebyshev Polynomials ( 切 比 雪夫 多 项 式 )，316 


Taylor's Theorem (泰勒 定理 ) 
Alternative Form( 另 一 种 形式 )，10 
with Integral Remainder ( 带 积分 余 项 )，9 
with Lagrange Remainder ( 带 拉 格 朗 日 余 项 )，6 
Other Forms (其 他 形式 )，10 
in Two Variables (二 元 中 )，11 
Taylor-series method (泰勒 级 数 方法 )，530 
Taylor-series method for systems (方程 组 的 泰勒 级 数 
方法 )，567 
Techniques for converting problems (转换 问题 的 方 
法 )，696 
Tension splines (张力 样 条 )，356 
Tensor product (KWE), 424 
Tensor product notation PQ QC HK MRS PQ 
Q), 423 
Test functions (试验 函数 ) 635 
Textbooks (教科 书 )，737 
Theorem of (定理 ) 
Bézout (WH), 426 
Chung and Yao (Chung 和 Yao), 427 
Gasca and Maeztu (Gasca 和 Maeztu), 426 
Theorem on {定理 ) 
A-Orthogonal System (A 正 交 系 )，237 
A-Orthonormal System (A 标准 正 交 系 )，235 
Aitken Acceleration ( 艾 特 肯 加 速 )，260 
Basic Functions of Bivariate Polynomials (- 
FHA ME ARE), 424 
Basis for Null Space ( 零 空间 的 基 )，32 
Basis for Space St( 空 间 St 的 基 )，377 
Basis of Solution Space ( 解 空间 的 基 )，598 
Best Approximations in Haar Subspaces ( 哈 尔 子 
空间 中 的 最 佳 通 近 )，414 
Bisection Method( 对 分 法 )，79 
Bounds Involving Condition Number (包含 条 件 
数 的 界 ) 192 
Capability of Interpolating Arbitrary Data (插值 
任意 数据 的 能 力 )，425 
Characterizing Best Approximation (刻画 最 佳 到 


元 多 


Chebyshev's Alternation ( 切 比 雪夫 交替 )，416 
Coefficients of Exponential Polynomial (指数 多 项 
式 的 系数 )，451 

Complex Roots of Polynomials (多 项 式 复 
根 )，110 

Conjugate Gradient Algorithm (3t 96 88 E 
法 )，238 

Constructing Best Approximation (构造 最 佳明 
近 )，397 

Continued Fraction ( 连 分 式 )，440 

Continuity (连续 性 )，415 

Continuous Differentiable Solution (连续 可 微 
解 )，133 

Convergence of Jacobi Method ( 雅 可 比方 法 的 收 
ME). 212 

Convergence of Power Series (IF 9 K% 
tE), 388 

Convergence of the Romberg Algorithm ( 龙 贝 格 
算法 的 收敛 性 )，505 

Convex Hull ( 凸 包 ) 684 

Derivatives and Divide Differences (导数 和 均 
#), 333 

Distance from a Function to a Spline Space (函数 
到 样 条 空间 的 距离 )，386 

Divided Difference Recursive Formula ( 均 差 递归 
公式 )，347 

Eigenvalue Disks (特征 值 加 盘 )，270 
Eigenvalues and 
Differential equation 〈 线 性 微分 方程 特征 值 和 特 
征 向 量 )，597 

Eigenvalues of P(A)(P(A) 的 特征 值 )，222 
Eigenvalues of Matrix Inverse ( 道 阵 的 特征 
值 )，260 

Eigenvalues of Similar Matrices (相似 短 阵 的 特 
征 值 )，265 

Equivalent Systems (等 价 方程 组 )，141 

Error in Newton Interpolation (牛顿 插值 误 
Æ). 333 


Eigenvectors, Linear 
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Existence of Best Approximation (i (£38 i F Æ 
性 )，395 

Existence Theorem, Boundary-Value Problem 
《存在 性 定理 ， 边 值 问题 )，573 

Existence and Uniqueness of Solution to 
Boundary-Value problem ( 边 值 问题 解 的 存在 性 
和 唯一 性 )，591 

Exponential Polynomial (指数 多 项 式 )，451 
Extremal Property ( 极 值 性 质 ) 402 

Extremal Property, Chebyshev Polynomials, 
Second Kind ( 极 值 性 质 ， 切 比 雪夫 多 项 式 ， 第 
二 类 )，487 

Feasible Points (可 行 点 )，699 

Finite Termination 《有 限 终止 )，726 

Fourier Series (MEMAR), 446 

Function R Inequality (函数 R 不 等 式 )，453 
Gaussian Formula with Error Term ( 带 误差 项 的 
高 斯 公式 )，497 

Gaussian Quadrature (高 斯 求 积 ) 493 

Gaussian Quadrature Convergence (高斯 求 积 收 
HED, 497 

Gauss-Seidel Method Convergence (高 斯 - 赛 德尔 
方法 收敛 性 )，216 

General Newton Interpolation Polynomial (一 般 
的 牛顿 插值 多 项 式 )，346 

Global Truncation Error Approximation (整体 截 
KRÆ), 564 

Global Truncation Error Bound (整体 截断 误差 
FY, 563 

Gram-Schmidt Factorization (4% 4 i — ii 8 4 4} 
解 )，276 

Gram-Schmidt Process (格拉 姆 一 施 密 特 过 
程 )，399 

Gram-Schmidt Sequence (格拉 姆 - 施 密 特 序 
列 )，275 

Half-Spaces (半空 间 )，685 

Hermite Interpolation Error Estimate ( 埃 尔 米 特 
插值 误差 估计 )，344 

Hermite Interpolation( 埃 尔 米 特 插 值 )，340 
Higher Degree Natural Splines (高 阶 自然 样 


条 )，358 

Higher-Order Divided Differences (高 阶 均 
差 )，330 

Horner's Method (WHE), 116 

Inconsistent Systems, First Theorem (不 相 容 系 
统 ， 第 一 定理 ) 693 

Inconsistent Systems, Second Theorem (不 相 容 
系统 ， 第 二 定理 )，693 

Infinity Matrix Norm (无 穷 和 矩阵 范 数 ) 189 
Initial-Value Problem, Existence Theorems ($) 
值 问题 ， 存 在 性 定理 )，525-526 

Initial-Value Problem, Uniqueness Theorems 
( 初 值 问 题 ， 唯 一 性 定理 )，526 

Interpolation by B-Splines (B 样 条 插值 )，381 
Interpolation Error, Chebyshev Nodes (4 ff i 
差 ， 切 比 雪夫 结 点 )，318 

Invertible Matrices (JRE), 200 

Iterative Improvement( (RAGH), 202 

Iterative Method Convergence ( 迁 代 法 收 笋 
性 )，210 

Jacobian in Bairstow's Method (贝尔 斯 托 法 中 的 
雅 可 比 行列 式 )，120 

Jordan Blocks (34K 43%), 601 

Kolmogorov's Characterization (RARP KAP 
tE), 407 

Laplacian Operator ( 拉 普 拉 斯 算法 )，639 
Linear Functionals (RHEE Hi), 689 

Linear Inequalities (线性 不 等 式 )，411 

Linear Programming Properties (线性 规划 人 性 
质 )，701 

Linear Programming and Dual Problem，First 
Theorem (线性 规划 和 对 偶 问 题 ， 第 一 定 
理 )，697 

Linear Two-Point Boundary-value Problem, First 
Theorem (线性 两 点 边 值 问 题 ， 第 一 定理 )，584 
Localization of Roots ( 根 的 定位 )，111 

Long Operations (长 运算 ) 176 

LU Decomposition (LU 分解 ) 156 

LU Factorization of PA (PA 的 LU 分 解 )，173 
LU-Factorization (LU 49), 247 
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Matrix Inverse (PFR), 142 
Maximum Minimum Property (ik K 极 小 性 
M), 687 

Modified Gram-Schmidt Factorization (修正 的 格 
拉 姆 - 施 密 特 分 解 )，277 

Monic Polynomials ( 首 一 多 项 式 )，317 
Monotonic Convergence of Laguerre Method ( 拉 
盖 尔 方法 的 单调 收敛 性 )，125 

Multiplication of Partitional Matrices (分 块 矩阵 
的 乘法 ) 146 

Multistep Method Properties (多 步 法 性 质 ) 553 
Multistep Method, Local Truncation Error (多 
步 法 ， 局 部 截断 误差 )，560 

Multistep Method, Stability and Consistency (多 
步 法 ， 稳 定性 和 相 容 性 )，558 

Necessary and Sufficient Conditions for Iterative 
Method convergence (迭代 法 收敛 的 充 要 条 
件 )，215 

Neumann Series ( 诺 伊 曼 级 数 ) 198 

Newton’s Method for a Convex Function ( 凸 函数 的 
牛顿 方法 )，86 

Newton's Method (牛顿 法 )，85 

Nonsingular Matrix Properties (dE Æ S 38 PE YE 
Wid, 144 

Nonzero Pivots (EP £36). 166 

Null Space ( 零 空 间 ) 31 

Number of Sing Changes (符号 变化 次 数 )，494 
Optimal Extrapolation Parameters (最 优 外 推 参数 )， 
222 

Optimality of Natural Splines of Odd Degree ( 奇 
数 次 自然 样 条 最 优 性 )，355，360 

Orthogonal Polynomials ( 正 交 多 项 式 )，400 
Orthogonal Projections ( 正 交 投影 )，402 
Orthonormal Bases (标准 正 交 基 )，295 
Orthonormal Functions, E, (标准 正 交 函数 ， 
Ey), 448 

Pareto Minimum Necessary Condition ( 帕 需 托 极 
小 必要 条 件 ) 727 

Pareto Minimum Sufficient Condition ( 帕 雷 托 极 
小 充分 条 件 ) 728 


Penrose Properties (Penrose 性 质 ) ，293 
Permutation in Divided Differences 〈 均 # 排 
FA), 333 

Perturbed System (扰动 方程 组 )，251 

Perturbed Unit Lower Triangular System (扰动 
的 单位 下 三 角 方程 组 )，250 

Perturbed Upper Triangular System (扰动 的 上 
角 方 程 组 )，251 

Polynomial Interpolation (多 项 式 插 值 )，309 
Polynomial Interpolation Error (多 项 式 择 值 误 
3), 315 

Preserving Diagonal Dominance (保留 对 角 占 优 ) + 
177 

Properties of Bernoulli Polynomials 〈 伯 努 利 多 项 
式 的 性 质 ) ，520 

Pseudo-Inner Product ( 伪 内 积 )，448 
Pseudoinverse Minimal Solution (广义 赣 最 小 
解 )，291 

Quotient and Remainder ( 商 和 余 式 )，118 
Radius of Convergence in Laguerre's Method ( 拉 
盖 尔 法 的 收 敏 半径 )，121 

Radius of Convergence (收敛 半径 ) 389 

Real Quadratic Factor ( 实 二 次 因 式 )，117 
Relative Roundoff Error in Adding (加 法 的 相对 
会 人 误差 )，49 

Remez Algorithm ( 列 梅 兹 算法 ) ，417 
Richardson Extrapolation ( 理 查 森 外 推 )，475 
Right Inverse (HW), 142 

Roundoff Error in Dot Product (A BUP AY AiR 
#), 249 

Second Linear Programming and Dual Problem 
(第 二 线性 规划 和 对 偶 问 题 ) 698 
Second-Order Linear Differential Equation, 
Second Theorem (二 阶 线性 微分 方程 ， 第 二 定 
理 )，587 

Second-Order Linear Differential Equation, 
Third Theorem (二 阶 线性 微分 方程 ,第 三 定 
理 )，587 

Series to Continued Fractions (级 数 到 连 分 
式 )，441 
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Similar Upper Triangular Matrices (相似 的 上 三 
角 阵 )，214 

Singular- Value Decomposition Properties (奇异 值 
分 解 性 质 )，294 
Singular Value 
Version (奇异 值 分 解 ， 紧 次 形式 )，295 
Singular Value Factorization (奇异 值 分 解 )，287 
Solution Curves, Initial-Value Problem ( 解 曲 线 ， 
初 值 问题 )，563 

Solution of Initial-Value Problem〈 初 值 问题 的 
解 )，600 

Solving PA 一 LU (求解 PA=LU ), 174 

SOR Method Convergence (SOR 方法 收敛 
th). 219 

Spectral Radius ( 谱 半径 )，214 

Spline Function Approximation ( 样 条 函数 通 
近 )，385 

Stable Difference Equations (稳定 的 差分 方 
程 )，33 

Strong Unicity ( 强 唯一 性 )，414 

Subordinate Matrix Norm (从 属 矩 阵 范 数 )，188 
( 逐 次 WE 


Decomposition, Economical 


Successive Newton  Iterates 
D, 117 
Third Linear Programming and Dual Problem (第 
三 线性 规划 和 对 偶 问 题 )，699 
Truncated Power Functions (WWE), 358 
‘Two-Point Boundary-Value Problems, First Theorem 
(两 点 边 值 同 题 ， 第 一 定理 )，574 
Two-Point Boundary-Value Problems, Second 
Theorem (两 点 边 值 问题 ,第 二 定理 )，575-576 
Unique Pseudoinverse (唯一 的 广义 逆 )，293 
Unique Solution, Boundary-Value Problem (Hf 
解 ， 边 值 问题 )，577-578 

Uniqueness of Natural Spline of Odd Degree ( 奇 
数 次 自然 样 条 唯一 性 )，359 
Uniqueness of Polynomial Interpolation (多 项 式 
插值 的 唯一 性 )，346 
Variational Equation ( 变 分 方程 )，563 

Total error (整体 误差 )，533 

Trace ( 迹 )，271 


Tracing the path (跟踪 路 径 ) 133 
Trajectory (轨道 )，557 
Transient function (ERM), 610 
Translation operator (平移 算 子 )，454 
Transpose (转换 ) ，140 
Trapezoid rule (梯形 法 则 )，481 
composite rule (复合 法 则 )，48] 
recursive rule (递归 法 则 )，503 
Traveling salesman problem (RBH), 724-725 
Tree diagram ( 树 形 图 ) 454 
tri，180，624 
Triangular systems (三 角形 系统 ) 
Triangulation (三 角 剂 分 )，432，641 
Tridiagonal system (三 对 角 方 程 组 )，179 
Trigonometric interpolation (三 角 插值 )，445 
Trivial solution (平凡 解 )，30 
Truncated mdigit approximation (截断 n 位 近似 )，39 
Truncated power function (WM AE MM), 358, 514 
Truncation (截断 )，42 
Truncation error (截断 误差 )，467，530，543 
Two-point boundary-value problem (两 点 边 值 问题 )， 
357, 572 
first Theorem (第 一 定理 )，574 
second Theorem (第 一 定理 )，575 
Type (类 型 )，43 


U, 


Unbounded (无 界 ) 682 

Uncoupled (EWA), 598 

Uncoupled blocks ( 非 耦 合 块 )，598 

Undamped spring-mass system (无 阻尼 弹性 -质量 系 
统 )，572 

Underdetermined systems (X77 B41), 291 

Underflow CF), 45 

Unicity of best approximations (最 佳 通 近 的 唯一 
性 )，414 

Unitarily equivalent ( 西 等 价 ) 297 

Unitarily similar ( 西 相似 )，265 

Unitary equivalence ( 西 等 价 性 )，297 

Unitary matrix (PURE), 265 
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Unit ball (cell) 《单位 球 (单元 )) 187-188 

Unit column diagonally dominant (单位 列 对 角 占 
优 )，229 

Unit lower triangular (单位 下 三 角 隆 )，152 

Unit roundoff (单位 伟人 )，48 

Unit roundoff error (单位 会 人 误差 )，45 

Unit row diagonally dominant (单位 行 对 角 占 
优 )，229 

Unit upper triangular (单位 上 三 角 阵 )，152 

Univariate process (一 元 过 程 )，421 

Unnormalized numbers ( 非 规格 化 数 )，44 

Unstable (不 稳定 )，33，64，65，182 

Updating (更 新 )，170 

Updating and back substitution (更 新 和 向 后 回 代 )，170 

Upper bounds (EW). 21 

Upper Hessenberg form (上 海 森 伯 格 形 )，199 

- 角 结 构 ) 150 


Upper triangular structure (上 


v 


Vandermonde matrix (HERE), 30, 314 
Variational equation ( 变 分 方程 )，562 
Theorem on (定理 )、563 
V-cycle (V 循环 ) 673 
algorithm (WE). 673 
Vector (1a fit) + 140 
Vector norms (HABO. 186 
matrix norm associated (对 应 的 矩阵 范 数 )，188 
Vector notation. differential equations (向 量 记 号 ， 
微分 方程 )，565 
Vector space C( 向 量 空间 C)，254 
Villes Theorem (Ville 定理 )，694 


Volterra, 536 
w 


Wave equation (波动 方程 ) ，652 

Weakly unstable ( 弱 不 稳定 )，564 

Weierstrass Approximation Theorem ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 
通 近 定理 )，320 

Weighted £ -norm (加 权 L- WO, 194 

Weight function ( 权 函 数 ) 485, 493 

Weights ( 权 )，194 

Well conditioned matrix (RÆ), 68, 193 

Well conditioned problem〈 良 态 问题 )，64 

Wendroff's implicit method ( Wendroff 隐 式 方 
法 )，662 

Wilkinson's conjecture (Wilkinson 猜想 ) 253 

Wilkinson's example (Wilkinson 例子 )，68，71 

Wilkinson's polynomial (Wilkinson 多 项 式 )，71 

Wood's function (Wood 函数 )，718 

World Wide Web (WWW) (万 维 网 ) 731 

Workstack (工作 栈 )，510 

urorthogonal (w 正 交 )，493 

urorthogonality (w 正 交 性 )，495 


Z 


Zero (PA), 42 

Zero of multiplicity k (k WẸ). 92 

Zeros of functions. computing (R MB A. it 
R). 73 

Zeros of polynomials, computing (多 项 式 的 零点 、 计 
算 )，30 


